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I.    A  B  8  C  H  N  I  T  T. 
DIFFERENZIALRECHNUNG. 


ERSTES  KAPITEL. 


L  Grundbegriffe  der  Differenzialrechnoni 
310.  Betrachten  wir  eine  Funklion  y  ^  f{x)  einer  einz 
abhängigen  Veränderlichen  x  in  Bezug  auf  die  atlgemeinsti 
Fanktion  ZDkommende  Eigenschaft,  darin  bestehend,  dass  die  ] 
jf  ihren  Werth  Terflndert,  sobald  x  eine  Aendernng  seines 
erleidet,  so  bietet  sich  sogleich  die  Bemerkung  dar,  dass  die 
denen  Funktionen  bei  einer  und  derselben  Zunahme  der  um 
Veränderlichen  die  eine  mehr,  die  andere  weniger  sich  verände 
mit  anderen  Worten,  dass  die  Geschwindigkeit  des  Wachsth 
Funktion  verschieden  sei  für  die  verechiedenen  Funktionen.  J 
tine  nnd  dieselbe  Funktion  ändert  sich  im  Allgemeinen  bei 
Zunahme  der  unabhängig  Veränderlichen  ungleich  rasch,  je  nt 
speciellen  Werthe  der  letzteren,  von  welchem  aus  die  Zunahme 
Dabei  ändern  sich  die  Funktionen  im  Allgemeinen  stetig,  d. 
unendlich  kleinen  Aendernng  der  unabhängig  Veränderlichen  ei 
eine  gleichfalls  unendlich  kleine  Zu-  oder  Abnahme  der  Funkt 
nur  fflr  besondere  Wertbe  der  nnabhftngig  Veränderlichen  erie 
wisse  Funktionen  eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit.  Die  1 
der  höheren  Geometrie,  der  physikalischen  und  technischen 
Schäften  führen  zuletzt  grösstentheils  auf  Betrachtungen ,  wel 
der  Geschwindigkeit  des  Wachstbums  der  Funktionen  abhängen 
die  Aufgabe,  ffir  diesen  Begriff  einen  analytischen  Ausdruck  heri 
von  grüsster  Wichtigkeit  ist. 

Lassen  wir  zu  diesem  Bebuffi  in  der  Funktion  y  =  f{x) 
abhangig  veränderliche  Grösse  a:,  vOn  einem  beliebigen  aber  bec 


Werthe  ausgehend,  um  die  willkürliche  Grösse  ^x  zunehmen,    und  be- 
zeichnen die  dadurch   bewirkte  Veränderung   der  Funktion    y   mit   ^y, 

so  ist  y  +  ^fy  =  /  (^  +  ^^),  somit  wegen  y  =  f{x) : 

Jy  =  f[x  +  Jx)  -  f{x) , 
und 

^y _ f[x  +^^)_—  /X^)  /   V 

Jx~        "    '    Jx       '         '  ^^ 

Die  Funktion  ändert  sich  oflfenbar  um  so  rascher ,    je  grösser  zfy 
im  Verhältnisse  zu  yJx ,    je  grösser  also    der  Werth   des  Verhältnisses 

Jy 

^     ist,    und  wir  werden  demnach  dieses  Verhällniss  als  das  natürliche 
Jx 

Maass    der  Geschwindigkeit   des  Wachsthums   der  Funktion    betrachten 

können.  Der  Ausdruck  dieses  Verhältnisses  ist: ,.r\~   -     -»   und 

wird  im  Allgemeinen,  wie  man  sieht,  wieder  eine  Funktion  von  x  sein, 
wie  es  auch  sein  muss,  weil  ja  eine  Funktion  f{x)  an  den  verschiede- 
nen durch  die  speciellen  Werthe  von  x  bestimmten  Stellen  ihres  Ver- 
laufes sich  ungleich  rasch  verändert;  der  besagte  Ausdruck  hängt  aber 
auch  noch  von  dem  der  Grösse  Jx  beigelegten  Werthe  ab;    so   lange 

dieser  willkürlich  ist,  bleibt  auch  der  Werth  des  Verhältnisses     —   un- 

Jx 

bestimmt,  wodurch  aber  dasselbe  unfähig  würde,  eine  völlig  bestimmte 
Grösse,  nämlich  die  Geschwindigkeit  des  Wachsthums  der  Funktion  bei 
einem  bestimmten  Werthe  von  x  auszudrücken,  und  von  dem  Verlaufe 
der  Funktion  f{x)  in  der  Nähe  dieses  bestimmten  Werthes  von  x  ab- 
hängig wäre.  Diese  Unbestimmtheit  wird  beseitiget,  wenn  wir  Jx  un- 
endlich klein  werden  lassen ;  es  wird  dann,  in  Folge  der  Stetigkeit  der 
Funktion  y,    auch  Jy  unendlich   abnehmen,    während   das  Verhältniss 

Jy  f(x  4-  Jx)  —  fix) 

-~-  oder -r -—    dieser    beiden    unendlich    abnehmenden 

Jx  Jx 

Grössen   einer   bestimmten    und    endlichen    Grenze    sich    nähern    wird. 

Diese  Grenze    ist  im  Allgemeinen   wieder   eine  Funktion    von   x,    und 

wird  die  abgeleitete   oder   derivirte  Funktion   genannt,    und 

nach  Lagrange  mit  f  (x)  oder  y   bezeichnet. 

Diese  abgeleitete  Funktion  f  {x),  welche  nach  dem  oben  Gesaj^ten 

durch  die  Gleichung: 

^   '  Jx  Jx 

Jlf 

als  Gronzwerth   des  VorhAltnisses     ;     bestimmt    wird ,    ist  nun  als  das 

Jx 


0 


Fig.  1. 


genaue  Maass  der  Gescliwindigkeit  zu  betrachten ,  mit  welcher  die 
P'unktion  sich  ändert,  wenn  man  die  unabhängig  Veränderliche  sich 
ändern  lässt.  Denn  der  Ausdruck  dieses  Grenzwerthes  ist  nun  voll- 
kommen bestimmt  und  hängt  weder  von  den  absoluten  Werthen  der 
beiden  Inkremente  Jx  und  Jy  ab,  noch  von  dem  Verlaufe  der  Funk- 
tion in  der  Nähe  desjenigen  Werthes  von  x^  von  welchem  aus  die 
Aenderung  erfolgt. 

Die  vorstehende  Betrachtung  wird  durch  die  geometrische  Dar- 
stellung der  Funktion  y  =  f'{x)  sehr  anschaulich.  Sei  (Fig.  1)  AB 
die  Curve,  welche  aus  der  Construction  der 
Gleichung  ^=:/*(a?),  bezogen  auf  ein  recht- 
winkeliges Coordinatensystem,  hervorgeht.  Las- 
sen wir  die  Abscisse  x,  von  irgend  einem 
Werthe  x  =  OP  aus  um  das  Stück  PF'  =  Jx 
zunehmen,  so  wächst  die  Ordinate  y  um  das 
Stock  JM'P^  —  MP  =  M'B  =  Jy  und  es  folgt 
aus  dem  A  MM'R : 

41  =  A- +  ^^-1^1  _  K^  =  tg  ^rmii ; 

Ax  Jx  MB         ^ 

Ay 
das  Verhältniss   —  der  gleichzeitigen  Zunahmen  der  Abscisse  und  Or- 

dioate  stellt  demnach  die  trigonometrische  Tangente  des  Winkels  dar, 
welchen  die  durch  die  Punkte  MM'  gezogene  Sekante  mit  der  Abscis- 
senaxe  einschliesst.  Lassen  wir  nun  Jx  unendlich  klein  werden,  so 
wird  auch  Jy  gegen  Null  convergiren;  der  Punkt  M*  wird  sich  dem 
Punkte  M  unendlich  nähern  und  die  Sekante  mit  der  Tangente  MT 
zusammenfallen.  Bezeichnen  wir  daher  den  Winkel,  welchen  letztere 
mit  der  Abscissenaxe  einschliesst,  mit  r,  so  verwandelt  sich  obige  Glei- 
chung, wenn  wir  zur  Grenze  übergehen,  in  folgende: 

Jx 


lim  ^y-  =  lim  ^■^^-  +  -"^^ 
Jx 


f"{x)  =tgT. 


Die  abgeleitete  Funktion  /*'  {x)  stellt  demnach  die  trigonometrische  Tan- 
gente des  Winkels  dar,  welchen  die  geometrische  Tangente  an  dem 
durch  die  Abscisse  =  x  bestimmten  Punkte  der  Curve  y  =  /(ic)  mit 
der  Axe  der  x  einschliesst. 

Der  Winkel  r,  welchen  die  Tangente  am  Punkte  M  mit  der  :c-Axe 
bildet^  bestimmt  offenbar  die  Steigung  der  Curve  in  diesem  Punkte; 
diese  ist  aber   einerlei   mit   dem  Grade    der  Schnelligkeit  des  Wachs- 


(i 

thums  der  Funktion  an  dieser  Stelle,    so  dass   also   auch    diese   durch 
die  abgeleitete  Funktion  /"  {x)  =  tgT  bestimmt  wird. 

811.  Die  Aendernngen  4fx,  Jy  werden,  insofeme  dieselben  nichts 

anderes  sind,   als  die  Unterschiede  zweier  aufeinanderfolgenden  Werthe 

von  X  und  y,   Differenzen  genannt;    lässt  man  dieselben  unendlich 

klein  werden,  so  führen  sie  den  Namen  Dif f er enziale,  und  werden 

mit  dx  und  dy  bezeichnet,    indem   man   die  Charakteristik   d  an   die 

idy 
Stelle  von  ^  schreibt.  Die  Grenze  fix)  =  lim  -7  ,   welcher  sich  der 

^  ^  Jx 

/ly 

Differenzenquotient  -j-   beim  unendlichen   Abnehmen  von  /ix  nähert, 

/jX 

dy 
wird  der  Differenzialquotient   genannt  und  mit  -r-   bezeichnet; 

dx 

dieser  ist  somit  einerlei  mit  der  abgeleiteten  Funktion,  und  durch  die 

Gleichung : 

^  =  lim -^  =  lim  ^(-^  +  ^)  -  ^(^ 
dx  Ax  dx 

definirt. 

d'U  /iu 

So  lange  dx  einen  endlichen  Werth  hat,  ist  ~  von     /  verschie* 

dx  Jx 

den,  und  man  hat  daher,  wenn  der  Unterschied  mit  e  bezeichnet  wird : 

4l  —  ^ 
Jx~  dx  "^    ' 

wo  fi  eine  mit  dx  gleichzeitig  verschwindende  Grösse.     Hieraus   folgt: 

dy 

dyz=z—  .dx  +  «-^a?,     oder     dy  =  f  [x)  dx  -f-  ^dx, 

welche  Gleichung,  wenn  man  dx  und  dy  unendlich  klein  werden  lässt, 
sich  in  folgende; 

dy 
dy=^j-dx     oder     dy  =  f'{x)dx  (1) 

verwandelt;  d.  h.  das  Differenzial  der  Funktion  ist  gleich  dem  Pro- 
dukte aus  dem  Differenzialquotienten  in  das  Differenzial  der  unabhän- 
gig veränderlichen  Grösse.    Der  Differenzialquotient  ^^  =  f  (x)    wird 

CiX 

aus  diesem  Grunde  auch  Differenzialcoefficient  genannt. 

Es  bedarf  kaum  der  Erwähnung,  dass  die  Differenzialien  Grössen 
von  derselben  Gattung  sind,  wie  diejenigen,  deren  unendlich  kleine 
Inkremente  sie  vorstellen.  So  ist  dx  eine  Linie,  Fläche,  ein  Zeittheil- 
chen,  wenn  x  eine  Linie,  eine  Fläche  oder  die  Zeit  vorstellt. 


Eine  Funktion  y  =  fix)  differenziren  heisst,  das  Differenzial  der- 
selben suchen,  welches,  wie  aus  (1)  erhellt,  sofort  gegeben  ist,  sobald 
man  den  Differenzialquotienten  der  Funktion  kennt.  Der  Weg,  auf 
welchem  dieser  erhalten  wird,  ist  durch  die  Gleichung: 

dx  ^  ^  Jx  ^  ^ 

Yorgezeichnet ;  man  hat  nämlich  in  der  gegebenen  Funktion  x  ^  Jx 
an  die  Stelle  von  x  zu  setzen,  von  dem  Resultate  dieser  Substitution 
die  ursprüngliche  Funktion  abzuziehen,  und  die  Differenz  durch  /ix 
zu  dividiren;  endlich  die  Grenze  zu  suchen,  welcher  sich  der  so  er- 
haltene Quotient  bei  der  unendlichen  Abnahme  von  /ix  nähert 

Um  diese  Operation  nicht  für  jeden  einzelnen  Fall  vornehmen  zu 
müssen,  werden  zunächst  die  Differenzialquotienten  der  einfachsten 
Funktionen : 

x^^     a*^,     Ix ,     sin  o; ,     cos  x ,     arc  sin  x    und     arc  cos  x 

ein  für  allemal  entwickelt,  und  sodann  Regeln  aufgestellt,  nach  welchen 
man  das  Differenzial  jeder  zusammengesetzten  Funktion  ohne  Schwierig- 
keit bestimmen  kann. 

Die  Entwickelung  der  Vorschriften,  nach  welchen  das  Differenzial 
jeder  wie  immer  beschaffenen  Funktion  gefunden  wird,  und  die  Anwendung 
der  Eigenschaften  der  Differenzialicn  und  Differenzialquotienten  auf  die 
verschiedenen  Probleme  der  Analysis  und  Geometrie  bilden  den  Gegen- 
stand der  Differenzialrechnung, 


II.  Differenziation  der  einfachen  Funktionen  einer 
unabhängigen  veränderlichen  Grösse. 

312.  Differenziation  der  Potenz.  Es  sei  y  =  o;*",  unter  m 
eine  constante,  übrigens  beliebige  Zahl  verstanden,  so  wird: 


(■ + 1) 


m 


1 


^  =  (^+  ."^y^zr.^  =  x^-i, 

Jx  Jx  '  Jx  ' 

X 

^x 
oder,  wenn  man  der  Kürze  wegen  —  =  a  setzt,   wo  a   eine  mit  /ix 

X 

verschwindende  Grösse  bezeichnet: 

Jx  OL 


Lässt  man  nun  ß  eine  Grösse  bedeuten,    welche  gleichzeitig  mit  «  un- 
endlich klein  wird,  so  kann  man: 

(1  +  «)".  =  1  +  /? (i>) 

setzen;  hiemit  verwandelt  sich  die  letzte  Gleichung  in: 


aus  welcher  sofort 


^    .«'Ml      L_ 


-    =  lim  -r    ==  ^'^   * .  lim 
dx  ^x  (i 


folgt.     Es    kommt    daher   nur   noch    auf   die    Bestimmung   des    Grenz- 

werthcs:  lim-     an.    Aus  der  Gleichung  (j>)  folgt  aber,    wenn  man  von 

a 

beiden  Gliedern  die  nattirlichen  Logarithmen  nimmt:  m?(14-o)=K^+/^)' 

oder:  — ==  vr     .  -J:  d.  i.    wenn   man   beiderseits  mit         multiplicirt: 

m        l[^i  -\-  ß)  a 

I 

Geht  man    nun   zur  Grenze   über,    und   beachtet,    dass  lim/(l  -{- a)^ 

1 

=  Z  lim(l  +  «)"  =  le  =  1   [§.  66],    und  aus  gleichen  Gründen  auch 

limZfl  +  ß)ß  =  1  ist,  so  kommt:  —  lim      =1,  woraus  lim      =  m 
^  m        a  a 

folgt.     Hiemit  erhält  man: 

dy 

—  =  mx^^~^,     und  .  d  .  x^  =  wa?'""^  dx. 

dx 

Die  in  dieser  Gleichung  ausgesprochene  Regel  zur  Differenziation 
einer  Potenz  mit  constantem  Exponenten  lässt  sich  leicht  in  Worten 
ausdrücken.  Als  besondere  Fälle  derselben  mögen  ihrer  häufigen  An- 
wendung  wegen  folgende  bemerkt  werden: 

für    m  =  I :    d  ,x^  =  d  ,  yx  = 


2V^' 

für    m  =  —  1 :    d  .  x~'^  =  t? .  -  =  —    „  . 

X  x^ 

313.    Differenziation     der    Exponentialfunktion.    Es 
sei  //  =  a^,  so  wird 

Jx  jx  '      /Ix      ' 

und  somit 


log  .,■ ' 

werden  können   und  c  =  2,7Il<2 
lOgaritbmcn  bezeichnet.    Man  hat  datier: 

■  J         J  .  r  '"«'*    , 

,      und     d  .  a"  =  n' ;     -  •Ix. 
löge 

ilich,  die  natflrlieheu  I.ngaiithmcii,  so  geli 
Igeiiden  einfacheren  über : 


iktioii  besitzt  demnach  die  bemerkenswert  he 
irte  Funktion  gleieh  ist  der  ursprünglicbeu 

ion  des  Logarithmus.     F'Or  y  ^  logo; 


lalher  --   ^  o ,  so  wird 

t='.lln,'°^"+"!. 
Jx      X  a 


=  lim  Iog(l  +  a)"   =  log  lim  (1  +  «)" 

und     d  .logx  ^  -   .log  e  .  dx. 
er  hier   mit  log  bezeichneten  Logarithmen, 
c  ^  -     |§,  tiö],    wenn   mit  l  wie  gewOhn- 
hmen  bezeichnet  werden ;   man   kann   daher 


gendcr  Form  schreiben: 


'  ^  S ' 


i:?-?v*: 
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7      1                              ^        ^ 

d  .  log  a:        ^,  .       . 
7&     a? 

•  * 

Ist  endlich  6        e,  so  wird  ^        7:i;  und 

dx       X                      X 

^* 


l.t'. 


315.  Differenziation  der  Funktionen:    aina;  und  cosrc. 
1 )  Es  sei  y  =  sin  x,  so  findet  man : 


A          '   (      \     A  \         '  2  sin—  COS 

Jy sm  [x  +  yjx)  —  sm  a; 2 

Jx 


(•+f) 


^Ä? 


^0? 


Jx 


d.  i.  wenn  Kfirze  halber  —-  =  a  gesetzt  wird : 

-T-  = COS  ix  +  a). 

dx         a 

Lftsst  man  nun  /Ix  und  somit  auch  o  unendlich   abnehmen,    so   folgt, 

weil  bekanntlich  lim ==1  ist : 

a 

lim  -?-  =  -  -  =  cos  X ,     und     ^2 .  sin  a;  =  cos  x  dx . 


dx       dx 
2)  Für  y  =  cosa?  erhält  man  auf  ähnliche  Weise: 

2  sin 
)  —  cos  iC 

Jx 


/ly cos  {x  +  dx)  —  cos  ic 

dx 


,   dx        (     .    dx\ 
m  --  sm  [x  +  ~) 


dx 


smo 

= sin  (x  +  a)\ 

a  VI/ 


und  hieraus  durch  den  Uebergang  zur  Grenze: 

dy  ^ 
dx 


—  sin  a? ,     d  .cos  X  =  —  sinx  dx. 


316.     Differenziation     der     cyclometrischen    Funk- 
tionen: arc  sin  o;  und  arc  cos  x, 

1)  Es  sei  y  =  arc  sina?,  so  ist  x  =  siny,  somit: 

dx  =  sin(y  +  dy)  —  sin^  =  2  sin -^ cos  iy  +  ---) ,  folglich: 

dy 


dx 


■Jy 


dy 
2  sin  -— -  cos 
2 


('+?) 


2 


s,n-      co8(y  +  ^) 
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hieraus  erhält  man  nun,  zur  Grenze  übergehend : 

^  ^  lij„  -^^  ^  J_  = ^ 

dx  Jx       cosy       yr^-ün^»«' 

oder  auch  wegen  siny  =  x : 

iy  1  _  .  dx 

—  =  — ;=r=i ,     a  .  arc  sm  x  =  —  _^t - , 

(ia?       Vi— a?*^  Vi— Ä?2 

2)  Für  y  =  arc  cosa;  wird  x  =  cosy,  somit  z/a?  =  co8(y  +  ^y) 
—  cosy  =  —  2  sin   -  sin  \y  +  — -  I ,  und 

^y 
^y  ^y  '^    s^         1 


Jx 


hieraus : 


2  sm    ^   sin  \y  +  -  J  sm  -        sm  \y  +  ~^  ) 


dy  Jy 1     _  1 


d.c  Ax  siny  l/f 

also: 


cos  y^ 


dy  1  ^  dx 

■  = -=.izz=^ ,     d .  arc  cosa;  =  -        7^iL_rr 

da;  Vi— a?^  Vi 


a?' 


III.  Differenziation  der  Funktionen  von  Funktionen 
und  der  zusammengesetzten  Funktionen. 

317.    Es   sei   y  =  F{u)   und   u  =  f{x),   so   wird   bekanntlich  y 

Funktion  einer  Funktion  genannt ;  wie  man  sieht,  ist  im  Grunde  y  doch 

nur   eine   Funktion    von   x,   und   es   entsteht  daher   die  Aufgabe,    den 

dy 
Differenzialquotienten    —  dieser  Funktion  in  Bezug  auf  die  unabhängig 

CvX 

Veränderliche  x  zu  entwickeln.  Lassen  wir  zu  diesem  Ende  x  um  /:fx 
zunehmen,  so  werden  auch  t«  und  ^  beziehungsweise  die  Aenderungen 
Ju  und  Jy  erleiden.  Aus  der  Gleichung  y  =  F{u)  folgt  zunächst 
Jy  =  F{u  +  Ju)  —  F{u),  folglich  ist: 

Jy  _  F{u  +  Ju)  —  F{u) 
Jx  Jx  ' 

eine  Gleichung,  welcher  man  auch  die  Form: 

Jy F{u  +  Ju)  —  F{u)  Ju 

Jx  Ju  '  Jx ' 

geben  kann.    Beim  unendlichen  Abnehmen  von  Jx  wird,    wie  aus  dem 


'T/^'v^ 


l^.f^- 


5'jSr' 


.'f>-' 


IT- 


»»• 


C>Jh^        I 


■*- 


sV.- 
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Begriffe  des»  Ditl'ercnziulquotieutcn  [§.  31 IJ  unmittelbar  erhellt: 

hm    /  =  3- ,  hm  /  >   '  =  hm    _    =  -    ,  lim  -     =  ,  , 

^jx       dx  ^ti  Ju       du  Jx      dx 

hiemit  verwandelt  sich  obige  Gleichung  in  folgende: 


dy       dy    du 
dx       du'  dx^ 

dy 


.  dy    du   ^ 

woraus     dy  =  -  - .  -  - .  dx 

du   dx 


folgt.  Das  Symbol  -  bedeutet,  wie  man  aus  der  obigen  Entstehungs- 
weise desselben  sogleich  erkennt,  den  Differenzialquotienten  der  Funktion 
y  =  F[u)y  so  genommen,  als  ob  u  die  unabhängig  Veränderliche  wäre, 
oder  —  wie  wir  kurz  sagen  werden  —  den  Differenzialquotienten  der 
Funktion  y  nach  (oder  in  ßezug  auf)  u  genommen. 

Die  obige  Gleichung  spricht  daher  den  Satz  aus^  dass  der  Dif- 

dy 
ferenzialquotient  — -   der  Funktion  y  in  ßezug  auf  x  ge- 

O/X 

fundeu  wird,  wenn  man  den  Dif ferenzialquoticnten  dieser 
Funktion,  nach  u  genommen,  mit  dem  Differenz  ial- 
quotienten  von  u,  nach  x  genommen,  multiplicirt. 

Wäre  die  Funktion  y  =  F{u)  gegeben,  und  u  =  f{j^),  ^  =  r/>  (a?), 
80  fände  man  auf  gleiche  Weise: 

dy       dy   du  ds 


dx       du  dz  '  dx 


dy    du  djs     , 
und     dy  =:  ~    .-r-.--  .dx 
du  dz    dx 


u.  s.  f.  für  eine  beliebige  Anzahl  von  Funktionen. 

Die  Anwendung  dieser  Regel   auf  besondere  Beispiele  bietet  keine 
Schwierigkeiten  dar.     So  findet  man: 

für  «/  =  ?  sin  x^  indem  man  sin  a?  =  w  setzt,  y  =  lu^  und 


dy^ 
du 


1 
u 


du 


=  cos  x ; 


dy  1 

—  =  ~ .  COSa?  =  COtgiT, 

dx       sin  X 


sino?'    dx 
somit  d  .  l  sin  x  =  cotg  x  dx\ 
für  y  =  {IxY,  indem  man  Ix  =  u  setzt,  y  =  t*'*,  und 


du 
dx 


l      dl/  ,    ,  l 

.    -^  =  n  (IxY   »  . 
X      dx  ^  X 


[:v  - 


du  ^    ' 

dx 
somit  d  .  (Za?.)'*  =  n  {Ix.y  -^  — . 

Bei  einiger  Uebung  wird,  wie  man  bald  findet,  die  Einführung 
solcher  Zwischenfunktionen,  welche  am  Ende  doch  wieder  herausfallen, 
ganz  entbehrlich.     So  findet  man  leicht: 
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d   sin  JC  cos  x  cloc 

d .  Z  sin  a?  ==  — .     -  [nach  §.314]=:  — [nach  §  315]  =  cot»  x  dx, 

siD  a;  sina; 

(lüC 

d.  (/.x)»  =  n  (/a?)«-»  d .  Ix  [nach  §.  312]  =n  {Ixf  -^ 
übereinstimmend  mit  den  früheren  Resultaten. 

318.  Es  sei  nun  y  =  f{u,  v),  wo  u  und  v  beliebige  Funktionen 
der  unabhängig  Yerfinderlichen  x  bedeuten  sollen,  und  y  aus  diesen 
Funktionen  auf  eine  beliebige  Weise  gebildet  sein  mag.  Die  Funktion 
jfy  welche  in  diesem  Falle  eine  zusammengesetzte  Funktion 
genaant  wird,  ist  auch  liier  mittelbar  eine  Funktion  von  Xy  und  es  bietet 

sich  wieder   die  Aufgabe   dar,    den  Bifferenzialnuotienten    ,     derselben, 

ax 

unmittelbar  nach  x  genommen,  aufzusuchen.  Zu  diesem  ßehufe  sei  ^x 

der   der   unabhängig  Veränderlichen    x    ertheilte  Zuwachs ,    welcher   in 

p,  «,  r,  die  Zunahmen  Jy,  /lu,  Jv  nach  sich  zieht ;  aus  der  Gleichung 

y  =  f{u,  v)  folgt: 

^^y  =  /'{«  +  ^^'  ^    ^'  +  ^^')  -'■  f(f^ ,  ^0 ; 

addirt   und   subtrahirt  man  im  2^*^"  Theile  die  Grösse  /"(w  +  Ju^    v\ 
so  erhält  man: 

Jy  =  f{u  +  Ju,  v)  —  f(u,  v)  +  /*("  +  ^«,  '•  +  /'-/v)  —  f{ii,  +  ^w,  r), 

Jy f{u  -|-  Ju  v)  —  f(u,  v)       f(%i  -(-  z/tt,  V  +  ^v)  -  -  f\u  -y  Ju,  v) 

zlx  Jx  Jx  ' 

endlich 

^y /'(tt-]-//M,t') — f{u,v)    Ju      f{u-\-z/ti,r'{-Jv) — f'{u-^Jii,r)   Jv 

Jx  Ju  '  Jx  Jv  Jx 

Lassen  wir  nun  Jx  unendlich  klein  werden,  so  nehmen  auch  Jy,  Ju, 

J 11  'iljL         Jv 

Jv  unendlich  ab;  die  Quotienten  -    ,    — -,      —   haben  bekanntlich  die 

Jx      Jx      Jx  * 

dy     du     dv 
Differenzialquotienten    — ,    --- ,     --  zur  Grenze.    Ferner  ist 

ax      ax      ax 


lim 


f{u  +  Ju,  v)  —  f(u,  v) d.  f{u,  v) dy 


Ju  du  du ' 

d.  i.  gleich  dem  Differenzialquotienten  der  Funktion  y  =  f{u,  v),  wel- 
chen man  erhält,  wenn  man  bei  der  Differenziation  bloss  u  als  unab- 
hängig veränderlich  betrachtet,  v  aber  als  constant  ansieht.  Dies  erhellt 
sogleich,  wenn  man  erwägt,  dass  in  der  im  Zähler  stehenden  Differenz 
/*(w  4-  ^^.  ^)  —  /  ('*!  ^0  bloss  w,  nicht  aber  v  eine  Veränderung  er- 
litten hat.  Ferner  ist: 


■^ 


*••*-!,.•  H 
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Ih. 


*,*  ■  • 


•t;> 


r'  -^ 


»'4 


fr*- 


lim 


/"(m  +  Ju,  V  +  ^<'')  —  /^(w  +  '^**»  *')        ^'fi^  +  ^**i  ^') 


^t? 


^t' 


oder,  weil  Jti  zugleich  mit  Jx  verschwindet: 

_  d.f{u,  v)  _^dy 
dv  dv  ' 

d.  i.  gleich  dem  nach  r  genommenen  Differenzialquotienten  der  Funktion 
y  =^f(u,  v),  d.  h.  so  genommen,  als  ob  bloss  v  eine  unabhängig  Ver- 
änderliche, u  aber  eine'  constante  Grösse  wftre.    Demzufolge  wird  also : 

dy dy    du       dy    dv  ^^    ^^  d    a.  ^^    ^^ 

dx       du'  dx       dv  ' dx  -  du' dx  dv  ' dx 

Statt  der  letzteren  Gleichung  schreibt  man  kürzer: 

dy  =    -  du  -^    -    dv. 
^        du        ^  dv 

Wäre  die  Funktion  y  ==  f[u,  v,  w)  gegeben,    so  würde  man   auf 

dieselbe  Weise : 

dy 

dx 

und- 


dy    du       dy    dv        dy    dtv 
du  *  dx        dl)  '  dx        dw   dx 


/dydu       dydiJ       dydw\ 

\dudx       dvdx       dwdx/ 


erhalten;    u.  s.  f.  fQr  eine  beliebige  Anzahl  von  Funktionen.     Hieraus 
folgt  nun  der  wichtige  Satz : 

Das  Differenzial  einer  zusammengesetzten  Funk- 
tion wird  gefunden,  wenn  man  diese  Funktion  derReihe 
nachin  Bezugaufjededer  Bestand- Funktionendi  ff  eren- 
zirt,  so  als  ob  nur  immer  eine  der  Bestand-Funktionen 
eine  unabhängig  Veränderliche,  und  die  übrigen  con- 
stant  wären,  und  endlich  die  Summe  der  so  erhaltenen 
Differenziale  bildet. 


319«  Die  in  den  beiden  vorhergehenden  Paragraphen  aufgestell- 
ten Sätze  reichen  hin,  um  jede  beliebige  Funktion  einer  unabhängig 
Veränderlichen  zu  differenziren.  Bevor  wir  jedoch  zu  speziellen  An- 
wendungen schreiten ,  wollen  wir  noch  einige  allgemeine  Kegeln  ent- 
wickeln. 

1)  Zunächst  ist  klar,  dass  das  Differenzial  einer  constanten  Grösse 
der  Nulle  gleich  ist,    weil  ja   eine  Constante   als   solche  jeder  Verän- 
derung unfähig  ist.     Bezeichnen  wir  daher  mit    a  eine  Constante,    mit 
u  eine  beliebige  Funktion  von  x^  so  folgt: 
für  y  =  o  dt  w  ^     ^y  =  i.  du. 


»■ 


r 
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2)  Ans  jr  =  au  folgt  ferner:    Jy  =  a(M  +  Ju)  ~  au  =  a/lu-^ 

dy 
hieraus  folgt:    -- =  a,  somit,  wenn  man  zur  Grenze  übergeht: 

Ju 

dy 

■  -  =  tty     dy  =^  adu,     oder     d  .  au  ==  adu. 

du 

Gonstante  Faktoren,  mit  welchen  eine  zu  differcnzirende  Funktion  be- 
haftet ist,  gehen  daher  als  solche  auch  auf  das  Dififerenzial  über. 

3)  Sind  Uf  v,  w^  ...  Funktionen  von  x,  und  y=+.«  +  r±ti;+. 
.  .  . ,  so  hat  man  Jy  =  ±  Ju  ±  Jv  +  Jw  ±.  .  .  . 

Jy  Ju   ,    Jr    ,    Jtv    , 

und  — r  =+    T-  +  ->#~  +  -:r-±-  •» 

/ix  Jx       Jx       Jx 

woraus  durch  den  Uebcrgang  zur  Grenze : 

dy  du       dv        dw 

und  somit  auch : 

dy  ^=  d{±_  u  ±,  V  ±_  w  ±_ )  =  ±_  du  ±,  dv  ±^  dw  ±_ 

folgt.  Das  Differenzial  einer  Summe  oder  Differenz  mehrerer  Funktio- 
nen ist  also  gleich  der  Summe  oder  Differenz  der  Differenzialien  der- 
selben. 

4)  Für  y  =  uv  erhält  man : 

z/y (t*  +  ^u)  {v  -|-  Jv)  —  UV Ju  Jv       Ju  .  Jv 

jx  Jx  Jx  Ax  Jx      ' 

somit,  wenn  man  zur  Grenze  übergeht: 

dy  du  dv 

-T-   =:  V     -  4-  u  -^r- .     oder     d  .  U4^  =  vdu  +  udv. 

dx  dx  dx 

Allgemein,  ist  y  =  uvwt  .  .  .  das   Produkt  aus  einer  beliebigen  Anzahl 
veränderlicher  Faktoren,  so  ist: 
dy  =  vwt du  ■\'  uwt dt?  -f"  **^^ dw  -\-  uvw dt  -\' 

oder,  wenn  man  diese  Gleichung  durch  y  ==  uvwt  .  .  .  dividirt : 

dy       du       dv       dw       dt 

--== —    +-7-  +  — 

y         u         V     '   w         t 

Ein  Produkt  wird  daher  differenzirt,  wenn  man  das  Differenzial 
jedes  Faktors  mit  allen  übrigen  Faktoren  multiplicirt,  und  die  Summe 
aller  so  erhaltenen  Produkte  bildet. 

.   _       .  u  . 

5)  £$  sei  y  =     ,  so  hat  man: 

Ju  Jv 

fi  -      —  ^  — 

Jy /u  +  Ju      tt  \    1    Jx  Jx 

Jx       \r  +  Jv       V /  Jx        vir  +  Jv) 


.V.'.?:,  ♦     ■> 


wr 


CWv 


^l 


Sie' 


pV\ , 


in.- ' 


LT'  - 


woraus  jiurch  den  Uebergaiig  zur  Grenze : 


dy 
dx 


du  dv 

dx  dx 


v 


,  ti        vdu  —  udv 
oder     d ,      =  -.. — 


folgt. 

Das  DilTerenzial  eines  Bruches  ist  daher  gleich  .dem  Nenner  mul- 
tiplicirt  mit  dem  Differenzial  des  Zählers,  weniger  dem  ZSider  multi- 
plicirt  mit  dem  Differenzial  des  Neuners,  das  Ganze  dividirt  durch  das 
Quadrat  des  Nenners. 

820.  Wenden  wir  nun  diese  Sfttze  zunächst  auf  die  DiflFerenziation 

der  noch  übrigen  goniometrischen  und   cycloraetrischen    Funktionen    an, 

wobei    wir    uns    erinnern    müssen,    dass    ds\i\.r  =  cosxdx   und  dcosx 

=  —  sin  X  dx  ist. 

,  sin  a?        ,         cosx^lx  +  sin  x^^dx  dx 

l).y=tgrc=  ;     dy=^—  ., == ^; 

^  cosrr  cosa;-  coso?- 

^.  cos  3'       ,  --^mx'^dx  —  cos^c'^^fZa;  dx 

2)  ?/=  cotga:=  T    -,     dp  =       ^  ., == — 

^  sm  X  sin  x" 


•     Ol 
sma?- 


^ ,  1  ,         sin  X  dx 

3)  j/=  seca;  =  —    -  ,     dt/=-     .,  ; 
^  cosa;  cosic- 


4)  w=  cosecrc  =   ; —  ;     dy  = 
^  sm  X 


cos  X  dx 

_____ • 

smx. 


^)  y=i  sin  vers-T  =  1    —  cosa?;     dy  =  s\vixdx\ 

ß)  y=  cosin  versa;  =  1  —  sin  .r;     dy  =  —  cos a;  da;; 

dy 

7)  2/=  arc  tga;;  hieraus  folgt:  ar  =  tg^,  dx  =      ---z,    folglich: 

cosy^ 


dy 
dx 


1 


sec^ 


2  =  ,     ,    ,    -a  =  .     1      '*''>  somit: 
^        1  +  tg  2/-       1  +  a;- 


(2a; 


rf.arc  tga;  ==  -  . 

1  +  a;^ 


d^ 


.2    ' 


dy 
dx 


=    -sm^ 


8)  y  =  arc  cotg  a; ;     x  =  cotg  y  ,      r/a;  = 

sin  y 

1 ___  1  _  1 

'  ~^'~     T+ cotg^'-*  ~  "'"  r+  x'^ ' 

dx 

1  +  x^' 

Auf  dieselbe  Weise  findet  man: 

dx 
^    — 1.— ;  d  .  arc  coseca;  = 


cosec  y 
d  .  arc  cotg  x  =  — 


folglicli 


9)  d  .  arc  seca;  = 


.r-  —  1 


(?a; 
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Bezeichnet  man  mit  ifi  irgend  eine  der  vier  goniometrisclien  Funktionen 
sin,  tg,  sec,  sin  vers,  mit  i//  die  entsprechende  Gofunktion,  so  ist  be- 
kanntlich tLTCipx  +  arct//'a;  =  ^tt,  woraus  d streif fx  +  ddscx^t'x  =  0 
folgt.  Hierin  liegt  der  Grund,  dass  sich  d .  arc  sinx  ==  —  rZ .  arc  cosir, 
d  .  arc  tga?  =  —  (i .  arc  cotgir,  u.  s.  w.  ergibt. 

Sind  überhaupt  ü,  v  zwei  Funktionen  von  x,  C  eine  Constante  und 
fi  4i  r  ^  C,  so  folgt  hieraus  [nach  §.  319,  1)  und  3)]  du  +  r?>;  =  0 
oder  du  =  "+  dv ;  dies  gilt  natürlich  auch  für  C  =  ().  Hat  man  also 

M  —  f T  =  0  oder  u  =  r,  so  ist  auch  du  =  dv,  oder    ,   =  ,   ;  d.  h. 

dx       dx 

sind  zwei  Funktionen  von  x  identisch   einander   gleicli,    so   sind   auch 

ihre  Differenziale  und  Diiferenzialquotienten  gleich. 

Der  Uebersicht  wegen  wollen  wir  die  bisher  entwickelten  Differen- 
zialien  der  Hauptfunktionen  zusammenstellen.  Es  genügt,  diese  im  Ge- 
dächtnisse zu  behalten,  um  sodann  mit  Hilfe  der  in  den  Paragraphen 
317,  318  und  319  aufgestellten  Sätze  jede  wie  immer  zusammenge- 
setzte Funktion  einer  Veränderlichen  leicht  differenziren  zu  kennen. 

d  .  x^  ■=  mx^—'^  dx\     d  .  a^  =  a^la  dx  \     d  .  e^  =  e^dx ; 

dx  dx 

d  Ao^x  =  \oge  .  — ;      d  .  lx=:  -     , 

X  X 

eJ  .  sin  ic  =  cos  a?  (?x ,  (i  .  cos  a?  =  —  sin  x  dx , 

dx  dx 

d  .\%x^= ^  ,  d  .  cotg  X  =  —    ,     -  , 

cos  x^  sin  x^ 

sin  X  dx  _  cos  x  dx 

d  .  secrr  =    ö  ,  d  .  cosecrr  =  —     —     v  , 

cos  x^  sm  x^ 

d  .  sin  vers  a:  =  sin  or  ^ ,  r2  .  cos  vers  ic  =  —  cos  äj  rfic , 

(iff'  dx 

d  .  arc  sin  X  =  — 7^.--^  --  ,        d  .  arc  cos  x  =  —     -  =rr-== , 

Vi  —  a:*  Vi  —  a;« 


dx  ,  dx 


rf  .  arc  tg  0?  =  -  — — ^5j ,  d  .  arc  cotg  a;  =  —  ^ , 


dx  dx 

d  .  arc  sec  x  =  —  .  .      d  .  arc  cosec  x  =  —    —=^--'- . 

irl/rc* —  1  xyx^  —  1 

321.  Zur  Erläuterung  der  bisher  entwickelten  Sätze  über  das 
Differenziren  von  Funktionen  einer  veränderlichen  Grösse  lassen  wir 
einige  Beispiele  folgen. 

1)  y=z\^5x — a?*;  man  setze  5a; =w,  a?*=r,  £'  =  « — r,  so  wird 

/"■  djs 

y  =  y*" ,  somit  rfy  =       --  ;  dz  =  du  —  dr;  du  =  bdx,  dv  =  2xdx ; 

Hit*,  HAh.  Mathematik,  U.  3.  Aufl.  9 


rnim^m 


-■•     ■    -t  ' 


^ 


»<V-i- 


1^*'' 


R*^ 


t" 


«  J8 
folglich  fZ-e  =  (5  —  2x)  dx  und 


<?y  = 


(5  —  2a?)  dx 


Schneller  gelangt  man  aber  zum  Ziele,    wenn  man  mit  der   gegebenen 

1 
Funktion  y  =  (5a;  —  x^y  unmittelbar  nach  Vorschrift    der  Gleichung: 

d  .  u'^' =1  mu'^-^du  operirt.    Man  erhält  dann: 

dy=d{bx~x^'f=\{bx—x'^)^^d{bx—x^)=\{hx—x^f^{b--2x)(l^ 

j    .    j>  (b  —  'ix)  dx       .     „    . 

d.  1.  dy  =  --  ■    — ^ — ,  wie  früher. 

2V5a;  —  a;^ 


so 


2)  «^==(a^— 6*a;8)l/2a;^+5 ;  setzt  man  a^—hH^^=u,  y2at^  +  5=i=r, 

3    . 

wird  y=w\  dy  =  vdu-\-tidv  =  Y2x^'^ -{- b  .du-\-[a^  -b'^x^)dv.   Aber 


3/: 


=  -d(a'^  —  ftV)  £=  —  26^a:da:,    dv  —  dy2x'^  +  1  =  r7(2aj«  +  fif 

,  folglich  wird : 


=  \  {2x^  4-5)3.  4^^^  _  _ 


3y(2a:^  +  5)' 


ix  [a^  —  b^x^)  dx 


dy  =  —  2h^xy2x^  +  f,dx  + 

3f(2a7^  +  ö)= 

3)  y  =  a^^;  setzt  man  b^  =  ?*,  so  wird  y  =  a**,  dy  =^  a^^ht  du, 
du  =  bHb  dXy  folglich : 

dy  =  a^%^1aJbdx, 

4)  y^=ix^\  hieraus  folgt:   Jy  =  xlx,   d .ly  =  x  d.lx  -^-Ix  .  dx  d.  i. 

dy 

—  =:  dx  -^-  Ix  .  dx  =  [i  +  Ix)  dx;  somit 

dy  =  a;^(l  +  Ix)  dx.  ' 

.-x  ,  .    I        t         ^  •  tg  ia;         .       ,        ,       ,  dx 

5)  y  =  ?  tg  ja; ;  rZiy  =  -  -   -^-  ;  es  ist  aber  d.tg  Ix  =  -  -^  — -^, 

tg  |a;  "^  2  cos  ^ar 

.,     -  ^a;  dx  dx 

somit   « « = .         -    == -  =  -  -     . 

2  cos  ^a;'' .  tg|a?        2  cos  j  a;  sin  |  a?        sin  a; 

2a?  2x 

6)  «  =  arctg ^;  setzt  man  w=-— -,,  so  wird  «/=arctg«, 

1  — a:^  1  —  x^ 


dy  =  -— .  -  -  „ .  Aber  Jw 
1  -f  w 


2(l-a?^)  +  4a;^, 2(1  +a?^)c^x. 


(l-a;^) 


2\2 


r/ar  = 


2\2 


(1  -  .:*) 


4/^2  (1  -J_    /j.2\2 


dy  =  \ 


2dx 


1  +  X 


2  • 
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IV.  Differenziation  derFunktioncn  von  mehreren  anab- 
hängigen Veränderlichen. 

322.  Betrachtet  man  eine  Funktion  mehrerer  von  einander  unab- 
liängigen  veränderlichen  Grössen,  so  kann  man  entweder  nur  eine,  oder 
auch  gleichzeitig  mehrere  ■  oder  alle  diese  Variablen  sich  ändern  lassen. 
Im  ersten  Fälle  sind  die  übrigen  Variablen  als  constant  anzusehen ;  die 
Funktion  ist  dann  nur  in  Bezug  auf  die  eine  Veränderliche  zu  differen- 
ziren,  was  sofort  nach  den  bisher  vorgetragenen  Vorschriften  ausge- 
führt werden  kann.  Man  sagt  in  diesem  Falle,  die  Funktion  werde 
^^artiell  clifferenzirt  in  Bezug  auf  diese  oder  jene  Veränderliche ; 
der  durch  diese  Operation  erzeugte  Differenzialquotient  der  Funktion 
heisst  ein  partieller  Differenzialquotient,  und  das  Differen- 
zial.  ein  partielles  Differenzial.  Ist  ;e'==/*(.r,  y, ...)  eine  Funk- 
tion mehrerer  unabhängig  Veränderlichen  x,  ^,  ...  so  wird  der  nach 
X  genommene  partielle  Differenzialquotient  von  z  durch  das  mit  Klammern 

versehene  Symbol  {  ;t-  )  ,  und  das  nach  x  genommene  partielle  DiiFeren- 


**  i%)  '^^ 


►  zial  mit  {—)  dx   bezeichnet.     Indessen    werden    die    Klammern    auch 

j  häufig   weggelassen,    wie   auch   in   der  Folge   geschehen  soll,    da  hie- 

durch  eine  Zweideutigkeit  nicht  leicht  veranlasst   wird;    man   hat   nur 

dz 
vor  Augen  zu  behalten,    dass  das  Symbol    _-   eben  nur  ein  analytisches 

dx 

Zeichen  ist,    und  nicht  etwa  dz  und  dx  wie  Zähler  und  Nenner   eines 

Bruches  sich  verhalten. 

■Betrachten  wir  nun  den  Fall,  in  welchem  sämmtliche  Variable 
eine  Veränderung  erleiden.  Sei  zunächst  z  =  fix,  y)  eine  Funktion 
von  zwei  unabhängig  Veränderlichen  x  und  y ;  lassen  wir  letztere  um 
^x,  /iy  zunehmen,  so  wird  die  Zunahme  /iz  der  Funktion  z  gegeben 
sein  durch  die  Gleichung: 

Jz  =  f{x  +  z/ic,     ^  +  Jy)    -  f\x.  y), 

welcher  man  auch  die  Form : 

/Iz  =  f{x  4-  Jx,  y)  —  f{x,  y)  +  f[x  +  Jx,  y  +  Jy)  —  f[x  -f  dx,  y) 

oder : 

Jx  /iy 

ertheilen  kann. 


^     m 
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Lässt  man    nun   die  Differenzen  Jx,   Jy  unendlicli   klein  werden, 
so  wird,  gemäss  den  in  §.311  entwickelten  Principien: 

lim  /"(^  +  ^^1  y)  —  f{^^  y)  _  d.fjx,  y)  _  dz 

Ax  äx  dx'' 

d.  h.  gleich  dem  partiellen  Differenzialquotienten  der  Funktion  z  =  f{x,  y) 
in  Bezug  auf  x  genommen,  weil,  wie  man  sieht,  in  der  Differenz 
f{x  -j-  Jx^  y]  —  f{x^  y)  eben  nur  x  eine  Veränderung  erleidet ,  y 
aber  constant  bleibt.  Eben  so  ist,  weil  in  dem  Faktor  von  Ay  bloss 
y  sich  ändert: 

lim  -^^  +  -^^7  3/  +  ^y)  —  f{x  +  :^^y)  ^d.f{x+  Jx,  y) 

/fy  dy  ' 

welche  Grösse,  da  gleichzeitig  auch  Jx  unendlich  abnimmt,  in : 

(^ : /'(^i  y) _de_ 
dy        ~  dy 

d.  i.  in  den  partiellen  Differenzialquotienten,  nach  y  genommen,  über- 
geht. Hiemit  werwandelt  sich  die  letzte  Gleichung  in  folgende: 

dx  dy 


oder 


de=z  —  dx  +    -  dy, 
dx  dy 


Die  linker  Hand  stehende  Grösse  de  ist  nun  die  unendlich  kleine  Ver- 
änderung, welche  die  Funktion  durch  die  gleichzeitigen  unendlich  kleineu 
Veränderungen  beider  Variablen  erfährt,  und  heisst  das  totale  Dif- 
ferenzial  der  Funktion.  Die  obige  Gleichung  spricht  daher  den  Satz 
aus,    dass  das  totale  Differenzial  einer  Funktion  gleich 

« 

ist  der  Summe  der  partiellen  Differenzialien. 

Die  obige  Entwickelung  lässt  sich  ohne  alle  Schwierigkeiten  auf 
Funktionen  mit  mehr  als  zwei  unabhängig  Veränderlichen  ausdehnen. 
Man  hat  daher  allgemein,  wenn  w  =  f{x^  y,  z,  t^  ,  ,  .)  ist: 

Hiedurch  ist  die  Aufgabe,  das  totale  Differenziale  einer  Funktion 
von  mehreren  unabhängig  Veränderlichen  zu  bilden,  darauf  zurückge- 
führt, die  Funktion  der  Reihe  nach  in  Bezug  auf  jede  einzelne  der 
Variablen  zu  differenziren ,  wobei  alle  übrigen  jedesmal  als  constant 
gelten,  und  somit  wieder  die  in  den  früheren  Paragraphen  für  Funk- 
tionen einer  Variablen  entwickelten  Vorschriften  Platz  greifen. 
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Berspic'le:  1)  Sei  i^  =  sin .c  cos i/.  so  ist: 

de  =  cos  X  cos  1/  dx  —  sin  j)  sin  y  dy. 

2)  ^=:'-.  *     -     ;  hieraus  folgt: 
>:c--f  y^ 


ds       [x"^  +  2/'"*  —  x)  yc 


dz 
dy 


x^  e^ 


{X*  +  y")^ ' 


somit' 


dz  = 


i^'  +  !l 


X'^€^ 


[^'  +  y')'  {x'  +  y'r 


3)  Bezeichnet  mau  mit  cc,  ß^  y;  Ä,   H,  C  die  Seiten  und  Winkel 
eines  sphärischen  Dreieckes,  so  ist  bekanntlich : 

cos  a  =  coaff  cos  y  -{-  sinß  sin  y  cos  -4 , 

welche  Gleichung  den  Winkel  a  als  Funktion  von  ß^  y  und  A  bestimmt; 
man  hat  also : 

da  da         ,     ^«  , . 

''''=dß'^^  +  dy'^y+  dÄ"^"^'^ 

differenzirt  man  nun  obige  Gleichung  partiell  nach  jeder  der  unabhän- 
gigen Veränderlichen  /9,  y  und  A,  so  erhält  man: 

—  -  sin  a  da  =  —  (sin  ß  co^y  —  cos  ß  sin  y  cos  A)  dß  =  —  sin  «  cos  C  dß^ 

—  sin  a  da  =  —  (cos/^  sin  y  —  sinß  cos  y  cos  Ä)  dy  =   -  sin  a  cos  Ä  dy, 

—  sin  a  Ar  =  —  ünß  smy  sin  A  dA=2  —  sin  «  sin  y  sin  B  dÄ ; 

somit  sind  die  partiellen  Differenzialquotienten : 

da  ^        dfa  _,        cJof  .... 

^-=cosc;;       --  =  cosi?;      ^p.  =  siny  sm//, 
dß  dy  dÄ  ' 

und  man  hat  folglich: 

da  =  cos  C  dß  -|-  cos  B  dy  -\-  sin  y  sin  B  dA. 

Anmerkung.  Ist,  wie  oben,  u=^f(x,  y,  z,  t,  ,.  .)  und  sind  y,  z,  t, . . . 
Funktionen  der  einzigen  unabhängigen  Veränderlichen  x,  gegeben  durch 
die  Gleichungen :  y  =^  q  (x)y  z  =-  \}'  (x),  t  --^-  X{x),  .  .  . ,  so  erhält  mau  nach 
§.  318: 

du  ^  ^^  dx+^^dy  +  ^j^  dz  +  7JJ  dt+..., 

welche  Gleichuug  mit  (I)  vollkommen  Obereinstimmt,  und  demnach  stattfindet, 
CS  mag  nur  eine  der  Veränderlichen  x,  y,  z,  b,  , .  .  unabhängig  sein,  oder 
wenn  alle  es  sind.  Der  Unterschied  besteht  aber  darin,  dass  im  letzteren  Falle 
die  unendlich  kleinen  lukramente  dx,  dy,  dz,  dt  alle  willkürlich  und  von 
«inander  unabhängig  sind,  während  im  ersten  nur  dx  willkürlich  ist,  und  die 
übrigen  von  dx  abhängig,  und  durch  die  Gleichungen  dy  >=  (f' {x) dx,  dz  ^^ 
ip*ix)dx,  dl  =^  X*  {x)dx  u.  s.  w.  bestimmt  sind. 


J?'.-  A..' 


ff.    -r- 


♦    ( 


L<, 


•        / 


2^- 

•  ä2B.  I.  Betrachten  wir  noch  als  speziellen  Fall  eine  homogene 
Funktion  von  mehreren  Veränderlichen.  Eine  Funktion  H=^f{x,  y,  s, ...) 
heisst  bekanntlich  homogen  vom  Grade  «,  wenn  sie  der  Bedingung  geiitJgt: 

f{tx,  ty,  tB, )  =  ^7'(^»  y.  ^. ), 

wobei  i  eine  neue  Veränderliche  bedeutet.  Differenziren  wir  diese  Glei- 
chung in  Bezug  auf  t.  Der  Differenzialquotient  des  zweiten  Thciles  ist : 

w^*-i  f\x,  y,  s,  .  ,  ,  .). 
Setzt  man  ferner: 


tx  =  ^,     ty 


l» 


^-e  =  ^,  .  .  . 


so  wird  der  erste  Theil  =  /(i',  ?^ ,  C,  .  .  •)»    ^"^  dessen  Differenzial- 
quotient : 

dS'dt  '^  dii'dt  ^  d^'dt   +•••*' 
beachtet  man  nun,  dass  aus  den  Gleichungen  fx  =  if,   ly  =  »y,  ijs:  =  C, 
u.  s.  w.  folgt: 

d^  _ 

dt   —^-•' 

so  erhält  man: 


dS  _  tii;  _ 

dt  "•"*'     (</  ~"-'^' 


df    .       f^/'    .       f?/'    .  .     ,    ., 

^  dk'^  '^  dv  d^  '^  '  '  '  '^  '  ^^'  ^'  '^'  ■  •  ■)• 


Setzt  man  endlich  ^  =  1 ,  so  wird  f  =  a?,  r]  =^y,  C  :i3z  jz^  ...  und  dio 
letzte  Gleichung  verwandelt  sich  in  folgende: 

^df  df    ,       df 

Multiplicirt  man  daher  die  partiellen  Differenzialquotienten  einer  ho- 
mogenen Funktion  des  n^^"  Grades  beziehungsweise  mit  jenen  Ver&n-* 
derlichen,  nach  welchen  sie  genommen  sind,  so  ist  die  Summe  der  so 
gebildeten  Produkte  gleich  dem  Produkte  aus  der  Funktion  selbst  in 
die  Zahl  n. 

Dieser  Satz  ist  unter  dem  Namen:  Lehrsatz  von  den  homo- 
genen Funktionen  bekannt. 

Ist  z.  B.  a  =  (x^  4-  y^)  v^  —  r^^r^,  so  hat  mau  --    =  2c^x,     -z- 

^  dx  dy 

du 
=  ^^  .y»    ,-  =  —  '^"^^^  und  n  =  2  :  und  es  ist  in  der  That: 
dz 

.  'Ic^x  .  X  -f-  2c^y  .  y  —  2r^z  .z  =  2  [ix''  +  y'^)  c'  —  r'^z']  =  2?^. 

IL    Eine  bemerkenswerthe  Eigenschaft  kommt  auch  den  Funktio- 
nen von  der  Form : 

U  =  f{x  +  y  ^  z'  -}-.,,  .) 


riäinlii'li  i^ic  FunkLton  bloss  von  der  Sutume  niehrmer  uiiab- 
rau(ierlic]ieii  abhfingt.  Setzt  man  ( =  .c  +  ^  -f-  ■^  +  ■  ■  ■.  so 
f{t)  und 

du  _  df^    dt       du  _  df    dt       du,  __  df   dt 
dx       äi  'de''     dii'~  dt'  äy'     de         dl  '  iW  '  '  ' 
ileichting  (  ^  j;  -J-  y  +  ■*  +  ■■  •  folgt  aber : 
rfi  _  I«  _  dt 
dx       dij       de- 


da       du       du 

dx       dff      ds        ' 

llen  Di ffei'cuzialquoti enteil  solclier  Funktionen  sind  demii»c1i 
udcr  gleich. 

fcroiiziation  der  unentwickelten  Funktionen. 

Wir  haben  ans  bisbcr  nuv  mit  ciitwickellen  oder  cxplicitcn 
II  beschäftigt.  Es  sei  nun  eine  Gleichung  von  der  Form: 

n^,  j')  =  ü (i) 

die  AuSösnng  derselben  nach  ^,  gleicbgiltig  ob  sie  auEfflhrbar 
icht,  wßrde  ein  Besaltat  von  der  Form  y  =  q<{x)  darbieten, 
in  erkenn),  dass  nur  eine  der  beiden  Veründerlictaen,  etwa  x 
ngige  Variable,  die  andere  y  als  Funktion  von  x  betrachtet 
iss.  Man  sagt  in  diesem  Falle,  y  sei  durch  die  Gleichung 
entwickelte  Funktion  gegeben.  Handelt  es  sich  nun  um  die 
dy 

'  *• 

y  =  ff  (x) .  aus  welcher  er  nach  dem  bisher  Vorgetragenen 
nden  werden  könnte,  aus  (1)  nicht  ableiten,  so  kann  derselbe 
ier  Gleichung  (1)  unmittelbar   ohne  Schwierigkeit   entwickelt 

Gleichung  besteht  nflnilicb  für  jeden  Werth  von  x;  lassen 
in  X  -\-  Jx  fibergehen  und  bezeichnen  die  entsprechende 
TOu  y  mit  Jy,  so  erhalten  wir: 

f{x  +  Jx.     il  +  -l'j)  =  0. 
itraktion  beider  Gleichungen  und  Division  mit,  Jx  folgt: 

Jx  ' 

ichung  auch  in  der  Form: 
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geschrieben  werden  kann  und  für  jeden  Werth   von   Jx   gilt.     Lassen 
wir  nun  Jx  unendlich  klein  werden,  so  ergibt  sich  (ebenso  wie  in  §.  318): 


^/'(^^  y)  I  ^/'(^'^  y)  ^y 

dx  dy       '  dx 


0 


als  Resultat  der  üifferenziation  der  Gleichung  f{xy  3/)  =  0,  wofür  man 
auch  einfacher : 

df  df^  dp  ^  ^ 

de  dy  dx 


schreibt.    Hieraus  folgt  nun: 

dy  dx 

dx'^~  df  ' 
dy 


df 

und     fiy  = 77  ^^ 

.  ^/ 

dy 


Ohne  daher  die  Gleichung  f{x,   y)  =  0  nach  y    aufzulösen,    er- 

dy 
hält  man  den  Differenzialquotienten   ,   ,  indem  man  den  ersten  Theil  der- 

dx 

selben  nach  x  und  y  partiell  differenzirt,  als  ob  beide  Grössen  unab- 
hängig Veränderliche  wären,  die  beiden  so  erhaltenen  derivirten  Funk- 
tionen durcheinander  dividirt,  und  den  Quotienten  mit  entgegengesetztem 
Zeichen  nimmt. 

Sei  z.  B.  1)  f{x,y)z=:y^  -'2ax^y^+x^=0\  man  hat  j-=5a?*— 4«icy^ 


'IL 

dy 


=  öy*  —  ^ax^y,  somit 


dy 
dx 


5a?*  —  4axy^       i(zxy^  —  bx^ 
5y4  —  ^M^y       5y*  —  iax^y  * 


2)   Ist   f[x,  y):=z  xy  —  arc  tg      =  0,  so  erhält  man      -  =  y  -|- 

X  dx 


OJ*  +  ?/^ '    dy 


x 


X 


,  folglich: 


x^  +  y* 

dy  __y  x'^  +  y^  -)r  ^ 
dx  X  x^  -\-  y^ —  1 

Man  kann    übrigens   auch,    wie   leicht   einzusehen,    die   gegebene 

Gleichung  unmittelbar  differenziren ,    und  wird  dadurch,   ohne  auf  obi- 

dy 
gen   allgemeinen   Ausdruck   von  ^-   zurückzugehen,    oft   schneller   zum 

dx 

Ziele  gelangen.     So  ist  das  Differenzial  der  Gleichung  des   ersten  Bei* 
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Spieles:     (5^*  —  4«u;^^)  dy  —  yiaxy^  —  5x*)  c?x  =  0,    woraus  -p  = 

-^V..        ^  folgt,  wie  oben. 

Es  liegt  in  der  Natur  der  Sache,  dass  der  Ausdruck  des  auf  diese 
Art  gefundenen  Differenzialquotieaten  einer  unentwickelten  Funktion  im 
Allgemeinen  nebst  x  auch  noch  y  enthält,  welche  Grösse  aus  demselben 
auch  nicht  weggeschafft  werden  kann,  wenn  man  die  Gleichung 

f{x^  y)  =  ^) 

allgemein  nach  y  nicht  aufzulösen  vermag.  Nichts  desto  weniger  kann 
aber  der  einem  bestimmton  Zahlenwerthe  von  x  entsprechende  Zahlen- 
werth  des  Differenzialquotienten  immer  angegeben  werden.  Man  wird 
ndmiich  zuvörderst  den  gegebenen  Zahlenwerth  von  a;  =  fi  in  die  Glei- 
ehung  f(x ,  ^)  =  0  substituireu ,  wodurch  dieselbe  eine  numerischo 
Gleichung  mit  einer  Unbekannten  y  wird ,  welche  bekanntlich  durch 
Näherungsmethoden  immer  aufgelöst  werden  kann.  Findet  man  aus 
derselben  y  :=zb^  so  wird  man  die  Werthe  x  =  a,  y^=^h  in  den  Dif- 
ferenzialquotienten substituireu,  und  so  den  gesuchten  Zahlenwerth  des- 
selben für  x  =  a  erhalten. 

Das  Verfahren  bleibt  dasselbe,  wenn  die  gegebene  Gleichung  mehr 
als  zwei  Vertlnderliche  enthält.  Ist  z.  B.  die  Gleichung  /(o;,  v/,  ^)  =  u 
gegeben,  in  welcher  x,  y,  die  nnabhängig  Veränderlichen  sein  mögen, 
so  erhält  man  zunächst  durch  Differenziation  nach  allen  drei  Ver- 
änderlichen: 

^^/    ,      .    ^/^     I    ^/    ,  /    \ 

-   «o;  +  -r-  a t^  +    7  ■  »-s^  =  ^  •  •  •  l**») 
dx  dy  dz  ^ 

'  df  dl 

dx  dy 

woraus  de  =  —     -  dx l~  dy 

df  df 

dz  dz 

folgt.    Hier  sind :•      und  —  -     :-     die    partiellen   Differenzial- 

dx  dz  dy  dz 

qnotienten  der  Funktion  z  nach  x  und  y  genommen.  Man  kann  diesel- 
ben auch  noch  auf  einem  anderen  Wege  erhalten.  Da  in  Folge  der 
gegebenen  Gleichung  z  als  Funktion  von  x  und  y  bestimmt   wird,    so 

dz  dz 

hat   man   dz  =  —-  dx  -|-        dy.  Setzt  man  diesen  Werth  von  dz  in  die 

dx  dy 

Gleichung  (m),  so  verwandelt  sich  dieselbe  in  folgende: 

ßf   ,   dfdz\^     ,    {df    .    dfdz\^ 

\dx       dz  dx)         '    \dy       dz  dy]     ' 


2ß 

da    lum    die  Grössen    ,r    «nd    f/,    felgliqlr  anch  ihre  Differenzialien  von 

einander  uiiabliängig  sind,  so  kann  diese  ülcichung  nnr  bestehen,  wenn 

jeder   der  Coefüsicnten    von    dx    und    df/    für    sich  =0  ist;    man  hat 

daher : 

df    ,    df'd^  ,     df    .    dfdjs 

—  +  - /-  -    ==  0 ,     und      ;    +  /  —  =  u, 

dx       dz  dx  dy       dz  dy 

dz 
aus    welchen   Gleichungen   für   die    partiellen  Differenzialquotienten 

dx 

dz 
und    ,     die  schon  oben  erhaltenen  Werthe  sich  ergeben. 
dy 

325.  Es  erübrigt  noch  die  Betrachtung  des  Falles,  wenn  die  ver- 

« 

änderlichen  Grössen   durch    mehr  als  eine  Gleichung  mit  einander  ver- 
knüpft  sind.  Es  seien  z.  B.  die  beiden  Gleichungen: 

f[x,  y,  M,  v)  =  0,  F{x,  y,  u,  v)  =  0 

gegeben,    in  welchen  Xy  y  unabhängige  Variable,  u,  v  zwei  Funktionen 
derselben   bedeuten.     Differenzirt    man   diese  Gleichungen    nach   x   und. 
y,    und  beachtet,    dass  u  und  v  Funktionen  von  x  und  y  sind,    so  er- 
hält man: 

fdf       dldu       dldv\  ^^       /df       dfju       dfdv\  ^^  ^  ^ 
\dx       dudx       dv  dx)  \dy       dudy       dvdyj 

(dF  ,    dFdu    ,   dFdv\  ,     .    (dF  .    dFdu   .    dFdv\  , 
\dx       du  dx        dv  dx)  \dy        du  dy       dv  dyj 

Da  die  Grössen  x,  y,  und  folglich  auch  ihre  Differenzialien  dx  und  dy, 

von   einander   unabhängig   sind,    so   können    diese  beiden  Gleichungen 

nur  bestehen,    wenn  jedes  der  vier  in  Klammern  eingeschlossenen  Tri- 

nome    für   sich   =0   ist,    wodurch    obige  Gleichungen    in  vier  andere 

zerfallen ,    aus    welchen    sofort   die  vier  partiellen  Differenzialquotienten 

du      du      dv      fZr   ,      .  ,       , 

^  ,    -r-,    — -,    ~-  bestimmt  werden  können. 

dx      dy      dx      dy 


ZWEITES  KAPITEL. 

VON    Ut.N    lIMHfcKt;:*   iJIKKKÜKNKl 


1.  Höhere  Dil'fereni^ialicit  der  Funk tiu neu  einer 
Variablen. 

826.  Wir  wissen ,  dass  der  Differential  quo  tient  y  ^  /"  (a;)  einer 
beliebigen  Fanktion  y  =;  /  (-e)  im  Allgemeiiieu  wieder  eine  Funktion 
voll  J  ist.  Nichts  hindert  daher,  diese  Funktion  y'^=l'{x)  einer 
ueaerlicheu  Differcnziation  zu  unterwerfen ;  der  Ditfereuzialquotient  der- 
selben, den  wir  mit  /'  oder  fix)  bezeiclinen,  wird  abermals  eine 
Funktion  von  x  sein,  welche  wir  wieder  differenziren  können,  und 
deren  Differenzialquotienten  wir  mit  y"  oder  f"'{x)  bezeichnen  wollen. 
Auf  diese  Weise  fortfahrend  können  wir  aus  jeder  Funktion  y  =  f'{x) 
eijie  Reibe  anderer  Funktionen  ableiten,  von  weichen  jede  der  Diffe- 
iMeiatquotient  der  vorhergehenden  ist;  hiedurch  entstehen  die  Diffe- 
renzialquotienten der  verEchiedeiien  Ordnungen  der 
Fuuktion  y  =  [\x)-,  man  bezeichnet  sie  mit: 

y,  y",  x"\  y"  ,  ....  y''"\ 
oder 

/■(«),  rw,  /•-(=■).  r-w '■'■'(«). 

und  nennt  nun  inubesondere  /"{x)  den  ersten,  f"{x)  den  zweiten, 
.  , ,  {''"'(x)  den  »""  Differenzialquotienten  der  Funklion  f(j:). 
In  gleicher  Weise  können  ans  dem  ersten  DiSerenziale 
dy  =  r{x)dy 
der  Funktion  y  ^=  f(x)  die  höheren  Differenzialien  derselben  abgelei- 
tet werden,  da  jenes  wieder  als  Funktion  von  x  sich  darstelll,  und  so- 
mit einer  neuerlichen  Differenziation  unterzogen  werden  kann.  Uiebci 
ist  in  dem  Produkte  f{x)dx,  dx  als  ein  coLstanter  Faktor  zu  betrach- 
ten, indem  der  an  sich  willkQrliche  Werth  des  Iiikreraentes  dx  von  x 
onabhäugig  ist.  Dies  vorausgesetzt,  ergibt  sich  durch  Differcnziation 
der  Gleichung  dy:=f"i^x)dx  die  folgende:  d .  dy  =  df' {x).dx;  es  isl 
aber  dem  Begriffe  des  2*"'"  Differenzialquotienten  gemäss :  df"  (x)  ^ 
t"{x)dx,  somit,  wenn  man  den  bei  der  /weiten  Differenziation  der  un- 
abbängig  Verfinderlichen  x  ertheilten  Zuwachs  dx  gleich  dem  früheren 
annimmt:  d .dy=  f  {x)dc-;  statt  d.dy  pflegt  man  Kürze  halber  d'^y 
zu  schreiben,  und  hat  daher : 

d-'y  =  r"  ix)  .  dx' 


^7o.-  V     C^/ 


^■ 


-?,  I 


IW^'.* 
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als  zweites  Dif  feren  zial  der  F^uuktiou  f{x).  Aus  diesem  folgt  auf 
gleiche  Weise :  (Ld^^y^=:=idf"{x).d£^,  d.  i.  weil  df" {x):=:.l"' {x)dx  \si, 
und  wenn  man  d'^y  statt  r7 .  d^y  schreibt : 

d^y  =  r{^)(l^'^ 
als  drittes  Dif  feren  zial  u.  s.  w.  Wie  nian  sieht,  sind  in  den  Aus- 
drücken der  aufeinanderfolgenden  Diiferenzialien  der  Funktion  yz=zf[x) 
die  endlichen  Faktoren  /'(^),  /"(^),  /  '(^\  u.  s.  w.  mit  immer  höhe- 
ren Potenzen  der  unendlich  kleinen  Grösse  dx  multiplicirt ,  und  sind 
demnach  unendlich  kleine  Grössen  derselben  Ordnung,  wie  die  Poten- 
zen von  dx^  welche  in  ihren  Ausdrücken  erscheinen.  Betrachtet  man 
daher  dx  als  ein  unendlich  Kleines  der  l***"  Ordnung,  so  sind  die  suc- 
cessiven  Differenzialien  der  Funktion  y  =  f\x) :  dy  =  f^  (x)  dx,  d^^y  = 
f'"[x)dx\  d^y  =  f"  [x)dx^,  .  .  d"y  =  f^"^{x)dx'*  beziehungsweise  un- 
endlich kleine  Grössen  der  1^®",  2^®",  3**^",  .  .  .  w^®"  Ordnung;  so  dass 
also  jedes  dieser  Differenziale  unendlich  klein  ist  im  Verhältniss  zu 
dem  unmittelbar  vorhergehenden. 

Die  obigen  Gleichungen  lassen  sich  noch  in  folgender  Form  schreiben : 

2=''w.  3=''W'  S=''>) 2=/-'w. 

wodurch    die   häutig    angeweridcte    Bezeichnung    der    höheren    Differen- 

d'^y      d^y 
zialquotienten  durch  die  Symbole  _  .j,  ,    -  ^  ,  u.  s.  w.  gerechtfertiget  wird. 

dx        (tx 

327.  Nach  dem  Gesagten  hat  die  successive  Entwickelung  der 
höheren  Diiferenzialien  einer  Funktion  keine  Schwierigkeit.  Betrachten 
wir  zunächst  die  einfachen  Funktionen. 

1)  Für  y  z=z  x^  findet  man: 

dy    =  mx^~^  dx, 

d^y  ==  m  (w  —  1 )  a;'«--  dx^, 

d^y  =  m{m  —  1)  (m  —  2)  oj'"   •'  dx^, 


d"y  =  m{m  —  1)  (m    -  2)  ....  [m  —  (w  —  1  j]  x"'-"  dx\ 

Man  sieht  leicht,  dass  die  Reihe  dieser  Dififerenzialien  ohne  Ende 

fortläuft,  wenn  m  eine  gebrochene  oder  negative  Zahl ;  ist  aber  m  eine 

ganze  positive  Zahl,    so  wird  das  m*®  Diiferenzial  und    der    m^^   Diffe- 

renzialquotient  beziehungsweise: 

d'"y  =  w  (w  —  1)  (w  —  2)  ....  3.2.1.  dx"" , 

d'"v 

-—  =  m(m  —  1)  (w  —  2)  .  .  .  .  3  .  2  .  1  , 

also  constani,  und  alle  folgenden  sind  der  Nulle  gleich. 


I  . 
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Aus  obiger  Gleichung  für  (V'ij,  folgt: 

für  wi  =i=  —  1  :  ^'         =  (—  1)**.  — -; dixf', 

für  w  =  4  :  r^  \Vx]  =  ^ — ^—^^^ ^  -    — --  —  daf\ 


2)  Für  y  =  a^'  und  y  =  r'  erhält  man: 

rZ  .  a'^  =  a^  la  dx  d  .  e^  =  e"^  dx 

d^ .  a^  =  a^'[laYdx'*  d'^ .  f»^'  =  c'"  ^*' 

fi^  .  a^  =  a*  [lay^dx^  di^ .  ^'^'  =  e^  dx^ 


^  dx". 


iV  .  a'  =  a^  {laydx" ,  d"  .  ^^'  =  r'  dx''. 

Die  DifferenzialquotieAten   der   verschiedenen  Ordnungen   der   Funktion 
€^  sind  daher  unter  sich  gleich. 

3)  Für  y  =zlx  findet  man : 

d^=     dx;     d^y-^zzi ^dx^^\     (i^^=~da:^;   .... 


X      .  '  x^        ^  x^ 


^ 


\x         )  ar" 


4)  Für  die  Funktionen  ^  =  sin^r  und  y  =  cosa*  ergibt  sich: 

d  sino?  :=:  iM^xdx  d  cosx  =  —  sin  xdx 

d^sinx  =z  —  sin  x  dx'^  d"^  cos  x  =  —  cos  x  dx^ 

rf^sina:  =  —  co^xdx^  f?^  cos a;  =  sin  a;  ^a?^ 

d^  sin  a;  =  sin  a?  dx^  d^  cos  a?  =  cos  ip  dx^. 

Die  abgeleiteten  Funktionen  von  sina;  und  cosaj  haben  daher  vier  ver- 
schiedene Werthe,  welche  periodisch  wiederkehren.  Allgemein  ist: 

d^  sinar  =  sin  i  a;  +  ^  v)  ^^'S     ^"  cos  a:  =  cos  i  a;  +  «  —  I  dx^  ; 

man  überzeugt  sich  hievon  leicht,    wenn  man  erwägt,    dass  n  nur  eine 
der  vier  Formen,    4t»  +  1,  4w  -f  -^»  ^w  +  3,  4w  +  "^  haben  kann, 

für  welche  sich  sin  I  a;  +  ^'  "^ )   <l^r    Reihe  nach  auf   cos  x^    —  sin  a-, 

—  cosa?,  sina:  reducirt.    Ein  Gleiches  gilt  vom  Cosinus. 

5)  Für  y  =  arc  sinx  findet  man: 


:  "Vi,. 


fK: 


u.  s.  w.,  und  für  y  =  arc  cos  x : 


.-I       <iV 


dx' 


'''^      '^3=-(I+2^')(l-^*) 


jj . 


U.    8.    W. 


Pti-Aj 


iß-' 
Ftf '"'  • 

Kr  ■ 


rti:/-' 


m- 


5ä^ 


Bir 


II.  Höhere  Differenzialien  der  Funktionen  von  Punktio- 
ne-n  und  der  zusammengesetzten  Funktionen. 

328.    Es  sei  y  ^  f{u)  und  u  =  q^{x),    so  hat  raan  bekanntlich 

[§.  317.1: 

dy       dy  du 

dx       du  dx ' 

differenzirt   man    diese  Gleichung   mit  Rücksicht   darauf,    dass  der  2^^ 
Theil  ein  Produkt  aus  zwei  veränderlichen  Grössen  ist,  so  erhält  man : 


dhj 
(ix^ 


dy^  du 

du  du       dy    dx 
dx  dx        du  dx 


d 


du 
dx 


Nun  ist  offenbar      ""^  <^ßr  12*^  Differenzialquotient  der  Funktion  w.  also 

dx 

4i 

^— ^:  das  Symbol    —     drückt   den    ersten  Differenzialquotienten  der 

dx^  dx 

dy  dy 

Funktion     -  nach  x  genommen   aus ;    erwägt  man  nun ,    dass     _—   zu- 
di4.  du 

nächst  eine  Funktion  von  u  ist,    so  hat  man,    gemäss    der  Regel   des 

^        Oir,  ^"  ^^V   du 

§.  317,     ■    =  ,  „  -   i  hiemit  wird  nun: 
dx        du^  dx 

dhf  ^  dhj  du^       djf  d^u    ^^^    ^^^^  _  d^^y  ^^^^^       d^f  ^^^^ 

dx^       du^  dx'^       du  dx'  '        du'^  du 

Hieraus  ergibt  sich  durch  eine  3***  Differenziation : 

d'^y       d'^y  du'^        n^^^y  ^^^'  d^^^'       dy  d'-^ii 
dx'^       du'^  dx^  dii^  dx  dx"^        dudx^' 

u.  s.  w.    Wäre  z.  B.  die  Funktion  ^  ==  /  tgx  gegeben,   so  kaun  man 
y  =  hi^  u  ^=  tgx  setzen  und  hat  nun : 

dy       1       dii  1  .     dy  2 

-=     ,      -  = :,  ,    somit     -'-  ==    .-        ; 

du       u      dx       cos  x^  dx       sm  2x 


d^y 
~dü^ 


1       rfu2 
u^  '    dx^ 


cos  X 


1        d:^u 

"  "*  '    dx^ 


2  sino: 
cos  x^  ' 


..j 


ai 


womit  man  nach  leicliter  Reduktion : 

d^y  4  cos  2x 


findet;  q.  s.  w. 


dx^  sin  2x^ 

In  speciellen  Fällen  hat  man  übrigens  nicht  nöthig,  auf  die  obigen  all- 
gemeinen Aasdrücke  zurückzugehen;    es  ist  in    der  Regel   immer   ein- 
facher, mit  der  gegebenen  Funktion  unmittelbar  zu  operiren.    So  hatte 
-..  ,  ^        dy  2  d^y  4  cos  2jc 

f^a;        sin  2a;      aic^  sm  2x^ 

329.  Es  sei  y  =  f[u,  r),  und  w  =  (/- (a:),  r  =  i!>{x)  zwei  Funk- 
tionen von  x^  aus  welchen  ^  auf  beliebige  Weise  zusammengesetzt  sein 
mag.  Nach  §.  318  hat  man: 

dy dy  du       dy  dv 

dx       du  dx       dv  dx ' 

um  diese  Gleichung  zu  diiferenziren ,    erwägen  wir,    dass   die  Grössen 

du  dy 

—  und  ~  im  Allgemeinen  Funktionen  von  n  und  r  sein  werden,  und 
du  dv 

somit  nach  der  Regel   für  die  zusammengesetzten  Funktionen   zu   diflfe- 

du  d  ij 

renziren  sind;  bezeichnen  wir  daher  mit  :    \     und  -    *      die  Differen- 

du  dv  dr  du 

zialquotienten,  welche   man  erhält,    wenn  man     '    nach  v  und   --    nach 

du  dr 

»  cHfferenzirt,  so  kommt: 

d^y /d'-y  du        d^y  dv\  du       dy  d^u 

dx^        \r/?i*  dx       dtidr  dx/  dx       du  dx^ 

_L  i  ^^'^  ^^^  _L  ^^'^^  ^^'  \  ''^'  _i_  ^^^  ^^"' 
\dvdu  dx       dv^  dx)  dx       dr  dx- ' 

d^^y  d^y 

es  ist  aber,    wie  wir  später  f§.  3301  sehen  werden,   -      ,     =  -    \    ; 

dv  dn        du  dr 

somit : 

d^y d'^y  du^       dy  d^u  d^y  du  dv       dy  d\       d^y  dv^ 

dx^       du^  dx^^        du  dx^  dudv  dx  dx       dv  dx^       dr'^  dx'^ ' 

In  dieser  Weise  fortfahrend,  könnte  man  ohne  Schwierigkeit  zu  den 
höheren  Bifferenzialquotienten  gelangen,  was  jedoch  von  wenig  Nutzen 
wäre;  das  Gesagte  reicht  hin,  um  das  Verfahren  deutlich  zu  machen, 
wenn  mit  allgemeinen  Funktionszeichen  zu  rechnen  ist.  In  besonde- 
ren Fällen  führt  die  unmittelbare  successive  Differenziation  rascher 
zum  Ziele. 

Betrachten  wir,  um  ein  allgemeineres  Beispiel  über  diesen  Fall  zu 
geben,  die  Funktion  y  =  t*r,  unter  u  und  r  beliebige  Funktionen  ver- 
standen ;  wiederholt  differenzirend  erhalten  wir : 


d   ,  UV  =z  u  är    -|-  ^'  ^* , 

(V^  .uv  =  u  d^v  +  2  dvdu  +  ^*  ^^w , 

d^  .  w«;  =  lid^v  +  8^wr?^ü  -|-  ^d^udv  -f-  ??^^t*, 

rZ'^ .  UV  =  w  c?*v  +  4  rfw«i*t;  -|-  G  d^udh^  +  4  fi^?/r7r  +  v  d*u  , 

u.  s.  w.  In  den  Coefficienten  erkennt  man  das  Gesetz  der  BiuomiaK 
coefticienten,  so  dass  also  allgemein  sein  wird: 

f7«  .  UV  =  «4«r  +  1"**^  dud''-h^  +  (^\  d^ud''"^  r  + +  vd"u ; 

die  Richtigkeit  dieses  Ausdruckes  lässt  sich  leicht  durch  den  Schluss 
von  n  auf  n -{- 1  nachweisen;  man  bedient  sich  desselben  mit  Yortheil, 
um  die  höheren  Differenzialien  eines  Produktes  zu  bilden. 

Es  sei  z.  B.  ein  Ausdruck  fQr  den  n^^"  Diiferenzialquotienten  der 
Funktion  f{x)  =  tga?  zu  entwickeln.  Schreibt  man  diese  Gleichung 
in  der  Form:  sina:=::cosa:/'(.'rj,  so  erhält  man  durch  Ttmalige  Diiferen- 
ziation  derselben,  indem  man  auf  den  2^*""  Theil  die  obige  Formel  fOr 
d"  ,uv  anwendet,  und  beachtet,  dass  J"  sin  a;  =  sin  (a;  -j"  inujdx^  ist: 

'  sin(a;  +  w^)  =cosa?  /'«»Ka^)— (l)  sinx  f^''-'\x)-{^^\  cosxp'*-%x)  + 


+  (l^\  mnxf'^''-^x)  +  (^^\  cosxf<»-^ix) 


woraus : 


^"*^(-^)=^"  w -^-  +  [(i)  ^*"-'<^)"  ft)  f'-'\^)  +  •  •  •]  t«.  + 


+ 


[(;)  /•(-^>(.^)  -  (^)  /•<"-^'(^)  + . . .] 


folgt.  Diese  Gleichung  gibt  den  n^^  Differenzialquotienten,  ausgedrückt 
durch  alle  vorhergehenden,  und  kann  demnach  zur  successiven  Entwicke- 
lung  derselben  benutzt  werden. 

Um  eine  Rekursionsformel  für  den  w^*""  Differenzialquotienten  von 
f{^x)  =  SLTC.  sinx  VAX  erhalten,  differenzire  man  diese  Gleichung  zweimal, 
Avodurch  man: 

erhält ;  durch  Elimination  von  \  l  -  x^  gewinnt  man  aus  diesen  beiden 
Gleichungen  folgende  Relation: 

(1    ~.X^)r[x)=:xf\x)', 

differenzirt  man  nun  diese  Gleichung  («  —2)  mal,  indem  man  auf  jedes 
der  Produkte  die  Formel  für  rf" ,  uv  anwendet,  so  ergibt  sich  : 


m^  I  ■ 


33 

nnd  hieraus: 

_  (2>»  -  3)  xfC-^^  {x)  +  {n  -  2y  /•("-»)  jx)  _ 

JL    -        3/ 

Auf   ähnliche   Weise  kann   man    sich   Rekursionsformeln    für    die 
fibrigen  goniometrischen  und  cykloroetrlschen  Funktionen  Terschaffen. 


m.  HöhereDifferenzialien  derFunktionen  von  mehreren 

veränderlichen  Grössen. 

890.  Es  sei  u=f{x,  y,  ^,  •••)  ^^^^  Funktion  von  mehreren  un- 
ahfaängigen  Veränderlichen;  das  Differenziale  derselben: 

äu  =  p^dx  +  p^di,  +  f^d.  +  ... 

ist  im  Allgemeinen  wieder  eine  Funktion  von  x,  y,  e,  .  ,  .,  und  kann 
demnach  wiederholt  differenzirt  werden,  entweder  nach  allen  Verän- 
derlichen oder  nur  nach  einer  oder  mehreren  derselben.  Im  ersten 
Falle  erhalten  wir  die  successiven  totalen  Differenziale  der  Funktion 
u,  welche  wir  mit  du,  d^u,  dhi,  .  .  .  bezeichnen;  im  zweiten  Falle 
entstehen  die  successiven  partiellen  Differenzialien  und  Differenzialquo- 
tienten,  über  deren  Bezeichnung  folgendes  zu  bemerken  ist. 

d^u      d"u 
Die  Symbole   - — ,    ^-^ ,  u.  s.  w.  stellen  die  n*®"  partiellen  DiflFe- 

renzialquotienten  der  Funktion  u  vor,  genommen  bloss  nach  einer  Ver- 
änderlichen X,  y,  u.  s.  w.,  welche  man  erhält,  wenn  man  die  Funktion 
«mal  hintel"  einander  nach  a;,  oder  y  u.  s.  w.  differenzirt. 

Jeder  solche  Bifferenzialquotient   ist   aber  im  Allgemeinen   wieder 
eine  Fanktion  von  x,   y ^   e,  .  ,  ,  und  kann  daher   wieder   nach  jeder 

d'*u 
dieser  Veränderlichen  differenzirt  werden.  Wollte  man  z.  B,  -z—  mmal 

dx'* 

nach   y   differenziren ,    so  hätte  man  den  resultirenden  Differenzialquo- 

tienten  zu  bezeichnen  mit: 

,    d^u 

d"'  --  - 
dx'' 


m 


dy 

wofür  man  kürzer  - — -  —  schreibt,  wobei  zugleich  die  Reihenfolge  der 

dy'^'dx''  ""  * 

Differenzialfaktoren   im  Nenner,    von   rechts   nach   links,    die  Ordnung 
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[  anzeigt,    in  welcher  in  Bezug  auf  die  einzelnen  Tariablei)  diiferonzirt 

i  wurde.  Hieraus  geht  die  Bedeutung  von  Symbolen,  wie  folgende: 

d^^u         d^u  d^u  d^u 


dydx'    dx^dy'    dxdy^^    dxdydz'^ 


u.  s.  w. 


dH 
klar  hervor;  -:; — ;-   wird    erhalten,    wenn   man   die   Funktion    u   zuerst 

dydx 

nach  x^  und  den  hiedurch  gewonnenen  Differenzialquotienten  —  sodann 

d^u 
nach  y  differenzirt;    _  , ,    ist  das  Ergebniss  einer  dreifachen  Differenz 

ax^ay 

ziation,   die  1^^  nach  y^   die  beiden  folgenden  wiederholt  nach  x  aus- 
geführt; u.  s.  w. 

r 

Der  Ausdruck  oder  Werth  eines  solchen  nach  meh- 
reren Veränderlichen  genommenen  partiellen  Differen- 
zialquotienten ist  völlig  unabhängig  von  der  Ordnung, 
in  welcher  man  die  angezeigten  Differenziationen  nach 
den  einzelnen  Veränderlichen  ausführt. 

Wir  wollen  diesen   Satz   zunächst  für   den  Differenzialquotienten 

zweiter  Ordnung: 

d^w  d^u 

dydx       dxdy 

du 

nachweisen.    Bekanntlich   ist,   wenn   wir  u  =  f(x,  y)   sein  lassen,    -;-' 

dx 

die  Grenze,  welcher  sich  das  Verhältniss 

Ju  _  f{x  +  Jx,  y)  —  f{x_,  y)_ 
Jx  ^x 

bei  unendlich  abnehmendem  Jx  nähert;    hieraus  folgt«  dass,  naob  dem 

Begriffe  des  Differenzialquotienten,   ~    r    die  Grenze  des  Verhältnis^sA 

dydx 

f{x  +  z/a?,  y  +  ^y)  —  f[^y  +  ^y)  _  /'(^  +  ^^^y)—,  fS^'i_y) 

—  —  -       —  ...(Wj 


ist,    wenn  Jx  und  /ly  sich  gleichzeitig  der  Nulle  nähern..   Gehen  wir 

du 
umgekehrt  von  dem  Differenzialquotienten         als  der  Grenze  des  Ver- 
hältnisses : 

Ju  _f{x,  y  +  Jy)  ---f[^,y) 
Jy  Jy 

d^u 
aus,  so  haben  wir    _    —  als  die  Grenze  des  Ausdruckes: 

dxdy 


T^ 
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Jy 


rv-T 1-— .- 


Jy 


Jx 


. . .  in) 


TM  betrachten.  Wie  man  sieht,  sind  die  beiden  Ausdrücke  im)  und  (n) 
i,dentisch  gleich,  folglich  sind  es  auch  ihre  Grenzwerthe;  es  ist  folglich: 


Sydx' 

Dieser  Satz  erstreckt  sich  nun  auch  auf  die  Diflferenzialquotienten 
höherer,  Ofdtmng,  da  jede  .beliebige  Aeuderung  in  der  Aufeinanderfolge 
der   nach    den    verschiedenen    Variablen    auszuführenden   Differenziatio- 
nen  immer    durch   mehrmalige  Anwendung   des    obigen   für   zwei  Ver- 
änderliche nachgewiesenen  Satzes  bewerkstelliget  werden  kann. 


!i    . 


X 


£s  sei  z.  B.    t«  =  arc  tg     ,  so  hat  man : 

y 

du  tf  du 


dx 


U 

y^  +  x""  ' 


d^u 


x^  —  y 


dy 
d^u 


und  - — --  = 


X 

x^  —  y^ 


d^u 


dydx       {x^  +  y^y^  dxdy       {x'-^  +  y^y       dydx' 

331.  Nach  dem  im  vorigen  §.  Gesagten  hat  nun  die  wiederholte 
Differenziation  von  Funktionen  mehrerer  Veränderlichen  keine  Schwie- 
rigkeit  £s  sei: 

^'-  u  =  f{x,  y), 

so  hat  man 

du  du 

dur=z  ~  dx  +  -r  dy\ 
dx  dy 

du  du 

^ffereheirt  man  neuerdings,  und  beachtet,  dass   —   und         im   Allge- 

Bij»ltmfi  F^rnktionen  von  x  und  y  sind,   so  erhält  man,   da  dx  und  dy 
als  constant  zu  betrachten  sind: 


dH  = 


d,.L 


du 
dx 


.du 


dx 
dx  ^^  +  -#^^ 


dx  + 


du  ,du 

^y  ;i      1       ^y  A 


dyy 


d^u  =  --,  dx^  +  -^^^  dy  dx  +  -^^--  dx  dy  +    -,  dy\ 

und  endlich ,   weil  -   —-='-: 

dy  dx       dx  dy 

d^u  -,     .     .    d^u 


d^u 


d^u  =  -    ./  dx*  +  2  --'     dydx-{' 
dx^  dvdx 


dydx 


*•"»'• 


^i^?^; 


V.* 


^•'••,. 


I;  II  ■  •' 


K:^ 


36 

Hieraus  findet  man: 

u.  s.  w.  Es  treten  hier  abermals  die  Binomialcoefficienten  s^if,  und  man 
hat  allgemein: 

d"«*  =  - —  daf^  + 


^a;"-^  f/y  + 


dx''-^  dt/^  +  ... 


wofür  man  symbolisch  schreiben  kann: 


dt4>  ,      .    <it*  ,  \" 

^^  +   37.  ^^  )     > 


c?ä:  dif 

wenn   man   nur   nach   vollbrachter  Entwickelung   allenthalben  d'u  statt 
du^'  schreibt. 

Eben  so  einfach  Hessen  sich  die  Formeln  für  Funktionen  von  mehr 
als  zwei  Veränderlichen  entwickeln ,  was  hier  kein  weiteres  Interesse 
gewährt.  Das  Bildungsgesetz  des  n^^  totalen  Differenzials  einer  Funk- 
tion von  einer  beliebigen  Anzahl  von  Veränderlichen  wird  ganz  allge- 
mein durch  die  symbolische  Gleichung: 

/du  ,      ,    du  ^     .    ^w  ,     .  \" 

dargestellt. 


dl/ 


»> 


X 


IV.  Höhere  Diff erenzialien  der  unentwickelten 

Funktionen. 

882,  Es  sei  durch  die  Gleichung:  f{xy  y)  =  0^  y  als  uneat- 
wickelte  Funktion  der  unabhängig  Veränderlichen  x  gegeben  ^  so.  er- 
halten wir  durch  Dififerenziation  derselben  bekanntlich  die  erste  Diffe- 
renzialgleichung: 


dx        dy  dx 


(1) 


(2) 


woraus  man,  wenn  nöthig,  den  1^®"  Differenzialquotienten : 

dy^        df   df 
dx  dx  dy  '     '  ' 

ziehen   kann.     Differenziren    wir  nun  die  Gl.  (1),    und  erwägen  dabei, 
dass  —   und   —  im  Allgemeinen  Funktionen  von  x  und  y  sein  werden, 

(XX  -    (t^f 

dy 

-     jedoch  bloss  von  r  abhangig  ist,  so  kommt : 
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iPf         d'^f  dy       Vd^f         d'f  dyl  dy   ,dfd:^^^ 
äx^       dydx  dx       Vdxdy  "^  dy^  dx\  dx       dy  dx*  ' 


d^f  d^f 

d.  i.  weil  - — —  =  - — --  ist : 
dyd^       dxdy 


dx 


f  +2  '^'f  ^^y.^^'t  (äyV     dfd^y_ 

!*  ^     dxdydx'^  dy'XdxJ  ^  dydx^~     ^^ 


als  2^*  Differeiizialgleichung  der  primitiven  Gl.  /'(j;,  y)  =  ü,  aus  welcher 

sich  sofort  der  Werth    des  2^''"  Differenzialquotienten      ^  ergibt. 

ux 

Auf  gleiche  Weise  könnte  man  aus  (3)  die  Difierenzialgleichimg 
3*«'  Ordnung  entwickeln,  wobei  alle  in  (3)  vorkommenden  Differenzial- 
quotienten  als  Funktionen  von  x  und  y  zu  behandeln  sind,  mit  Aus- 
nahme Ton  ~  und  ,  „,  und  bekanntlicli: 
dx  ''""'' 


d^f 


d'Y 


dx 

d^ 
dydx^       dx'^dy       dxdydx 

d'^f    _    d'^f    _      (i'^f 
dx  dy  '^       dy^  dx       dy  dx  dy 

zu  setzen  ist ;  man  findet : 


und 


+ 


dx'^dydx        '  dxdy'^  \dx/        dy^  \dx/ 

3  ^^V'  d^y   ,    3  <V'f  (ly  d'y      dfdy 
'  dxdydx^        '  dy'^dxdx'^       di/dx^ 


=  Ü,...(4) 


d  y  ' 

woraus  sich  .^  ergibt ;  u.  s.  w.  Es  bedarf  übrigens  kaum  der  Erinne- 
rung, dass  man  in  jedem  besonderen  Falle  diese  Differenzialgleichun- 
gen  einfacher  erhält;  indem  man  die  gegebene  Gleichung  Glied  für 
GlÜBd  differenzirt,  auf  dieselbe  Art  mit  der  ersten  Differenzialgleichung 
verfahrt,  u.  s.  f.,  ohne  die  allgemeinen  Ausdrücke  (3)  und  (4)  zu  Hilfe 
zu  nehmen. 

Beisp.    Sei  f{x,  y)  ==  x^  —  2a^xy  -f  3/*  =  0,  so  erhält  mau  als 
1^  Differenzialgleichung : 

(2^3  —  a^x)  ^^  +  2a?3  —  a^y  =  0, 
^  '  dx 

hieraus  als  Differenzialgleichung  2*®''  Ordnung: 
ans  welcher  die  Differenzialgleichung  3*^  Ordnung: 


+  6ä*  =  0, 
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(.,.  -  ...)  g .+  i8,.  g  I  -  3.'  g  +  X.,  ©Vi..  =  0 

gewonnen  wird;  u.  s.  w. 

833.    Man  wird  dieses   Verfahren  ebne  Schwierigkeit  auch,  atff 

implicite  Funktionen   mit  mehreren   Veränderlichen   anwenden   können. 

Beispielsweise  wollen  wir  das  2*'  Differendal:   A^z  eatwickeln, .  wean^fr 

als  implicite  Funktion  der  beiden  unabhängig  Veränderlichen   x  und  y 

durch  die  Gleichung 

{{x,  y,  z)  =  0  (1) 

gegeben  ist    Bekanntlich  hat  man,   wenn  js  als  Funktion  von  x  und  y 
angesehen  wird : 

e?^  =  ~-  dx  -{-  ---  dy,  (2) 

dx  dy  .       ' 

DifEerenzirt  man  nun  die  Gl.  (1)  partiell  nach  x  und  y,  so  erhält  man: 
df   ,   df d»       ^  f t\      ^f    t   ^fäz       ^  ,'. 

welche   Gleichungen   die   partiellen   Differenzialquotienten    l'*'^   Ordnung 

dz  dz 

—  und  —  darbieten,  wie  schon  §.  320  gefunden  wurde.  Um  jene  der 
dx  dy 

2t«n  Ordnung  zu  erhalten,    welche  in  (^)  ei'scheinen,    werden   wir'  die 

Glgn.  (4)  und  (5)  partiell  sowohl  nach  x  als  auch  nach  y  differenziren, 

wodurch  wir  folgende  vier  Gleichungen  gewinnen: 

d^f  ^'^^ 


^'^=^%^.äx'  +  2  i::^äxdy  +  ~,äy\^  {^) 


dx 


2 


cZy   dz       dY(dA\   äfd'^z  _ 
"^     dz  dx  dx  "^  dz'^  \dx)  "^  dz  dx^  ~    ' 


d V  d!V  eZ^         ^Z Y   fZ-^       eZ Y  dz  dz       df  dh 


(?^  «io;   c^-r  dx  dy       dy  dz  dx       dz^  dx  dy       dz  dy  dx 
d^f     .  d'^f  dz   .  r^Y  dz   .  d'^f  dz  dz   .  r?/'  c?-*^ 


e^  dy       dz  dy  dx       dx  dz  dy       dz^  dx  dy       dz  dx  dy 

dy^  dedy  dy       d^'^^  \dy)       dz  dy'^ 

Die  1**  und  4**  dieser  Gleichungen  liefern  nun  die  partiellen  Diferen- 

d^B  d'^z  d'^0 

zialquotienten    ^-^  und    .~-^;    aus  der  2^^''  oder  3^®"  erhält  man  ^—r-* 

(aX  (xy  Q)X  €Ly 

Wie  man  sieht,  sind  die  2*®  und  3**  Gl.  von  einander  nicht  verschie- 
den, was  im  Voraus  zu  erwarten  war,  wenn  man  die  Entstehung  dieser 
Gleichungen  ins  Auge  fasst« 


,    831.,UHrcli'.Sinmalige  Differenziation  (1er  Gleichung 

■'      "     '     rt»,  >)  =  o  (1) 

erh&lt  man  bekanutlich  die  Differenzialgleichnng  1"'  Ordnong: 

■f-  +  r^-T-  =0,   w«lche,   wenn   wir  nns   der  LaKrange'schen  Bezeich- 

ds,,,'  d^äx      .  .      ,  -OB 

Bnng  der  DiBareasialqaotientM   bedienen   und  bedenken,   dass  ^   und 

df 

-,-   Fanktionen  von  x  und  v  sind,  in  der  Form : 

an 

Fix.  ff,  y'}  =  0  (2) 

^sciirieben  werden  haun.  Enthält  nun  die  Gl.  (I)  eiu  constantes Oüed 
so  wird  dieses  aus  (2)  verschwunden  sein,  und  wenn  man  (1 )  als  GleichQOg 
einer  Cnrve  betrachtet,  so  geliört  die  Gl.  (2)  zu  allen  Curven,  welche 
aas  (!)  durch  Variation  dicseü  constanten  Gliedes  hervorgehen,  und 
(Mckt  eine  atlea  diesen  Corven  gemeinschaftliche  Eigenschaft  ans.  Es 
sei  z.  ß. 

■<:.:.'     ■  /■(«,  ff)  =  a:»  +  y*-o''  =  0, 

welche  Gleichung  bekanntltch  einem  aus  dem  Ursprünge  mit  dem  Halb- 
messer a  beschriebenen  Kreise  angehört,  so  erhalten  wir  durch  Diffe- 
{capoiation  •  derselben : 

(ly  _  _  u; 

dx  y 

alf  l*T  DifferieQ^ialgleichung,  welche  abermals  einen  aus  dem  Ursprünge, 
abfii^  mit  wplkürlJchem  Halbmesser  beschriebenen  Kreis  bedeutet,  indem 
sie  eine,  allen  solchen  Kreisen  gemeinsame  Eigenschaft  ausspricht.  In 
der  That,  denken  wir  uns  zu  einem  beliebigen  Punkte  x,  y  der  durch 
die  obige  Differenzialgteichung  ausgedrückten  Corve  die  Tangente  und 
den  Radiusvektor  gezogen,  und  die  Winkel,  welche  diese  Geraden  mit 
der  Abseinenaxe  elnschliessen  mit  x  und  u  hezeichnet ,    so  ist  ig  t  ^ 

/  =  —  ^  [§.  310.1,  und  tga  =  ^  ,  somit  fgT  .  tga  =  —  1,  d.  h. 
ax  .  y  X 

die  Tangente  steht  an  jedem  Funkte  der  Cnrve  senkrecht  auf  dem  Ra- 

diosvector  des  Berahrungspunktes  ;  eine  Eigenschaft,  welche  bekanntlich 

nur  einem  der  in  Rede  stehenden  Kreise  zukommt. 

!:"  In   den   meisten  Fällen   kommen  jedoch  dergleichen  constaute  Pa- 

rasteter  in  der  Gl.  (1)  auf  irgend  eine  Weise  mit   den  Veränderlichen 

2  md  y  verknüpft  vor,  und  werden  dann,  wie  leicht  einzusehen,  auch 

iiL  den  DiScrenzialgleicbungen  derselben  erscheinen.  £s  sei  z.  B. 

,  fix.  j)  =  (y  -  ßf  +  (^  _  „)^  _  r"  =  0 

die  vorgelegte  Gleichung,    bekanntlich  einem  EretGe  vom  Halbmesser 


xäx  +  t/di/  ^  t)     oder 


.*Ai  *• 


'^'-." 


'€/. 


'vi-, 
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r  angehörend,  dessen  Mittelpunktscoordinaten  ^  und  ß  sind,  r^eren- 
zirt  man  diese  Gleichung  dreimal,  so  erb&it  man: 

y''  +  {y-ß)f+i  =  o, 

als  Differenzialgleichangen  des  Kreises  der  1*®*»,  2*«"  und  3^*  Ordnung, 
in  welchen,  wie  man  sieht,  die  Parameter  a  und  ß  wenigstens  tbeil- 
weise  noch  erscheinen.  Durch  Elimination  von  y  —  /^  aas  den  £wei 
letzten  Gleichungen  erhält  man  aber  sogleich: 

Aus  dieser  Gleichung  sind  nun  alle  Constanten  verschwunden,  und  sie 
drückt  einen  Kreis  aus  im  allgemeinsten  Sinne,  ohne  über  Lage  und 
Grösse  desselben  etwas  festzusetzen. 

Man  sieht  hieraus,  dass  die  Differenzialgleichungen,  namentlich  die 
höheren ,  eine  viel  allgemeinere  Bedeutung  haben ,  als  die  endlichen 
Gleichungen,  welchen  sie  ihren  ^Ursprung  verdanken. 

Enthält  die  ursprüngliche  Gleichung  n  Constante,  so  hat  man  die- 
selbe nmal  zu  differenziren ;  die  hiedurch  gewonnenen  Differenzialglei- 
chungen, n  an  der  Zahl,  reichen  in  Verbindung  mit  der  ursprünglichen 
Gleichung  hin,  um  die  n  Constanten  zu  eliminiren,  und  das  Resultat 
wird  eine  Differenzialgleichung  der  n*®"  Ordnung  sein. 


1 


^'\r- 


■K: 


'^% 


835«  Zu  noch  allgemeineren  Resultaten  gelangt  man  auf  dem  im 
vorigen  §.  betretenen  Wege,  wenn  die  vorgelegte  Gleichung  mehr  als  zwei 
Veränderliche  enthält;  mit  Hilfe  der  partiellen  Differenzialien  können 
selbst  willkürliche  Funktionen,  welche  in  der  ursprünglichen  Gleichung 
vorkommen,  eliminirt  werden.  Einige  Beispiele  werden  das  Verfahren 
deutlich  machen. 

1)  Es  sei  die  Gl.  y  —  h^  =  f(x  —  az)  ...  (1)  gegeben,  welche 
bekanntlich  einen  Cylinder  ausdrückt;  differenziren  wir  dieselbe  par- 
tiell in  Bezug  auf  die  beiden  unabhängig  Veränderlichen  x  und  y,  so 
ergibt  sich: 


1      ^^  £' { 


"")-0-«S)' 


.        ,  d^  of  {  .dz 

dy  '       dy 

wo  die  Funktion  f'{x  —  az)  zu  f{x  —  az)  in  der  durch  die  Gleichung: 

7/*  f     \ 

f'[u)=i  ausgedrückten    Relation   steht.    Durch    Eüminiatlon   von 


i 


(3) 
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f{v6  ■—  az)  aus  den  srwei  letzten  Gleichongen  gelangt  man  zur  1^*° 
Differenzialgleichung  der  Gleichung  (1): 

dB  de 

welche  keine  willkürliche  Funktion  mehr  enthält,  und  die  Natur  einer 
e/UodrisdieD  Fläche»  deren  erzeugende  Gerade  zur  Geraden  x  ^s=z  um, 
y  ^ss  bz  parallel  Ist ,  allgemein  darstellt ,  indem  sie  nämlich ,  wie  wir 
später  fiehen  werden/  ausdrückt,  dass  alle  Berührungsehenen  zu  einer 
festen  Geraden  parallel  sind ;  eine  Eigenschaft,  welche  den  cylindrischen 
Flächen  ausschliesslich  zukommt.  Differenzirt  man  die  Gl.  (2)  noch 
einmal  partiell,  so  erhält  man: 

d-'z   ,    ^   d^z         ^  d^z     ,    ,d«^ 

und  gewinnt   aus   diesen   beiden  Gleichungen  durch  Elimination  von  -- 

0 

die  Differenzialgleichung  2^^  Ordnung : 

(  dyy_dh  d^j 
\dydx)       dx^'  dy 

welche  auch  von  den  Conslanten  a  und  h  frei  ist,  und '  eine  noch  allge- 
meinere Eigenschaft  der  cylindrischen  Flächen  ausdrückt. 

2)  Die  Gl.  einer  Kegelääche,    deren  Mittelpunkte  die  Coordinaten 
a,  ß  und  ^  entsprechen,  ist  bekanntlich: 

--^=.fiy.->'),  (4) 

z  —  y  \z  —  y/  ^  ^ 

wenn  man  dieselbe  partiell  in  Bezug  auf  x  und  y  differenzirt,  ergeben 
siob:  die  beiden  Gleichungen : 

aus  welchen  durch  Elimination  von  fy- -\  die  partielle  Differen- 
zialgleichung der  1**°  Ordnung: 

._,=  (._a)|  +  (y-«|  (5) 

fo^.  Diese  Gleichung  drftckt  aus,  dass  jede  Berfihrungsebene  der 
krummen  Fläche  durch  einen  festen  Punkt  a,  ß,  y  gehe,  eine  Eigen- 
schaft, welche  den  Kegelflächen  ausschliessend  zukommt. 
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Durch  nochmalige  partielle  Differenziation  der  Gl.  (5)  erhält  man : 

X  -  -  (i 

aus  welchen  durch  Elimination    von die   partielle  Differenzial- 

y  —  P 

gleichung  2**'  Ordnung  folgt : 

\dydx}~da>^'dy^'  ^^ 

Sie  ist,  wie  man  sieht,  mit  (3)  identisch.  In  der  That  ist  diese  Glei- 
chung,  wie  wir  später  sehen  werden,  die  allgemeine  Gleichung  der 
developpablen  oder  abwickelbaren  Flächen,  d.  h.  solcher  Flftobte, 
welche  sich  ohne  Risse  und  Falten  in  eine  Ebene  ausbreiten  lassen,  zu 
welchen,  wie  leicht  einzusehen,  sowohl  die  cylindrischen  als  conischen 
Flächen,  als  specielle  Fälle  gehören. 

V.  Vertauschung  der  unabhängigen  Veränderlichen. 

336.  Nicht  selten  tritt  im  Laufe  einer  Rechnung  das  Bedarfniss 
ein,  an  die  Stelle  der  bisher  als  unabhängig  veränderlich  betrachteten 
Grösse  eine  andere  treten  zu  lassen,  und  es  entsteht  die  Aufgabe, 
diese  Umgestaltung  an  den  bereits  gewonnenen  Ausdrucken  aaszaffihren. 

Nehmen  wir  an,  eine  Aufgabe  habe  auf  die  Gleichung: 

geführt,  indem  x  als  die  unabhängig  veränderliche  Grösse,  und  y  als 
Funktion  derselben  betrachtet  wurde.  Es  soll  x  aufhören,  die  unab- 
hängig Veränderliche  zu  sein,  und  dafür  die  Grösse  t  als  solche  ein- 
geführt  werden,  deren  Zusammenhang  mit  einer  der  Grössen  a;,  y,  oder 
mit  beiden  natürlich  gegeben  sein  muss. 

Die  Frage  reducirt  sich  offenbar  darauf,  was  in  (1)  an  die  Stelle 
der  Diflferenzialquotienten 

dy     d^y     d^ 

dx'    dx''    d^^ 

* 

gesetzt  werden  soll,  wenn  x  als  Funktion  von  t  betrachtet  wird?  Be- 
achtet man  nun,  dass  der  ursprüngliche  Zusammenhang  zwischen  den 
Grössen  x  und  y  nicht  aufgegeben  wird,  so  haben  wir  jetzt  y  als  Funk* 
tion  von  x,    und  x  als  Funktion  von   t  zu  betrachten,    und   erhalten 

r 

demnach,  kraft  der  in  §.  317  aufgestellten  Regel: 


% «iy  ilx 


1 


(2) 


folgt.   Dieser  Ausdruck  ist  in  (1)  ao  die  Stelle  von    ■     zu  setzen. 

,     Differenziren  wir  die  GL  (2)  neuerdings  nach  t,   wobei  wir  dt  als 
constant    betrachten    und    erwägen,    dass    die    liaker    Hand    stehende 

:jl',     -,.-.(iW 

Grosse:    —  als  Funktion  von  x  wieder  nach  der  Regel  des  8.  S17  zn 

■r.h  ■■,■.  -die  .  ■  . 

ären  ist,  so  erhalten  wir: 

dx  d^^  dy  d-js 
d^dx_'äi  ~dl'  ~~  dt  'di^ 
dx'  dt  idxV* 

\di} 


d*!f 


fix  ify 
Jt  dt- 


di/d^x 
~  ~dl  di* 


(t)" 


(3) 


d^y 


folgt,  weither  Ansdniclc  statt  ^-:,  in  { I )  zu  sabslituiren  kommt.  Hieraus 

dx'       ~   ' 

ergibt  sich  durch  neuerliche  DifTerenziation  nach  t  ohne  Schwierigkeit: 
*d^y        „  ^^'j^^'^V    I    „  dy  jd^xy      dxdyd^x 

dt  df  dfi  ~^    dt  \dtO     dt  dt  dt»    , , , 


(dxy^ 
\dt/  dP  ' 


dx'^~ 


(f)- 


u.  s.  w.  Die  in  diesen  Ausdrücken  (2),  (3),  (4)  erscheinenden  Diffe- 
reuzialijuotienteu  von  x  und  y  in  Bezug  auf  die  neue  unabhängige  Ver- 
änderliche l  sind  aus  jenen  Gleichungen  abzuleiten  ,  welche  den  Zu- 
sammenhang ausdrücken,  in  welchem  (  zu  den  ursprünglicb  vorhandenen 
Veränderlichen  steht.  Wir  wollen  in  Kürze  einige  der  am  häufigsten 
vorkommenden  speziellen  Fälle  betrachten. 

-.   337.    I.    Es  soll  y  als  die  neue  unabhängig  Veränderliche  und  x 
als  die  von  y  abhängige  Variable  betrachtet    werden.    In   diesem  Falle 

Ausdrücke  folgende  Gestalt  erbalten,  wenn  man  zugleich  allenthalben  y 
statt  t  schreibt: 


wodurch   obige 


1 


■^"y 

{.?»•% 


Sßs. 


J-i. 


m- 


•  ■*?.  • 

^1^  . 


:;♦  1. 


R  . 


1 
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di'a; 


da?      dx'    dx^ 

/dzy' 

äff 

\dy) 

dx' 


\dy) 


- ;  etc.      (5) 


% 


Vi  --RinaJ*-^       Vi  —  .V-' 


Beisp.   Aus  y  =  sin 2*   folgt  -j-  =  cosa;,  wobei  a?  die  unabhängig 

dx 

Yeräbderliche  ist.  Soll  nun  diese  Eigenschaft  auf  y  übertragen  wefden, 

so  luit  man  1  :  --    statt    ,    m  der  letzten  Gleichung  zu  setzen,  wodurch 

dy  dx 

dieselbe  tibergeht  in: 

dx  _     i  l  1 

dy       cos  X 

d.  i.  weil  X  =  arc  sin  y : 

(Larcsin^ 1 

dy        ~  Vi  —  ij^ ' 

wie  bekannt.  Durch  dieses  Verfahren  könnte  man  die  Differenzialien 
aller  umgekehrten  Funktionen  entwickeln,  und  dasselbe  auch  auf  die 
Darstellung  der  höheren  Differenzialien  anwenden. 

II.     Ist   die   neue   unabhängig  Veränderliche   t  mit   x   durch   die 

Grleichung  (p{x,  ^)  =  0  verbanden,  so  wird  man  aus  dieser  die  Werthe 

dx      d  X      d  '^x 
von    -~  ,    -z-j  ,       3   u.  s.  w.  ableiten  und  in  den  allgemeinen  Ausdrücken 

dt  dt  örC 

(2),   (3),   (4),    ...  substituiren ;    werden  sodann  diese  Ausdrücke  für 

dy      d^y 

— ,    — 2,  u.  s.  w.  nebst  dem  Werthe  von  x  in  Funktion  von  i^  in  (1) 

(XX       (XX 

substituirt,  so  erhält  man  die  gesuchte  Gleichung  F  =  0,  in  welcher 
nur  noch  y ,  t  und  die  Differenzialquotienten  von  y  nach  i  erscheinen. 

Wäre  die  Gleichung  i/^  (3/ ,  ^)  =  0  gegeben ,  so  wurde  man  ganz 
in  derselben  Weise  die  Grösse  y  aus  (1)  hinausschaffen  können. 

Wenn  endlich  eine  Gleichung  von  der  Form  ^[x^  y,  ^)  =  0 
zwischen  allen  drei  Veränderlichen  gegeben  wäre,  so  würde  man  aus 
derselben,  x  und  y  als  Funktionen  von  t  betrachtend,  die  Werthe  von 

dx     d^x  dy    d^y 

^»   jT»    TT?!  ti.  s.  w.  ziehen,  ausgedrückt  durch  y,  t,  ^,  y  -77^1  u-  s.w., 
dt      dt^  dt     dt^ 

du      du 

(oder  umgekehrt  die  Werthe  von  y,   3^,    37^,    u.  s.  w.,    ausgedrfickt 


dt'    dt^ 


durch  Xy  t, 


dx      d^x 


, ,      ß  ,  u.  8.  w.)  und  in  die  allgemeinen  Ausdrücke  (2),  (3), 

dy     d^y 
(4)  u.  s.  w.  substituiren,    welche  sodann  statt    ■   ,     _-n,  u.  s.  w.  in  (1) 
^  '  dx     dx^  ^ 


einzusetzen  sind.  Die  Ausfalirnng  bat  in  diesen  Ffillen  gar  keine  theo- 
retischen Sciinierigkeiten. 

III.  Nicht  seilen  tritt  der  Fall  ein,  dass  die  Gleichung,  welche 
den  Zasamnienhang  zwischen  den  nrspriingb'chen  YerfinderlichBn  und  der 
neuen  Dnabhängig  Variablen  ausdrückt,  auch  Differenzialqnotienten  von 
X  and  y  nach  t  entbSlt,  oder  mit  anderen  Worten,  dass  irgend  eine 
PRnktion  der  nrsprüngliehen  Differenzialiui  als  neues  eonstantes  Diff«- 
tenzial  betraclitet  werden  soll.  Das  Verfahren  bleibt  im  Wesentlichen 
dasselbe.    Es  sei  z.  B.  der  Ausdruck: 

gegeben  (in  welchem  dx  das  constante  Differenzial),  nnd  eine  neue  an- 
abbfingig  Veränderliche  s  einzuführen ,  welche  mit  den  früheren  durch 
die  Qldchnng: 

'=©'+(*)'*'*'■  =  "'*  +  '"•        w 

TCrbandisi  ist,  an  dass  nun  ds  das  constante  Differenzial  werde.  Sub- 
slituirt  man  zun&chst  in  (6)  für  —  ,  ~  ^  die  Ausdrücke  (2)  und  (3), 
1  man  s  statt  t  schreibt,  nnd  sogleich  Z&hler  nnd 


■"■'  (£) 


Kenner  mit  \-i  \    multiplicirt : 


[D"+(I)T 


^  dx  d*y       dy  d*x    ' 

ds  ds*       ds  ds''  ■ 
welcher  Ausdruck,    mit  Rücksicht  auf  die   in   (n)   ausgesprochene  Be- 
dingung in: 

1  rfs* 

^  dx  d'tf      dy  d''x  dx  dhj  —  dy  rf  V  ^  ' 

ds  ds*  ds  (Js* 
sich  verwandelt,  und  in  welchem  noch  kein  Differenzial  constant  ist. 
Differenziren  wir  nun  eine  der  Glgn.  (n),  etwa  die  zweite,  unter  der  Vor- 
aussetzung, dass  s  die  unabhängig  Veränderliche,  also  ds  constant  sei, 
Bo  erhalten  wir  0  =  dxd^x  -}-  dyd*y,  und  mit  Hilfe  dieser  Gleichung 
können  wir  ans  (7)  ^twedcr  d'x  oder  d^y  eliniinireu  und  erhalten  mit 
Rflcksicht  auf  (»): 


■tr. 


lt.-  ■ 


{".H 

^r-' 


(f- 


s\ 
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die  äs       djrds' 


(«) 


Die  Ausdrücke  (6)  und  (8)  geben  den  Krümmungshalbmesser  einer 
ebenen  Curve  in  einem  bestimmten  Punkte;  in  (6)  ist  das  Differeuzial 
äx  der  Abscisse,  in  (8)  jenes  ds  des  Bogens  als  constant  vorausgesetzt. 

lY.  Sehr  häufig  kommt  endlich  der  Fall  vor,  dass  man  beide 
ursprüngliche  Veränderliche  x^  y  durch  zwei  neue  r,  i  ersetzen  will, 
von  welchen  t  die  unabhängig  Veränderliche  sein  soll,  in  welchem  Falle 
zwei  Gleichungen  gegeben  sein  werden,  welche  den  Zusammenhang 
zwischen  x,  y  und  r,  t  vermitteln,  und  aus  welchen  die  Werthe  you 
dx      d^x  dy      d^y 

~~    "'    dt'    ~ 


.  .  .  ,  gezogen  werden  können.  Es  seien  z.  B. 


dt'    dt^  '"'    dt'    dt^ 
in  den  Ausdruck  (6),  in  welchem  dx  constant  ist,  die  neuen  Veränder- 
lichen r,    6  einzuführen,    welche  mit  x  und  y  durch  die  Gleichungen: 

X  i==:  r  cos  6 ,     ^  =  r  sin  ö 
verknüpft   sind.     Wählt  man  6  zur  unabhängig  Variablen,    wodurch  r 
als  Funktion  von  6  erklärt  wird,  so  findet  man: 

d^x 

dd'' 


dx       dr 

_  =  ._cos6-rsme, 


d^r  dr 


r  cos  6 , 


dy      dr   ,   ^    ,  ^ 

^  =  ^sine  +  rcose, 


d^y       d^r    .    ^    ,    ^  dr        ^  .  " 

-^  =  3^  sin  ö  +  2  —  cos  8  —  r  sm ö , 


db^       dd^  ™  ^    ,    -  ^Q 
und   erhält   durch  Substitution   dieser  Ausdrücke   in  (2)  und  (3)  nach 
leichter  Seduktion: 


dy 
dx 


dr 

dr 


sin  6  +  ^  cos  6 


cos  6  —  r  sin  6 


d^ 
dx'' 


" + ^  {%)- 


d*r 


( 


dr 


dd ™  ^  \de 

Mit  diesen  Werthen  verwandelt  sich  nun  (6)  in : 


cos  6  —  r  sin  6 


) 


3* 


Q=  + 


s 

■ff 


dr- 


m 


Dieser   Ausdruck   gibt   den  Krümmungshalbmesser    in  Polarcoordinaten. 

338,  Die  bisher  betrachtete  Aufgabe  wird  im  Wesentlichen  auf 
dieselbe  Weise  aufgelöst,  wenn  mehr  als  eine  unabhängig  Veränderliche 
vorhanden  sind.  Es  sei  z.  B.  z  eine  Funktion  von  x  und  y,  und  die 
vorgelegte  Gleichung : 

,,,  djs^      dg      d^g  '  d^z       d^z  •        .        ^^  ,,,,>, 


^r 
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statt  x^  y  sollen  die  aenen  Veränderiichen  ^,  r^  eiogeführt  werden, 
welche  mit  jenen  durch  die  Gleichungen: 

9>(^»  y.  I.  i)  =  ö.   ^(^r  y^  ^>  ^;)  =  ^  (ii) 

verbunden  sind.  Die  Gleichungen  (11)  machen  nun  x  und  y  t\i  Funk- 
tionen von  5,  1^,  wodurch  auch  z  von  diesen  neuen  Veränderlicljen  ab- 
hängig wird;  man  hat  daher: 

dz       dz  dx       dz  dy      dz dz  dx       dz  dy  .     . 

d^  '^^  dx  d^       dy  d^'    dt]       dx  di]       dydtj^  ^     ^ 

dz      dz 
ans  diesen  Gleichungen  wird  man  die  Werthe  von   —  ,     —  ziehen  und 

dx     dy 

in  (10)  substituiren ;    die  in  (12)   noch    erscheinenden  Differeozialquo- 

tieBten  -rr  ,    rrr  ,    -— ,    -^  bestimmen   sich   selbstverständlich  aus  (11). 
d^      d§      drj      dtj 

Man  differenzire  nun  abermals  die  Gleichungen  (12)  nach  |  und  Vj 

dz     dz 
mit  der  Kücksicht,  dass  ~-  ,    —    Funktionen   von   x   und   y  sind   und 

dx      dy 

diese  Grössen  wieder  von  §  und  rj  abhängen,  so  erhält  man: 

d^z d^z  (äx'Y  .  ,x  ä*^^   dx  dy       d^z  (dy\^  .   dz  d^x       dz  d^y 

^2" ""5^1^/  '^    d^dyl^'d^"^  dif'\J^}  '^JxdS.^'^dyd^^' 

d^z   d'^z  dx  dx        d^z    /dx  dy       dx  dy\  _.d'^z  dy  dy       dz    d'^x 

1^  ~  ä^«  d|  5^  "^  ~dxdy  \5|  ^  "*"  ^  ^/  "^  dy"  ^Jtj^Jx  'dfdrjl 

.  dz  d^y 
^  dy'didr]' 

dif~dx*  Ui?/  '^     dxdy  dtj  drj  "^  dy'^  XdiJ  "^  dx  dif  "'"  dy  drf' 

d'^z       d^z       d^z 
welche   Gleichungen   die  Werthe  von    --, ,     ,    ,  - ,    -r-^  darbieten ;   sie 

dx^     dxdy      dy^ 

enthalten   noch   die  Differenzialquotienten   2^*^  Ordnung   von    x  und  y 

nach  f  und  i/,  welche  sich  wieder  aus  (11)  ergeben. 

Diesen  Weg  verfolgend  gelangt  man  auch  zu  den  Differenzial- 
quotienten  höherer  Ordnung,  wenn  die  Gl.  (10)  deren  enthalten  sollte. 
Auch  bleibt  das  Verfahren  dasselbe,  wenn  die  Funktion  z  von  mehr 
als  zwei  Veränderlichen  abhängt  und  eben  so  viele  neue  abhängige 
Variable  eingeführt  werden  sollen. 

£ine  häufig  vorkommende  Transformation,  durch  welche  man  von 
den  rechtwinkeligen  Coordinaten  x,  y^  z  auf  Polarcoordinaten  r,  6  und 
Ol  übergeht,  welche  mit  jenen  durch  die  Gleichungen: 

x  =  /•  cos  6 ,     y  r=i  r  sin  6  cos  w ,     -?  =  r  sin  Ö  sin  i^i  (wj) 


:,b 


V 


?.-.?• 


PV' 
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verbunden  sind,  möge  zur  Erläuterung  des  Vorstehenden  noch  ange- 
führt werden.  Wir  betrachten  hiebei  ^,  y  in  dem  rechtwinkeligen  und 
6 ,  C(>  in  dem  Polarcoordinatensystem  als  die  unabhängigen  Yeränder- 
liehen.  Da  e,  als  Funktion  von  x  und  y^  kraft  der  Glgn.  (w)  auch  von 
cü  und  6  abhängt,  so  hat  man: 

dz dz  dx       dz    dy      dz  dz   dx       dz  dy 

dQ~d~x'dd'^  dy'dQ'    doj~^  dx'dio'^  dy'Tco' 

dz       dz 

bestimmt  man   hieraus    —  und  —  und  setzt  zur  Abkürzung: 

dx  dy 

dz  dy       dz  dy dz  dx       dz  dx   dx  dy       dx  dy 

ded(o^Jcodb~     '     do)  db~l6  döj~^'     dQ  d(o~'  dio  db~    ' 

so  erhält  man: 

dz  _P      dz  _Q 

Jx~~ä'    Jy~R' 

Durch  Differenziation  der  Gleichungen  (w)  nach  6  und  lo  findet  man 
aber: 


dx       dr        . 
— ,  =  — ^  cos  ö 

dd     de 


r  sin  Ö , 


dx  dr  f 
—  =  —  cos  Ö 
dto       dii) 


^y     ^^  *  ix         ,         ß  äy     (^^  .  t,             .  Ä  . 

^  =  ^^  smö  cos  w  +  **  cosö  cosw,  — -  =  i— sin  6  cos  w  —  rsmusmüi 

aö       aö  do)       dio 

dz       dr       -  dz        dr 

:5^  =  -;^  sin  6  sin  io  4-  r  cos  6  sin  co.  ^  =  -,-   sin  6  sin  la  +  ♦*  sin  6  cos  w. 

dö       rtö  dio       diu 


Mit  diesen  Werthen  ergibt  sich  nach  leichter  Reduktion: 
P  =  —  r  sin  6  ( -T^  sin  e  +  r  sin  6  j  , 

Q  =.       r  sin  6  cos  to  i  ~  -  cos  6  —  r  sin  6  I 

i?  =  —  r  sin  6  sin  oj  i  -^  cos  6  —  r  sin  6  j 


dr     . 

r  -  -'  sm  10 , 
dio 


dr 
-  -  r  ,  -  cos  id . 


'  dz      dz 

Hiemit  sind  die  Differenzialquotienten  l*'''^  Ordnung    -,      -  durch   die 

dx      dy 

neuen  Veränderlichen  ausgedrückt. 

Eine  nochmalige  Differenziation  der  obigen  Gleichungen  würde  jene 

dz         dz         dz 

der  2*®»*  Ordnung  ~^^,    -j-:^.'    77^i  darbieten;  u.  s.  f. 


dx'^ '    dx  dy '    dy' 


Ist   z.  B.    der  Ausdruck  f7  =  j/i  +  (^^^V  +  (^^^ 


zu    Irans- 


formiren ,   so  hat  man :    ?7  =  —  V  P*^  +  Q*^  -f  ^'^ ;   man  findet  nach 


r' 


^-1.  -%  ^^^ 
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gehöriger  Reduktion ; 

P*  +  e'  +  -R'  = 
somit : 


■='f'+©"]-»'+(£)]. 


I  -r^  COS 0  —  r  sm öl  sm 0  sm cj  + 


2 


-r—  cos  CJ 


\I.  Eeziehüngen,  welche  zwischen  den  Funktionen  einer 

Yerftnderlichen    und  ihren   Differenzialquotieu ten   der 

verschiedenen  Ordnungen  stattfinden. 

339,  Lassen  wir  in  der  Funktion  y  =  f{x)  die  unabhängig  Ver- 
änderliche X  um  Jx  zunehmen ,  wobei  Jx  immer  positiv  vorausge- 
setzt wird,  so  ändert  sich  die  Funktion  um  Jy  =  /\x  +  ^^)  —  f{^)y 
and  es  wird  diese  Aendernng  eine  Zunahme  oder  Abnahme  sein,  je 
nachdem  die  Differenz  ^y  positiv  oder  negativ  ist.  Man  kann  daher 
auch   sagen,    dass   bei   zunehmendem  x  die  Funktion  y  zunimmt  oder 

2/y 
abnimmt,  je  nachdem  der  Quotient  --—  positiv   oder  negativ  ist  und  es 

jlIX 

gilt   dies   offenbar,    wie   klein  man  auch  Jx  annehmen  mag.     Da  nun 

lim  — -  =  f\x),  so  wird  man  Jx  immer  so  klein  wählen  können,  dass 
^x 

das  Zeichen   von  — -  mit  jenem  von  /' [x)  tibereinstimmt ;  hieraus  folgt, 

ZjX 

dass  mit  zunehmendem  x  die  Funktion  f{x)  zunimmtoder 
abnimmt,  je  nachdem  der  1*®  Differenzialquotient  f'{x) 
positiv  oder  negativ  ist. 

Hieraus  ergibt  sich  unmittelbar  noch  der  folgende  Satz:  Wenn 
dieFunktion  f{x)  von  x  =  Xq  bis  x  =  x^  stetig  ist,  so  kann 
dieselbe,  während  x  von  x^  bis  x^  zunimmt,  nicht  vom 
Zunehmen  ins  Abnehmen  oder  umgekehrt  übergehen, 
wenn  nicht  der  ersteDifferenzialquotient/"(a?)  innerhalb 
dieses  Intervalles  sein  Zeichen  ändert.  Im  Falle  die  Funk- 
tion /"(a;)  zwischen  den  Grenzen  Xq  und  x^  einen  Zeichen  Wechsel  er- 
fährt, muss  sie  —  wie  leicht  einzusehen  —  durch  Null  gehen,  wenn 
sie  zwischen  diesen  Grenzen  stetig  ist ,  und  durch  oo ,  wenn  sie  eine 
Unterbrechung  der  Stetigkeit  erleidet. 

Hkri,    Höh.  Uiiibemutik,  II.  3.  Aufl.  4 


:tS 


.f... 
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340.  Weön  zwei  Funktionen  von  x,  F{x)  und  f{x), 
sammt  ihren  Differenzialquotienten  stetig  sind  zwischen 
den  Grenzen  «r^  und  x^  +  h,  und  der  Differeoxialquotient 
f'{x)  der  zweiten  Funktion  innerhalb  dieser  Grenzen 
sein  Zeichen  nicht  ändert,  so  ist,  wenn  6  ein^n  positi- 
ven echten  Bruch  bedeutet: 

Fix,  +  h) -  F{x,)  ^  F{x,  -Mä) . 
/•'(:p„  +  A)  - /-ör,)        rK  +  6A)' 
d.  h.  es  existirt  immer  ein  zwischen  den  Grenzen  x^  und  x^^  -\-h  lie- 
gender "Werth  von  x  (er  kann  mit  rc,,  -f-  6ä  bezeichnet  werden,    wenn 


(1) 


dem  Ter- 


9  ein  positiver  echter  Bruch),  welcher  das  Verhältniss  -77-  . 

^  f  ip) 

haltnisse  -:t7-'  -.    A —  %/-  V  gleich  macht. 
/  (^0  +  Ä)  —  /  (.rj 

Es  sei  A  der  kleinste,    JB  der  grösste  unter  denjenigen  Werthen, 


welche  der  Quotient 


rw 


innerhalb  der  Grenzen  x^  und  x^^  +  7*  an- 


"  B 


zunehmen  vermag,  so  werden  die  zwei  Differenzen 

F^{x)  F'{x) 

fix)'  ^'  /■>) 
innerhalb  der  gedachten  Grenzen  x^^  und  x^^  +  '*  nothwendig  entge- 
gengesetzte Zeichen  haben,  und  ihre  Zeichen  nicht  wechseln;  dasselbe 
wird  daher  auch  von  den  Differenzen 

r{x)  --^Arix),  r{x)^    Bf{x) 

gelten,  da  der  Voraussetzung  nach  f''{x)  von  x^  bis  x^^  -f-  h  sein  Zei- 
chen nicht  ändert,  und  folglich  weder  Null  noch  unendlich  werden  kann. 
Diese  beiden  letzteren  Differenzen  sind  aber  die  Differenzialquotienten 
der  zwei  Funktionen 

F{x)        Af\x),     F{x)  -•  Bf{x); 
die    eine   dieser  Funktionen    wird  daher  von  x  =  x^  bis  x  =  x^  '\-  ?i 
beständig   wachsen ,    die   andere   beständig   abnehmen   |§.  339] ;    somit 
müssen  die  beiden  Differenzen : 

[F{x,  +  Ä)  -  Af{x,  +  h)]   -  [F{x,)  -  Afix,)\  = 
and  f*'K  +  A)       F{x,)\  -  A[f{x,  +  h)    -  fix,)] 

\F{x,  +  h)-     Bf{x,  +  h)]  -  -  |F(.rJ  -  Fif{<)]  -= 
\F{x,  ^-  h)  -  -  F{x,)]  -  ■  B\nx,  +  h)       fix,)] 
entgegengesetzte  Zeichen  haben.  Da  nun  kraft  der  Voraussetzung,  dass 
/"  {x)   von   X  =  Xq  bis  x  =  x^  -{-  h   sein   Zeichen   nicht   ändert ,    die 
Differenz /"(rc^ -|- Ä)  —  /"f.r)  stets  positiv  oder  stets  negativ  ist,  so  werden 
die  zwei  Differenzen 


j?(»,  +  *)  -  F(«.)  _  A  „na  ?i'.J-_'0  =i£('.)      „■ 

/■{..  +  4)  -  fl»,r  "  °  °  ^(.,  +  i)  -  f[.,) 

ebenfalls  entgegEOigeeetzte  Zeiehen  haben ,   und  es  wird  daher  daa  Ver- 

hältniss    -ri-"— :— r; — ■  ■  j ,  ■  s    grösser  als  j1  and  kleiner  als  B,  foltrlicb 
fi^ü  +  '')  —  /^(^o) 

F'{x) 
zwiscben  dem  kleinsten  und  grössten  Werthe  von  -;  f^--  enthalten  sein. 

Nun  ist  der  Voraussetzung  nach  sowohl  F{x)  als  f'{x)  stetig  von   x^ 

"(') , 
•  ?■(«: 

X,  -\-  h  geht ,  alle  mCgIichen  zwischen  A  und  B  liegenden  Werthe 
durchlaufen,  und  folglich  Hiuss  es  einen  zwischen  x^  und  ai^  +  A  liegen- 
den Werth  von  x  geben,  für  welchen  das  Verhällniss  -z7-r\    dem  Ver- 

hältnisse  --,■- — r-~ 77    ^  gleich  wird.  Bezeichnet  man  daher  mit 

fi^o  +  «)  ~  AK) 
6  einen  positiven  echten  Bruch ,    so  ist  x^  -|-  Bk  ein  zwischen  x^  und 
Xg  +  h  liegender  Werth  von  x,  und  man  darf  setzen: 

F{x_^  +  h)  —  F(x^  _  JF"  {x^  +  Bh) 

7k"+''}-V(^o)  ~r{x;+ohy 

d.  h.  das  Verbältniss  der  Differenzen  F(xg  -^  k)  —  F{x„),  und 
f{x^-\-h) — f(^a)  **'  einem  der  Werthe  gleich,  welche  das  Verhfiltniss 

vermag. 

Wenn  die  Funktionen  F{x),  f{x)  für  x  =  x^  verschwinden,  so 
folgt  ans  ( 1 ) : 

IK+A  _  ^(^  +J^^  f2i 

f{x^  +  h)     r{x^  +  (ihy  ^  ■' 

Die  Voraussetzung,  dass  die  Differenzialquotienten  F'{x)  und  /"(^) 
för  a;  ^  a;,,  verschwinden ,  ändert  offenbar  nichts  an  dem  Gange  des 
Beweises,  so  dass  die  Gteicbongen  (1)  und  (2)  anch  ffir  diesen  Fall 
in  Kraft  bleiben. 

841.  Nehmen  wir  an,  dass  die  Funktionen  F{x)  und  f{x)  eammt 
ihren  successiven. Differenzialquotienten  stetig  seien  von  x^  bis  Xg-\-h; 
dase   die  Differenzialquotienten   von   der    1'""  bis  (w  —  l)*"  Ordnung: 

■fW,   -f"W p-'>(«). 

rw,  n«) /'-"w 

für  3;  =  ar„   verschwinden ,    und  jene    der  Funktion   f{x)  zwischen  x^ 
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und  x^^'{'h  ihr  Zeichen  nicht  verändern,  so  be;jteht  zunächst  die  Gl.  ( i ) : 

t{x;+h)  -  /KT  ~  f'\x:+  6/0'  •  •  •  •  ^**^ 

den  Bedingungen,  welche  die  Funktionen  F{x)  und  f{x)  erfüllen  müs- 
sen, damit'  die  Gl.  (2)  bestehe,  genügen  aber  jetzt  der  Reihe  nach  die 

Funktionen:    r{x\  r{x);  r\x\  /"'(a?); F'^^'-'^x),   f<''-'^{x); 

daher  ist: 

F'{x^  Oh)  _  r'{x_^  e.Ä)     F"'{x„  +  b,h) 
fix,  +  oä) -  f"{x,  +  e.A)     f"'{x,  +  e,Ä)     •  •  • 

wo  6,,  6^,  ....  6„_i  positive  echte  Bi-üche  bedeuten;  man  hat  daher 
mit  Rücksicht  auf  (n),  und  wenn  mau  6  stall  6„.  i  schreibt: 

F{x,  +  A)  -  i.'(a;J  _  F'"' (x„  +  OA) 
/■(:c.  +  Ä)  - /K)         /■(«>(^„  +  eA)  •  ^   '' 

Verschwinden  auch  noch  die  Funlttionen  F{x),  f'{x)  für  x  =  x^,,  so  ist 

F{x„  +  h)       F^»'{x,+bli) 

f\^o  +  '*)        /'""(^o  +  ÖA)  •  ^   -* 

Setzen  wir  endlich  in  dieser  Gleichung  jt^  =  0 ,  und  schreiben  x  statt 

Ä,  so  wird : 

■F{x)_F'^{ex) 

Diese  Gleichung  setzt  also  voraus,  dass  die  Funktionen  F{x)  und  f{x) 
samrat  ihren  Differenz^ialquotienten  stetig  seien  und  für  x  =  0  ver- 
schwinden bis  einschliesslich  zu  jenen  der  {n  —  1)*®"  Ordnung,  und 
die  91  ersten  Differenzialquotienteu  von  f'{x)  zwischen  den  Grenzen  ü 
und  X  ihre  Zeichen  nicht  ändern. 

342.  Die  Bedingungen,  welche  die  Gl.  (3)  an  die  Funktion  /(j?.) 
stellt,  sind  offenbar  erfüllt,  wenn  wir  f[x)  =  {x  —  iCp)'*  setzen,,  denn  die 
Differenzialquotienteu  /"  (a;)=n  {x — x^^y-^,  f"  (a;)=w  {n — 1 )  (o;— ^Qj)"~^ 
u.  b.  w.,  bis  zum  (w  —  ly««*  :  /•("-*) (x)  =  » (w  —  1) . . ,  3 .  2 .  {x  —  x^) 
verschwinden  für  x  :=^  x^  und  ändern  von  x^  bis  x^  -{-  h  ihr  Zeichen 
nicht;  ferner  ist  f^'^^{x)  =  7i{n  —  1)  ....  3  .  2  .  1  von  0  verschieden^ 
und  (weil  unabhängig  von  x)=  /'^'^"^{x^  -f  6/*).  Ist  daher  noch  die 
Funktion  F{x)  so  beschaffen,  dass  ihre  Differenzialquotienteu  vom  1*®° 
bis  incl.  zum  (n  —  1  )**"  für  x  =  x^  verschwinden ,    so  folgt  aus   (3) : 

F{x,  +  h)-  F{x,)  =  ^-~~- 2.V.)(^„  +  OA).         («■) 


P'Tt^^ 
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Set2t  man  bier  w  =  1,  d.  h.  nimmt  man  an,  dass  die  Differenzialquo- 
tienten  von  JP(^')  für  x  =  Xq  nicht  verschwinden,  so  folgt: 

J'(^«  +  Ä)  -  -p'K)  =  Är(^,  +  öÄ),  (7) 

•  -  i    - 

welche  Gleichung  auch  aus  (1)  für  f{x)  =  x  —  Xq  sich  ergibt. 

Verschwindet  die  Funktion  F{pr)  für  x  =  x^y  so  hat  man  aus  (6): 

^^"^^  +  '*)  =  1.2.3....n  ^"^^"^^  +  ^'*)-  (®) 

Setzt  man  in  (6)  und  (8)  x^  =  0,    und  schreibt  x  statt  ä,   so  erhält 
man  folgende  Gleichungen ; 


x" 


i  f. ., 


F{x)-F{0)  =  y-j-^—~^Fi''){ex),  (9) 

und  wenn  JP(0)  =  0  ist: 


DRITTES  KAPITEL. 

ENTWICKELUNG  DER    PUNKTIONEN    IN    REIHEN. 


I.   Der  Taylor'sche  und  Maclaurin'sche  Lehrsatz  für 
Funktionen  einer  veränderlichen  Grösse. 

343.  Die  Differenzialrechnung  bietet  sehr  allgemeine  Hilfsmittel 
dkr  zur  Entwickelung  der  Funktionen  in  Reihen,  welche  nach  Poten- 
zen der  Veränderlichen  fortschreiten;  mit  diesen  wollen  wir  uns  nun 
beschäftigen. 

Es  sei  f{x)  eine  Funktion  von  x,    welche  sammt    ihren  Diflferen- 
zifiäquotienten  stetig'  ist  zwischen  den  Grenzen  x  und    a?  +  ä,    so   hat 
öän  [GL  (7),  §.  342]: 

f{x  +  h)^  fix)  =  hr{x  +  ÖÄ);  (m) 

jt,  ferner  die  Funktion  F[x)  so  beschaffen,  dass  sie  und  ihre  Differen- 
lalquotienten  bis  inclusive  zu  jenem  der  (w  —  1)*®"  Ordnung:  F' {x) 
'''(x),  .  .  .  Fi-"--'^)(x)  für  x  =  0  verschwinden  und  zwischen  den  Gren- 
9n  0  und  x  stetig  bleiben,  so  hat  man  [Gl.  (10),  §.  342.]: 
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x^ 


Dies  vorausgesetzt ,  schreiben  wir  den  2*®**  Theil  der  Gl.  (wi)  in 
der  Form:  hf[x)  +  ^i  (ä),  was  offenbar  gestattet  ist,  wenn  wir  mit 
gpj  (Ä)  eine,  übrigens  unbekannte  Funktion  von  h  bezeichnen,  so  be- 
schaffen, dass  lif{x)  +  qpj  (Ä)  =  hf  [x-+  6ä)  sei;  die  Gl.  (m)  Ver- 
wandelt sich  dadurch  in : 

f{x  +  Ä)  -  f{x)  -  Jif^x)  =  cp,  {h). 

Diese  Funktion  gPi  (ä)  und  ihr  l*^'^  Differenzialquotient : 

q.\{h)  =  rix  +  h)-r{x) 

verschwinden  für  h  =  0  und  sind  so  wie  der  2*®  Differenzialquotient: 
cp\  (h)  =  f''{x  +  ^)  stetig  zwischen  den  Grenzen  0  und  h:  in  Folge 
dieser   Eigenschaften   können    wir   auf  diese   Funktion   die  Gl.   (n)    in 

Anwendung  bringen,  und  erhalten :    (p^  {h)  =  - — -  (p'\  (6ä),    d.   i.    weil 

(p\  {h)  =  r  (^  +  Ä),  also  (p\  (ÖÄ)  =  r  (ic  +  Oä)  ist :  9)^  (Ä)  = 

7^  /"'  (i»  +  9Ä).     Hiemit  wird : 

/•(a;  +  Ä)  -  /'(^)  —  ^r  («)  =  ^  r  (^  +  Oä)  . 
Setzen  wir  nun:   -—  f'{x  +  Öä)  =  — -^  f'i^)  +  ^55  W»  so  wird 

■  A«  +  Ä)  -  z'C^)  -  Ar  (^)  -  ~  r  («)  =  f,  (»). 

Die  Funktion  q>^  (ä),  und  ihre  Differenzialquotienten  der  1^°  und 
2^^»  Ordnung:  (p\  {h)  =  /"  (a;  +  A)  —  /"  {x)  —  Äf'  (a;).  (p\  (7t)  = 
/"'(a?  +  Ä)  —  r'(^)  verschwinden  für  Ä  =  0,  und  bleiben  samrat  den 
3*«»  Differenzialquotienten  (p"\  {h)  =  /""  (.r  +  h)  stetig  zwischen  0  und  ä  ; 

daher  ist  zu  Folge  der  Gl.  {n):(p^  {^ji)  =  JL^rp'-^{^Qh)=-^f'\x  +  m)- 
folglich : 

fix  +  h)-  fix)  -  hf'ix)  -  ±^f"ix)=j^  r  (^  +  e*), 

und,  wenn  wir  wieder  ^-—  r  (^  +  6ä)  =  --—  r  {x)  +  (f,  (Ä) 
setzen : 

/'(^  +  Ä)  -  ^(x)  -  Ar  (*)  -  ■^'^'2  /"'(*)  -  ro  '^"('^^  =  ^o  w- 

Es  ist  nun  wieder  fjPg  (7i)  eine  Funktion,  welche  sammt  ihren  Diffe- 
renzialquotienten bis  inclusive  zum  3**^°  für  ä  =  0   verschwindet ,    und 
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deren  4*"'  Differenzialquotient  y"s(A)  =  /""(«  +  h)  ist;  man  hat  da- 
her Dach  (») : 

■»•'»>= roTi ''■' w = r¥X4  ^"  ('  +  '*)  ■ 

somit : 

/■c.+/i)-rtr.)-vw-,-jr(«)-i^rw=,-~/''(a:+9j). 

Offenbar  kann  man  anf  diesem  Wege  beliebig  weit  fortschreiten,  und 
man  hat  daher: 

/■(» + »)  -}{,)  -  v  w  -  j^2  r  (.)-...-  ~-^-,  /•!-)  M 
=^ /■'■'(«  +  »). 

worans  folgt: 

Diese  Gleichung,  deren  Giltigkeit  an  die  Bedingung  gebunden  ist, 
das3  f{x),  f'{x),  r'(^).  ■-■  l'"'\x'j  injierhalb  der  Grenzen  x  und  x  +  A, 
diese  selbst  mit  eingesclilossen,  stetig  bleiben,  heisst  der  Taylor'sche 

Lehrsatz  oder  die  Taylor'sche  Reihe.   Das  Giiod  —/"'"'( a:  +  Oft), 

in  welchem  0  einen  übrigens  nicht  nälier  bet^tlmmten  positiven  echten 
Bruch  bezeichnet,  wird  das  Ergänzungs-Glied  oder  der  Rest 
der  Reihe  genannt.  Den  Werth  desselben  kann  man  in  Folge  der 
■Unbestimmtheit  TOn  6  im  Allgemeinen  nicht  angeben,  wohl  aber  zwei 
Grenzen ,    innerhalb   welcher   derselbe   noChwendig  liegen  muss.     Diese 

Grenzen   sind  offenbar  —  H  und        <l ,  wenn  man  mit  G  und  G    den 

kleinsten  und  grössten  Werth  bezeiclinet,  welchen  /'"'(.c)  zwischen  den 
Grenzen  x  und  r  -\-  h  anzunehmen  vermag.  Hiedurch  ist  man  in  die 
Lage  gesetzt,  den  Fehler  schfitzen  zu  können,  welchen  man  begeht, 
wenn  man  die  Reihe  (l)  bei  irgend  einem  Gliede  abbricht. 

Wenn  aber  das  Erganzungsglied  für  ein  unendlich  wachsendes  n 
nnendlieb  klein  wird,  so  folgt  aus  (I),  fOr  «  =  oo  die  unendliche 
Reihe : 

f{p  +  h)  =  fix)  +  hr{y)  +  -~^  n-c)  +  /^^  r  c^)  + . .  ■  w 

welche  Reihe  in  diesem  Falle  nothwendig  von  x  bis  x  +  h  convergirt, 
{iiv3ö].Bad  deren  Somme  die  Funktion  l'{x  +  h)  ist. 
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Schreibt  man  die  Taylor'sche  Reihe  in  der  Form:  ... 

so  gibt,  wie  man  sieht,  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  die  Aende- 
rung,  welche  die  Funktion  f{x)  erfährt,  wenn  sich  x  um  die  endliche 
Grösse  h  ändert,  und  sswar  geordnet  nach  aufsteigenden  Potenzen  voor 
h.  In  den  Anwendungen  der  Mathematik  wird  hievon  eine  sehr  biufige 
Anwendung  gemacht. 

344.    Set2t  man   in  der  GL  (1)  des  vor,  §.  ;{;  s=  0  und  schreibt 
sodann  x  statt  h,  so  erhält  man: 

fW=/^(o)+^r(o)+/;'-r(o)+^r(o)+...+?^,r)(ea:),(3) 

welche  Gleichung  der  Mac laurin 'sehe  Lehrsatz  genannt  wird,  und 
voraussetzt,    dass   die  Funktionen   f{x),   f  {x\  f'{x),  .  ..  f(^^{x)  von 

X  =  0  bis  X  =  X  stetig  sind.   Das  Glied  —  f^^Udx)   heisst  auch  hier 

w!  ^ 

das  Ergänzungsglie4  oder  der  Kest  der  Reihe,  und  es  gilt  in 
Bezug  auf  ihn  dasselbe,  was  im  Vjorigen  §.  von  dem  Beste  der  Taylor'- 

schen  Beihe  bemerkt  wurde. 

x^ 
Wenn  beim  unendlichen  Zunehmen  von  n  der  Rest  ~-  /'(">(6«)  un- 

n\       ^     ^ 

endlich  klein  wird,  so  folgt  aus  (3): 

f{x)  =  f{o)  +  xf'{o)  +  j^  r(o)  +  ^  r(o)  + (4) 

und   die   rechter  Hand   stehende    unendliche  Reihe  ist  in  diesem  Falle 
zugleich  nothwendig  convergent  und  hat  die  Funktion  fix)  zur  Summe. 
Es  verdient  bemerkt  zu  werden,    dass  die  Reste  der  Taylor'sc^en 
und  Maclaurin 'sehen  Reihe: 

rArrn  f"'  (^  +  ''^  •  o-r—»  ^'"^'^^  '    "    ' 

beim  unendlichen  Zunehmen  von  n  immer  unendlich  klein  werden, 
wenn  die  Grössen  /*(">  {x  +  6h)  und  f^^^  (ftr)  endliche  Werthe  behalten, 
wie  groes  man  auch  n  wählen  mag,   weil  der  andere  Faktor   von  dec 

Form  — r—T =  :r  •  «  • «  •  •  • 7  •  -    beim    unendlichen    Zuneh- 

1.2.3...«       12    3  «  — l  n 

men  voi)  n  immer  unendlich  klein  wird,    wie  gross  auch  der   endliche 

Werth  von  h  sein  mag. 

Man  kann  die  m  den  Glgn.  (2)  und  (4)  rechter  Hand  stehenden 

unendlichen  Reihen  unmittelbar  auf  ihre  Convergenz   untersuchen ;  '  die 
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Kciben  haben  namHcli  die  Form: 

.   ■  ,     A  +  «I'  +.  «i«'  +  fla«'  +  ■  .  ■ , 
uDd  Gonvergiren  somit  [§.  38]  für  »lle  Werthe  von  h,  beziehungsweise 

X,   welche  inuerlialb  der  Grenzen   +.  Hm  ----  liegen.  Hieraus  folgt  aber 

nooh  .^Bitdtt  mit  Notbvendigkeit ,  dass  innerhalb  dieser  Grenzen  ihre 
Ssnm«i  den  rechter  Hand  stehenden  Fanktionen  f{x  -\-  h),  beziehungs- 
weise f{x)  gleich  sein  müssen,  indem  sie  von  diesen  um  eine  endliche 
angebbara  Grösse  verschieden  sein  können;  diese  Gleichheit  erfordert 
vleiAiebr  stets,  dass  auch  der  Rest  beim  nnendlichen  Wachsen  von  n 
verschwinde. 

S^t  man  in  (1)  h=a  —  x,  und  vertauscht  sodann  die  Buch- 
staben a  und  X  unter  einander,  so  kommt: 

■   ■      fix)  =  /■(<■)  +  (j,  -  o)  ;■  (a)  +  <-■'--"  "'"  r  (<■)  +  .• 

+  rxiT.» '■'■'•"  + °<* -""  ■ 

eine  'allgemeinere  Form  der'  Macl  aurin 's  eben  Reihe ,  welche  wieder  in 
die  obige  (3)  flbergeht,  wenn  man  a-^0  setzt. 

Es  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  man  auch  umgekebrl  die 
T^lot'aebe  Reihe  aos  der  Maelaorin'sehen  ableiten  kann.  Kri^  der 
lebtteren  bat  man  nümlich ; 

y(*)  =  F(o)  +  4F-(0)  +  ^  ■f"(o)  +  --.  +  j:i-i.-„  P"'(»»); 

setzt  man  nun  F[h)  =  f[x  +  h),  so  wird; 

j'(J)  =  /-(x  +  J),    -F"(i)  =  r(a;  +  *).  •■•  Ff>{h)  =  f'(x  +  h); 

-?(«  =  /■(':).  -f(0)  =  rte),  -P-(0)=r(j-),-..FW(6l>)  =  ^W(.  +  e*); 

EOtnit,  wenn  man  substituirt: 

«X  +  *)  =  /•!.)  +  V  (j')  +  'y-  (a;)  +  ...  +  j  ~^^  /■(«  +  »»). 

84S.  Der  Gebrauch  des  Taytor'sehen  und  Maclaurin'schen  Lehr- 
satzes aar  Entwickelung  der  Fanktionen  in  Reihen  bietet  keine  weite- 
ren Schwierigkeiten  dar.  Folgende  Beispiele  mögen  zur  Erläuterung 
di^nen^ 

'"''i)  Easeif(x)  =  x"',  so mTä.f'{x)  =  mx'"  ',  f  (^)="'{m~~l)x''--^, 
u'siir.  und  allgemein  /'""  [a;)=wi(Mi -— l) .  .  .  .  (m  —  («  —  I )]  a:'"-" ; 
uan  erhSlt  daher  nach  dem  Taylor'schen  Satze: 
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]>ie  Entwickelung  bricht  ab,  wenn  in  eine  ganze  positive  Zahl ;  in  jedem 
anderen   Falle   ist  tlie   Reibe  unendlich,    und    convergirt   wlt,^    weaii 

<^  1 ;  an  diese  Bedingung  ist  dann  die  obige  Gleichung  gebunden, 


e) 


wie  aus  früheren  Untersuchungen  bekannt  ist. 

2)  Es  sei  /'(a?)  =:-sina;;  es  ist  /"(«)  =  cos  a;,  /"' (a?)  =  —  sin  a?, 
u.  8.  w.  f^''^{x)  =  sin  [x  +  \n7t)',  folglich  nach  dem  T«ylor*8chen 
Lehrsatze : 

/j2  ^3  ^4 

sin  (a;  +  Ä)  =  sin a^  +  Äcosa;  —  ■--■-  sina?  —  .-^rT:COsa;H -— 8ina:+... 

^     '     ^  ^  1.2  1.2.3  ^1.2v8.4       /^ 

Ebenso  erhält  man: 

cos  [x-j-h)  =cos  x'  —  7i  sin  x —  -  -  cosa;  -|-     —- sma;  -f-  --"-;."7  cos  a?  —  ... 

1 . 2  1.2.3  1.2.3  4 

Beide  Gleichungen  gelten  für  jeden  Werth  von  x  und  Ä. 

Setzt  man  x  =  0  und  schreibt  sodann  x  statt  ä,  so  verwandeln 
sich  diese  Gleichungen  in  folgende: 


x^  x^ 


sinx  —  x        i;2."3  + 1.2.3.1:5 


x^               x^ 
cos^  =  l--2  +  ^.----3~- 

welche   sich    übrigens    auch    unmittelbar   mitteist    der   Maclauiln*sche& 
Formel  ergeben. 

3)  Für  f{x)  =  Ix  liefert  der  Taylor'sche  Lehrsatz : 
Die  Reihe   convergirt,    wenn     -  ein  echter  Bruch  ist. 

X 


Erwägt  man,  dass  l{x-\-h)  =  lxll  -{-     j  =  ?a;  +  M  1  +  -; )  ist» 


so 


folgt  hieraus,  wenn  man  Ix  zu  beiden  Seiten  aufhebt  und  sodann  a; 
statt        schreibt : 

X 

die  bekannte  logarithmische  Fundamentalreihe,  welche  man  auch  un- 
mittelbar mittelst  der  Maciaurin'schen  Formel  gewinnt,  wenn  man  die- 
selbe auf  die  Funktion  f{x)  =  Z(l  +  a;)  anwendet.  Auf  die  Funktion 
f(x)  ^=  Ix  lässt  sich  hingegen  die  Maclaurin*sche  Formel  nicht  anwen- 
den,   da   die  Funktion   Ix  und  ihre  sämmttichen  DiiferenzialqaQtieqtien 


tar  x  =  0  ttnendlich  werden.  Diese  Fanktion  k«DQ  daher  in  eine 
nach  Etä^nden  Potenzen  von  x  fortschreitende  Reibe  nicht  entwickelt 
werden. 

4)  Für   f{x)  =  a'   erhalt   man  f'(x)  =  a'^la,    f"{x)  =  a'{laY, 
u.  s.  w.  und  allgemein  /■(">  (x)  =  a' (^a)" ;  somit  ^(0)=1,  f{0)  =  ta, 

.  /■*")  (0)  =  [Ja)" ;    der  Maclanrio'sche   Lehrsatz    liefert   daher   die  \4 


Gleichung : 


='+-+^'+?ä:- 


welche  Reihe  für  jeden  Werth  von  x  gilt. 

346.  Die  Taylor'sche  Formel  setzt  vorans,  dass  die  Funktion 
/■(ar)  nnd  ihre  successiven  Differenzialqaotienten  für  jenen  Werth  von 
X,  von  welchem  die  Zunahme  h  erfolgt,  nicht  unendlich  werden.  Hier- 
aus folgt,  dass  raan  zwar  jede  Funktion  nacli  der  T^ylor'schen  Reihe 
entwickeln  kCnne,  dass  jedoch  bei  gewissen  Funktionen  ffir  besondere 
Werthe   von    x   dieser  Lelirsatz   zur  Entwickelung  unbraucliljar  werden 

(i-a)" 
nnter   f(x)   eine   beliebige   Funktion   verstanden,    welche    för   x  =  a 

wader  Null  noch  unendlich  ist,    so  wird  f{x  -\-  kj  =  >  ■  j_-j,-^-   ,;.= 

f{x)  +  hf'{x)  +  - — ~  /"(*}  +  -  •  -i  die  Differenzialquotienten :  f'{x), 

f"{x).  u.  s.  w.  sind  leicht  zu  entwickeln,  und  enthalten  sämmtJich,  so 
wie  f{x)  im  Nenner  Potenzen  von  {x  —  a).  Für  x  =  a  werden  daher 
sammtlicbe  Glieder  rechter  Hand   unendlich,    wahrend   die   linke  Seite 

'■' 

Es  ist  abar:  -i 

/■(„  +  ;0='^t-->  =  *-'(r(a) +  ;,—.,/(«)  + '^"'1'^"  (»)  +  ...;  ] 

die  Entwickelang  erhalt  daher,  wie  man  sieht,   für  a;  :=  «  in  den  An-  i 

fangsgliedem  negative  Potenzen  von  k;    aus  diesem  Grunde   kann   die  '] 

Taylor'sche  Reihe,    welche  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  A  fort-  i 

schreitet,  die  Entwickelung  des  Ausdruckes  —^  ..^—J     für  den  spe-  ^ 

ia;  +  A  — 0/  J 

sieilea  Werth  x  =  a  nicht  geben.  -'] 

Aehntich  verhalt  sich  die  Sache,  wenn  die  zu  entwickelnde  Funk- 
tion «ine  Wnrzelgrßsse  enthalt,    nnd  die  Grösse   unter   dem  Wurzel-  ^ 


i*'i 


l< 


ieichen   für   einen   besonderen   Werth   von    x-  =  a    verschwin Jet :    die 

«  '  ,         '  • 

Entwickelung  enthält  dann  für  x  =z  a  notliweridig  gebrochene  Poten- 
zen von  Ä  und  kann  daher  durch  die  Taylor*6che  Reihe  nicht  erhalten 

werden.  Es  sei  z.  B.  f[x)  ==  (aj  —  Vf'\-x^  —  a^ ,  die  Differenzialquo- 
tienten  dieser  Funktion  werden  für  a:  =^  a   unendlich ;    man   hat   aber 

f{a  +  /*)  =  (a  —  &  +  ^0'  V^aÄ  +  ä*,  und  die  Entwickelung  dieses 
Ausdruckes  (mit  Hilfe  der  Binomialformel)  liefert  offenbar  Potenzen  von 
h  mit  gebrochenen  Exponenten.  In  allen  diesen  übrigens  selten  vor- 
kommenden Fällen  wird  man  zu  den  gewöhnlichen  Entwickelnngsme- 
thoden  seine  Zaflucht  nehmen. 

IL  D^r  Taylor'sche  und  Maclaurin'sche  Lehrsatz  für 
Funktionen  mehrerer  Veränderlichen. 

347.    Die  Taylor*sche  und  Maclaurin'sche  Reihe  lassen  sich  leicht 
auf  Funktionen  mehrerer  veränderlichen  Grössen  ausdehnen.  Es  sei 

eine  Funktion  zweier  unabhängigen  Veränderlichen  x  und  y,  und 
f\x  +  7/,  y  -)-  /»;)  in  eine  nach  steigenden  Potenzen  wn  h  und  U  fort- 
schreitende Reihe  zu  entwickeln.  Setzen  wir  zu  diesem  Behufe  ä  =  ^, 
Tc  =^  tri,  so  wird : 

f{x  +  h,     y  +  k)  =  f{x  +  q,     tj  +  tr^)^F{t\ 

welchen  Ausdruck  wir  nun  als  Funktion  von  t  betrachten,  und  als  solche 
nach  dem  Maclanrin'schen  Satze  entwickeln  können.  Man  hat  diesem 
zufolge. 

F(t)=.F{(i) + tr{o)  -f  ^  r'{Q)  +  Y^^'j^r"  (o)  + ... + ^-  j^-^w). 

Aus  der  Gleichung : 

F[t)  =  f[x  +  <i-,  y  +  tri) 

folgt  aber,    wenn  man  Kürze  halber  o:  +  ^^  =  m,  y  -\-  tr^  ■=  v  setzt: 

^'^0  =  1^-  +  ^. 


F".  (t)  = 
F"'  (<)  = 


du'' 


.t* 


+  2 


-^   t3  4.  q  _  ^'Z"  _  tu 


F^Ht)  =  (I I  + 


dv  ' 


}■ 


SeUt  msn  in  diesen  Gleichungen ,    mit  Ausualime  der  letzten,    t  =^  0, 
wodurch  u  nnd  t^  in  :r  und  y  fibergeiien,  so  Ikommt: 

^ä^*« +  *■■-•;■.  j 

Q.    S.    W. 

Werden  üun  diese  Ausdrücke  iu  die  obige  Reilie  für  F{i)  SQbsti- 
tairtiuud  slatt^^  und  Itf  wieder  die  Werüie  'i  und  k  eingeführt,  so 
erhfilt  man: 


'      dxdy  dy 


+ 


wo  7t  das  totale  «"  Diffcretiziiil  der  Funktion  /'{x,  y)  ist,  wenn  in 
demselben  die  Grössen  /i  und  k  statt  der  Differenzialfaktoren  dx,  dy 
gesetzt  werden,  und  x  -\-  i)h  statt  x,  y  -{-  bh  statt  y  geschrieben  wird. 
Hiebei  bezeichnet-  6  einen  positiven  echten  Bruch,  and  man  erbält 
zwei    Grenzen ,    innerhalb    welcher    der   Werth   der   Reihe   nothwendig 

liegt,  wenn  man  für  6  jeno  zwei  Wcrthe  wählt,  welche  dem  Reste  — 

beziehungsweise  den  möglichst  gr^issten  und  kleinsten  Werth   ertheilen. 

Das  in  der  obigen  Reihenentwickelung  Btattfindende  Getietz  fstlt 
leicht  in  die  Augen,  und  man  könnte  nun  nach  demselben  Gesetze  die 
Taylor'sche  Reihe  leicht  für  Funlitionen  von  einer  beliebigen  Anzahl 
von  Variablen  hinschreiben. 

Setzt  man  in  der  obigen  Taylor'schen  Reihe  x  =i),  y  =  Q',  und 
schreibt  sodann  x  statt  h,  y  statt  Je,  so  erhält  man  den  auf  Funktio- 
nen mehrerer  Veränderlichen  ausgedehnten  Maclaurin'- 
cbea  Lehrsatz: 


,    r 


/  ' 


■  f 


y.* 


i      • 


flS 


d/; 


r(«,  y)  =  /'(0,  0)  +  ^a;  + 


dp 


y 


+ 


ä% 


yj 


(2a?d^ 


^0 

dy' 


.^M'  +  '^y'] 


+ 


12 


n\ 


r 


welcher  die   Entwickelung  der  Funktion   f{x,    y)   nach  Potenzen   der 

Veränderlichen  x  und  y  liefert.    Die  Symbole  -=-- ,    -.-  ,    -r-^  u.  s.  w. 

OiX      ay      cirX 

bedeuten  jene  Werthe,  welche  die  Diflferenzialquotienten  ■     ,    3- , 


u.  8.  w.  für  X  z=zO  und  y  =  0  annehmen. 


dx"^    dy''    dx* 


348«  Beispiel.  Man  suche  die  Veränderung,  welche  die  Seite  a 
eines  sphärischen  Dreieckes  ABC  erleidet,  wenn  der  opponirte  Winkel 
Ä  um  JA  und  die  Seite  ß  um  ^ß  sich  ändern. 

Es  ist  bekanntlich:     ^ 

cos  a  =  cos  /9  cos  y  +  sin  /?  sin  y  cos  -4 ,  (w) 

und  folglich  a  =  f{ß,  A)\  bezeichnet  man  daher  den  geänderten  Werth 
von  a  mit  a ,  so  hat  man  nach  dem  Taylor'schen  Lehrsatze  far  mehrere 
Veränderliche : 


a 


d(x   ,^    ,   da     . , 


+ 


1    id'^a    .-,    ,    -    d^a      .a  ^  a    ,   «^"ß     ^  19 


} 


+     n.  s.  w. 
Differenzirt  man  nun  die  Gl.  (m)  partiell  nach  ß  und  nach  A ,    so  er- 
hält man^ 

—  sin  a  -      ==  —  sin  ß  cos  y  +  cos  /?  sin  y  cos  ^ ,  («) 


sin  a  -—  =  —  sm  ß  sm  y  sm  -A. 


(p) 


Die  l*''  dieser  Gleichungen  nach  /?,    die  2*®  nach  -4  differenzirt,  gibt: 

—  cos  a  1 -r^  I   —  sin  a    .^  =  —  (cos /^  cos  y  +  sin  ß  sin  y  cos ^),  (g) 

—  cos  a  f  -  -- 1   —  sm  a  -—^  =  —  sm  /y  sm  y  cos  ^ ;  (r) 


äähUäiämiii^iSU 


eodlicli,  wenn  man  (n)  nach  A,  oder  {p)  nach  ß  differenzirt,  so  kommt : 
da  da  .        ä^a  o   ■        ■     ,       '     /  ■. 

Bleiben  wir  bei  den  Gliedern  2"'  Ordnung  Etchen ,    so   folgt   nun   aas 

(«)  und  Ci») : 

da  nach  bekannten  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie:  | 

sin ^  cos 7-  —  co3y?siny  cos  J  =  sinacüsC     nnd    sin^sin^^sincrsin  C  'i 

ist    Ans  [q)  folgt  ferner,  wenn  man  für  --^  den  eben  gefundenen  'Werth  1 

einsetzt,  und  beachtet,  dass  der  2**  Theil  =  —  cos«  ist:  ^ 

^*°                .           ■     ni  4 

-Tä-  =  cotga  sinC*.  4 

dß^  J 

Ans  (r)  zieht  man :  '^ 

sin  a  -~^  =  sin  ß  (sin  y  cos  ^  —  cos  et  Bin  ß  sin  C) ;  3 

es  ist  aber  siny  cos^  =  cosa  siaj?  —  sina  cos;?  cosC,  womit  | 

d*a  ^ 

jj-j  :^  sin  ß*  cos  C(cot^  ci  cos  C  —  colg  ß)  ? 

wird.     Endlieh   folgt   ans   (n),    wenn    man   sina  sin  (7  statt  sin}' sin ^  '■{ 


^j2  =8'"/^  sinC(cotgj?  —  cotg«  cosC). 


Hiemit  wird  bis  auf  Glieder  der  2'-"'  Ordnung  genau: 
«'    -  «  =  cos  OJß  +  Bin  ß  sin  VJA 
-)-'  cotga  sin  C V/S* 

+  8in/?sinC{cotg(*       cotg«  cos  C)  J^//^ 
-f  -  sin^*  cosr(cotg«  cos<7  —  cot^^)  JA^. 


III.  Die  Umkehrungsformel  von  Lagrange  zur  Entwicke- 
lang   der    impliciten    Funktionen.     —     Anwendung    der 
Differenztalrechnnng  auf  verschiedene  Reihenent- 
wickelungcn. 
849.  Es  sei 


=  F{f/),  wo  /",  F  wie  immer  geformte  FnuktiODcn  und  x,  e  zwei 
,nder  unabhängige  Veränderliche  bezeichüen.  &[an  soll  die  Fnnk- 
=  F{9)  in  eine  nach  steigenden  Potenzen  von  x  forUchratende 
itwickelD,  60  das£  die  Coeflicieiiten  dieser  Potenzen  nur  allein 
len  von  e  siod. 

iken  wir  uns  die  Gl.  (a)  nach  y  aufgelöst  und  den  Werth  von 
=  !"'{!/)  sabfitilnirt,  so  erscheint  u  als  Funktion  von  x  und  e 
in  demnach  nach  Maclanrin's  Lehrsalz  in  eine  nach  Potenzen 
eordnete  Reihe : 

^'^  = ""  +  ^  b-J+  iT-i  hA+  0-3  fej.+ 

Bit  werden:   hier   hezeichnen  m„,  I -t- I  .   1-,-i)   1     u.    b.     w, 

"     \dx/o     VtiEVo 

da    d*M 
rthe,  welche  die  Grössen  w,  -^ ,  -  „ ,  u.  s.  w,  anuehmen,  wenn  man 

ilx    dx-^ 

Ibeu  x=^i)  setzt,  nud  es  kommt  daher  darauf  an,  diese  Werthe, 
irch  «  ausgedrückt,  darzustellen, 
für  :r  ^  0,  y  ^  s  wird,  so  hat  mau  sogleich 

Mrt  =  ¥{s). 
lirt  man  die  Gl.  (u)  partiell  nach  ^  und  x,  so  erhält  man: 

hen  Gleichungen  durch  Elimination  von  /"  ("yl : 

irch  Differenz iation  nach  z  ci^ibt  sich  nocli  aus  dieser  Gleicboog : 

aber  \p{y)  eine  beliebige  Funktion 


...-'■(«  3 +  A,)  (ig)'.  (.', 


f  (.).*)_ 


rheil  dieser  Gleichung  ist  aber,  wie  man  leicht  siebt,  der  nach 


f — ^f 
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"'     •     •  ■    '    '  flfi/ 

ß  ^gcnommeoe  Differenzialquotient  des  Produktes  xp  (y) .  f{y)  .~^\  es  ist 

'•"     i    ^        "  "     •  da?  de  '  ^^^ 

Df^^  Gleichung  besteht,  t/^(y)  mag  was  immer  für  eine  Funktion  van 
V*Jin,  wenn  nur  y  =  i'  +  a;/*(y). 

Dies  vorausgesetzt,   differenziren   wir    die  Gl.  u  =  F{p)  nacb^  ^, 

und  erhalten:  -_-  =  F'Xy)-- ,  d.  i.  mit  Rücksicht  auf  (ft): 

g=^(rt.«,)|.  „ 

,,,. .    £iue  zweite  Bifferenziation  dieser  Gleichung  nach  x  gibt  uns : 


,.._<^{^(^)-^wg}'- 


d_ 

^^""  dx 

d.  i.  wenn  wir  auf   den    2*®°  Theil  die  Gl.  (c)  in  Anwendung  bringen, 
1/; (y)  =  JT (y) .  /(y)  setzend : 


d{^(y).[/'(y)]^g} 


dx^~  de  •  ^""^ 

Diese  Gleichung  abermals  nach  x  differenzirend,  erhalten  wir: 


d^u 


,  ä{ny).mY-f}^ 


dx^       dx'  dß 

odet'.im  2**°  Theile  die  Ordnung  des  Differenzirens  umkehrend: 


d^u        d 


d\F'{y).[f{y)]\^ 


dx^       dz  '  dx 

folglich,  wenn  wir  für  den  im  2*®°  Theile  erscheinenden  nach  x  genom- 
menen Differenzialquotienten  wieder  die  Gl.  (c)  in  Anspruch  nehmen, 
iem  1)1/ (y)  =  F'{y)  .  [f{y)]^  setzend: 


d^{r(y).[/-(y)]3.g| 


^__i ^  ff) 

dx^~  dz^  •  ^^^ 

Es  folgt  aus  dem   unveränderlichen  Gange  dieser  Rechnung,   dass 

man  allgemein  hat: 
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r«^:." 


(% 


r>- 


1*. ' 


W" 


d"u 


^-^{i^(y).[/^(y)] 


dz"'^ 


U) 


Setzt   man  nun  in  den  Gleichungen   {d)^   (e),   (/'),   {g)t   rr  =  0, 

wodurch  w  =  jp ,  — -  =  1  wird,  so  erhftlt  man  : 

dz 

Durch  Substitution  dieser  Werthe,    und  jenes  von  Uq  =  F'{js)^  ergibt 
sich  nun  die  folgende  sehr  allgemeine  Entwickelung: 


+ 


d" 


rU- 


ru).\f{.^)r\ 


X 


3 


(1) 


(  1  .  2  .  3  ^ 

welche   nach   ihrem    grossen    Erfinder    die    Reihe    (ümkebrungs- 
formel,  das  Reversionstlicorem)  von  Lag  ränge  genannt  wird. 

Will  man  aus  der  Gleichung  y  ;=^  :r  '\-  xf\y)  den  Wcrth  von  y 
selbst  ziehen,  so  setze  man  ?/=  /*'(// )  =  ;//,  wodurch  F{z)=^£,  F'(^)==-"  1 
wird  ;  hiemit  folgt  aus  f  I « : 

y  =  ^  +  f(-),+    a.     1.2+     d.^^     1.2.3+ W 

als  spezieller  Fall  der  allgemeinereu  Reihe  (1). 

Es  bedarf  kaum  der  Erinnerung,  dass  die  mit  Hilfe  des  Lagrange'- 
sehen  Satzes  gewonnenen  Reihen  zur  numerischen  Berechnung  nur  an- 
gewendet werden  können,  wenn  sie  convergiren. 

850.  Zur  Erläuterung  des  Gebrauches  der  vorstehenden  allgemeinen 
Formeln  mögen  folgende  Beispiele  dienen. 

Beisp.  1.  Es  sei  die  Gleichung:  ^n/"  y  -f-  6  =  0  gegeben» 
man  sucht  y^\  Bringt  man  diese  Gleichung  auf  die  Form:  y  =  fe-|-^y"» 
und  vergleicht  sie  mit  der  allgemeinen  Gl. :  y=:z  -\-xf{y\  so  hat  man 

^  =  6  ,     X  =  n,     fiy)  :=r.  //"     und     F{y)  =  f/'" : 

gemäss  der  Formol  f'l)  bilde  man  nun  die  Grössen  : 


i 


*- -r^ 
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=  w(w  +  kn  —  \){m  -\-Tcn  —  2).  .  .[w  +  Än  —  (Ä;  —  a)]y"» +*(«-!); 

setzt  man  hierin  y=:£;=zb,  und  der  Reihe  nach  Ä=l,  2,  3,  u.  s.  w., 
so  erhält  man  darch  Substitution  der  gewonnenen  Ausdrücke  in  die 
GL  (I): 

X   •  ^ 

m(«  +  3«  -J)  (m  +J«  -2)  ,„^3(„_,)    . 
"^  i  .  2  .  3 

+ 

Setzt  man  hier  m  =  1,  so  wird: 

j  =  6  +  oft»  +  «a*6*"-»  +  **  (^"  ~  1)  asjs»_2 

ni(4n-  1)  (4«  -  2)         ,_, 
^  1.2.3  "  +   .  .  .  . 

eine  Wurzel  der  Gleichung  ay"  —  y  -\-  b  =  0. 
Für  «  ==  2  gibt  endlich  die  Reihe : 

y  =  ftjl  +  {ab)  +  2  {aby  +  5  (aft)»  +  ^1-^-  (abf  +  ^^  (oZ.)»  +  . .  .| 

eine  Wurzel  der  Gleichung  ay^  —  y  -\-  h  =  0. 

Beisp.  2.    Es  sei  ay"  —  y  -}-  ?>  =  0;  man  suche  ly. 
Hier  ist :  y  =  b  +  ay^,  folglich : 

z  =  b,     x  =  a,     f{y)=y\     F{y)  =  ly; 
ferner:  r{y)  =  -,  ^{y)  [f{y)\^  =  y*«-»  ,  und 

rfyjk-r  \^iv)  [f{y)A  =  (Ä«  -  1)  (Ä«  -  2) . . . .  (Ä«  -  Ä  +  i)y*(«-') ; 

hieiuit  erhält  man  nach  (I): 

ly==lb  +  ah'>-^  +  2«_Tli„.6.(..-i)+(5!Lr:  lK3«.Tl2)„»ft»(..-n+  . . . 

Beisp.  3.    Es  sei  die  Gleichung  y:=xe''  gegeben;  mau  suche  y. 
Man  hat :  £  =  0,  x  =  x,  f[y)  =  e'J ;  ferner : 


[/■(y)]*  ==  e»i> ,    —^^-^  =  **-^  e*» ; 


5* 


I,  y  =  £  =:  0  setzend,  Dach  (II) : 

*       '^"^1.2"'"l.2.3"'"l.2.3.4''"* 

indet  för   diese   Beihe  :    — ^  =  a;  1 1  H —  1      =: 

w„  \         nj 

lim  -^ —  ^  a^ ;  diese  Reihe  convergirt  daher  DUr, 

<—  ist. 

eisp.  4.  Aus  der  Gleichung:  m  ^=  u  —  e  sinu  si 
,  Mit  der  Gleichung  y  ■=  z  -\-  xl\y)  vergliche 
+  e  sinw,  also  y  ^  «,  e  ^  m,  x  =  s,  f{y)  ^ 

,     £*     d  .  sin  m'  ,       e*       d* .  sin» 

an  man  die  Differenzialquotienten  gehörig  entwick 

-f-«  Binm  +  e*  sinm  cosm  +c*  sint»  icosm*  —  — 

n  in  die  Coeflicienten   ein    leichter  zu   fibersebenc 
und    sie  zur  Berechnnng   bequemer   zu    gestalte: 
irmassen  verfabreu. 

in  bat  bekanntlich,  [I.  Bd.,  §.  79,  Gl.  (34)  und  ( 
I  ungerade: 

—  I )  *    .  •i"'-' .  sin  a;™  =  sin  ma:  —  (  j  1  sin  (m  — 

+  I  2  )  ^■'^  (*"  —  ^)  ^  ~  ■  ■  -  ■  i  ("— ')  ^"^ 
gerade: 

( —  i)  *  .  2"—' .  sin  3!"  ^  cos  »ta;  —  1  ,  I  cos  (m  — 
j  l  cos  (»»  —  4)  a:  — -  ....  +  1  ^  _  I  cos  2a;  T  0 

ider  im  2*'"  Theile  dieser  Gleichungen  haben  s 
irx  und  cosra:,  und  es  ist  bekanntlich: 


von  der  Gl.  («)  rfen  (mj— l)""  Differenzjalquotienten,  .^ 

man  Kürze  halber  - —       ■   -  ^Ä  setzt:  5 

h^l-  ("l)(m--2r-^sin\{m^-2)x+A]+  /  | 

'-■  siD[(»i~  4)x  +  A]  —  ,..±(^j  sm[x  +  A].  | 

■   ,     >   Ax        ■    (     i  {m  —  l)n\       .           {m—\)n  "| 


wird   auf   diese  Art  jedes  Glied  im  2*""  Tbeile  re-  -  J 


man ,    nach    Unterdrückung    des   gemeinschaftlichen 


auf  dieselbe  Weise  behandelt,  gibt: 

=  m™-'  sin  mx  —  (m  —  2)™-'  (  ^  1  sin  (m  —  2)  x 
(2)  sin  (»I  —  4)  «  -  ...  +  2"'->  L™  J  Bin  2«. 

'ormeln,  in  nelchen  der  Reihe  nach  »1  =  2,3,4,  — 
.It  man  nun : 


'S 


sin  mx  —  (m  — ■  2)™-'  (  .  1  sin  (»»  —  2)  x  i 

.(»),in(«-4).^...±(.^)»n..  I 


+  vy^t  (5*Bin5m  — 3*.5  3in3»j 
+  -—^  lepsin 6w--4*.GBin4ffi 

+ 

ndelte  Aufgabe  (dos  Kepler'sche  Prol 
inw,  M  zu  finden,  ist  in  der  Theorie 
aneteo  von  Wichtigkeil;  es  ist  m  d 
nomalie  des  Planeten,  e  die  Excentric 

j.     Man   soll   den   Bruch      — 

Vi  —2ex 
enzeo  von  x  geordnete  Reihe  entwick' 

Vi  —  2sx  +  x'  =1    -xff, 
darch  Difierenziation  dieser  Gleichung 

de  ~  Vl~2£x-j-  x^ ' 
Gleichung  folgt  aher,  wenn  man  ratio 

y  =  *  +  ^  a;  (y'  —  1 ). 

Itann   nun   folgendermassen  gestellt   w 

n ;   man  sucht  -f  = =  —j=^ 

dB       X  —  xy      y  I  _ 

io  die  ßl.  (II)  im  vor.  §.  nach  s,  wc 

^       dz    ^  l.'I      de^       ^ 
dass  aus  der  Vergleichnng  von  (a)   i 
unde  liegenileD  Gleichung:  t/=:e-\'X, 
Thftlt  man  für  die  gesuclite  Reihe: 

\.x*  ^1.2  dg  ^2!  2« 

x^    d'jg* 

"*'  3 i" 2»  ~      d 


r»»v* . 
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351.  Das  Lagrange'sche  Theorem  lässt  sich  auch  mit  Yortheil 
auf  die  Auflösung  des  Problems  der  Umkehrung  oder  Rever- 
sion der  Reihen  anwenden.  Es  sei  die  Reihe: 

^  =  Ä,y  +  a^iß  +  %y^  +  «4^*  + (1) 

gegeben;    man   soll   y   durch   eine   nach   Potenzen   von   x   fortlaufende 
Reihe  ausdrücken.  Man  setze: 

«1^  +-0,^  +  a.^y^  + =  (p{y), 

60  wird 

^  =  fp{y)\ 

schreibt  man  diese  Gleichung  in  der  Form: 

y 


y 


X  . 


V'  (3^) ' 


ttud  Tergleicht  sie  mit  der  Gleichung:  y  =z  z  -\-  xf{y),  so  hat  man: 


y 


()      f(y)  =  —*;-. 


Man  nehme 


;/ 


^^■"  =  .7iP)  =  ^^'^' 


so  wird 


F{,) 


9  (^)       «1  +  «i^  +  «n^"  +  •  •  • 


j"(^)[/-u)i*  =  rw[/"wr 


•  ^ 


«-,1^+1 


(m) 


somit 


J^(/)  1/(^)1* 


k  + 


<l" 


Setzt  man  nun  der  Kürze  wegen    "^|/(^)|''**  =  (/MM^^'),  so  ergibt 
sich  durch  Anwendung  der  Gl.  (I),  §.  34V),  indem  z  =  0  ist : 

Es  ist  aber: 

entwickelt  man  den  2^*"  Theil  noch  dem  polynomischen  Lehrsatze   und 
bezeichnet,    wie   in   §/  Gl,    Bd.  I,    die  Polynomialcoefficienten  der  n^^ 


H  U 


Potenz  mit  Aq,  ä^  ,  Ä^  u.  s.  w. ,  so  wird : 

■  rfc-fii    -'(k-^i)     —(k+i)      --{k+it 
[/•(5)]*-'  =  A,  +  A,z  +  A^z''  +  A^z''  +  .  .  .  . 


□g  folgt  zunächst  für  k  =  ' 

f{0)  =  F{0)  =  a\. 
ftmal  differenzirt  gibt : 


a)C*)(0)  =  1.2.3...(Ä—  t)k.Äk 
iD  dieser  GleichuDg  der  Reihe  iia< 
itairt  die  erhaltenen  Werthe  in  die 


l,  +  iJ^x  +  iA,x^+  1^3='  + 


jsucbte  durch  Umkehrang  von  (1)  ei 
rscbeineoden  Polynomialcoefficienten , 
er  2**  der  —  2"",  ...  der  w"*  de 
sihe: 

^  +  «,«  +  a,^*  +  a.^»  +  .  .  .  . 
im  §,  64  angegebenen  Verfahren 
im  folgenden  §.  noch  einmal  darauf 

ihlussG  dieses  Kapitels  mögen  aber 
bnung  auf  die  Entwickelung  nnd 
I  Beispiele  Platz  finden,  welche  zugle 

fuhren. 
i  m'"  Potenz   der  endlichen  oder  un 

,  +  "i^  +  "i^*  +  "3^*  + 

I  setze : 

■agX^  +  ...Y  =  Ä,+Ä,x  +  I,3>'-{ 
Sntwickelnng  offenbar  zukommen  vn 
tob  X,   so  kommt: 
*+a,x^ +  ....)"-' ia,  +2«,:.  +  ; 

=  i,  +  2-4,3!  +  sijai*  + , 

beiderseitig  mit  «^  +  «,a:  +  a^x^  - 
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malüpticiren,  mit  ROcksicbt  auf  (m) : 

n{Aa  +  i,a:  +  A^x^  +  A^x^  +  ...)(«,  +  2a,af  +  3a^x*  +  ...)  = 
=  {1,  +  2A^x  +  zl^x*  +  ....)  («„  +  o,x  +  a.x"  +  a^x^  +...). 
Ordnet  mui  beide  Theile  nach  steigeoden  Potenzen  von  x,  und  setzt, 
gemäss  dem  Satze  der  unbestimmten  Coefficienten ,  die  den  gleichen 
Potenzen  von  x  entsprechenden  Coefücienten  einander  gleich ,  so  er- 
halt mau: 

o„^"  =»a,A„, 
2a,Jj  +  a,A,  =  ina^A^  +  na,Aj, 
3"o^3  +  2o,^ä  +  a^A^  =  3«ßj^a  +  2«a,ji,  +  na^A^, 
somit: 

R^vi,  ^  na^Ag, 
2a^A^  =  2na^A^  +  («  —  J)«,^,, 

Za^A^  =  Sna^A^  +  (m  —  2}  a^A^  +  (2n  -  1)  a^A,, 
u.  s.  w. 
welche  Gleichungen   die  Poljnomialcoe^cienten   in   rekurrirender  Form 
geben.  Ffir  den  ersten  A,^  findet  man,  in  (m)  x  =  0  setzend:  A^=a,,". 
Diese  Formeln  enthalten  das  Rekursionsgesetz,   welches  schon  in  Bd.  I, 
S,  94,  angefahrt  wurde.  | 

II.  Es  sei: 

ff  =  a  +  ßx+yx-'  +  öx^+ , 

und  ly  in  eine  nach  Potenzen  von  x  geordnete  Reibe  zu  entwickeln. 
Uan  setze: 

/ (a  +  ßx  +  ;'x^  +  dx'  +  ...)  =  A  +  Bx+  Cx^  +  Dx^  +  .  .  ..  (m) 
so  fülgt  durch  BifTerenziation  dieser  Gleichung: 

a  -\-  ßx  -{-  yx"  +  öx^  +  ex*  +  .  .  .  ' 

Ordnet  man  beiderseits  nach  Potenzen  von  x,  bo  findet  man  nach  dem 
Satze  der  unbestimmten  Coefficieuteu : 
ß  =  aB 

iy  =  ßB  +  2aC 

3d  =  '/B  +  2ßC  +  3«D 

4e  =  ()B  +  iyC  +  ZßB  -f-  iceE, 


% 


mgen  die  Coefficienten  B,  C,  I),  K  . 
Fficienlen  A  betrifft,    so   findet   man 
0  setzt, 
kanntlich  [Bd.  I.,  S.  270,  Gl.  ('2'i)| : 

iese  Gleicbnng  logarithmisch  *),  so  otI 


-S)-  ('".&)-•"■  (' 


-+  /-—:.* 


<^  ;(^   sein,    so   hat   man   nüch   d 


+■   ä^M   +    4 w  +  ■  ■  ■         f_  2  . 3 

lliclie  besliinmte  Zaiil  ist,    da  die  lin 
ivergirt,    wenn    an  >  1   [I.  Bd.  §.  ' 


liesen    Werth    von    cotg  jr ,    nebst    di 


nämlich  von  hciden  Theilen  der  Qleichung 
difTerenzirt. 
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cotg  2«  Fesültirendea  iu  die  identische  Gleichang:  t^  x  =  cotg  x 
—  2  cotg  a«,  ,(Bd.  I.  8.   115.),  so  folgt: 


(3) 


]'<  +  -. 


vo  die  angedeuteten  Orenzen  der  Convei^enz  daher  rühren,  dass  die 
Reihe  (2)  für  cotg2x  in  Anspruch  genommen  wurde. 

Die  in  diesen  Reihen  erscheinenden  Zahlen:    B^,  B^,  B^, 

hoissen  die  Bernou tt i'bchen  Zahlen.  Zur  Berechnung  derselben 
lassen  sich  Rekarsioiisformeln  auf  mehrfache  Weise  entwickeln.  Schreibt 
man  z.  B.  die  Gl.  (2)  in  folgender  Form: 

X     \  2!     '  41     -  ()!  / 

□cd  setzt  für  cos  £  und  sin  x  die  entsprechenden  Reihen,    so  kommt: 

2!  ^4!        (!!  ^ 

'-3T  +  5T-7T  +  '  ■)('-;,  ».'"-IT  "."'-■)• 
and  man  erhält  nach  vollzogener  Multiplikation  durch  Gleichsetzong 
der  Coefficienten  der  gleichen  Potenzen  von  x: 


h"^ 

— 

2!  +  3! 

=  0, 

-^"^ 

- 

.+JT 

1 
6!  " 

=  0, 

^«> 

- 

37-iT^' 

.  +  Ä 

■^"^ 

1 

57 

+ 

A""' 

2«. 
C3»)l 

Bu 

1 

^'        3!  ■ 

(2«- 

2)7"" 

-n  + 

1 

5!- 

(2«  —  4) 

;B„ 

,-. 

±r.^ 

-1)!2 

5»,   + 

1 

(2»)1 

± 

1 
(2»+l)- 

!  " 

0, 

>ier,  wenn  man  die  zwei  letzten  Glieder  jeder  Gleichung  redacirt,  und 
(«des  Glied  durch  2  dividirt : 


?Ü1'r        _1     A-'-B         4.i    _-*— 
(8n)l   '-'      3  I  (2»  -'i) '  '       •1  i  (2»  -  1)! 

+  __■__       2'  I  5 

^  (2»  -  3) !  4  1 
Maa  findet  hieraae: 

'        6  '       '        30         ^       42         '        30         *        6( 
7        „  3617      „  438C7 

Da  sofort  die  Bernoullischen  Zahlen  als   bekannt   angc 
können,  so  ist  durch  die  Gl.  (l)  die  Summe  der  recipn 
tenzen  aller  auf  einander  folgenden  Zahlen  gegeben, 
durch  2^",  so  kommt : 

2!.  T^,.  Tg,.  T  2.(2»)! 

und,  wenn  man  diese  Gleichung  von  (1)  abzieht; 

_i      _i_,  J_+       ._C2'"-i)_«.-, 

li«-r  3B„-r  js,  -r  2.(2«)! 

dorch  welche  Gleichungen  auch  die  Summen  der  ret 
Potenzen  aller  aufeinanderfolgenden  geraden  und  ui 
jfegeben  sind. 
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VIERTES  KAPITEL 

ÜBER  HIE  AOSMlTTELiniO  £IE9  WAHREN  WERTHES  VOK  GRÖSSEN.  WELCHE  SICH  UNTER 
UNBESTIHUTEN  FORMEN:  — ,  £-  IT.  S.  W.  DABUIETEÜ. 


858.  Wenn  f{x),  F{x)  zwei  FDnktionen  von  x  bezeicbneD,  welche 
für  dea  besonderen  Werth  x  =  a  beide  verschwinden ,    so  nimmt   der 

V(.) 

-r-  OD,  bat  aber  nichts  desto  weniger  einen  bestimniten  Werth,  welcher 
mit  Hilfe  der  Differenzialrechnung  leicht  ermittelt  werden  kann. 

In  der   That,    man    kann  -^-r-r   &)e   den  Grenzwerth   betrachten, 

F{a) 

welchem   sich   der  Ausdruck  v :  •    ■ — ri  l*ci  unendlich  abnehmendem  A 

F{a  +  k) 

unendlich  nähert.  Nun  ist  unter  der  Voraussetzung,    dass  die  Fanktio- 

nen  f{x)  und  F{x)  in  der  Nfihe  des  besonderen  Werthes  x^a  stetig 

sind,  nach  dem  Taylor'scben  Lehrsätze : 

fiaj-  h)  ^  f{a)  +  hria  +  U)  _r{a  +  Gh) 
F{a+'h)      JF(a)  +  Äf  (o  +  ÖA)       J'(a  +  6A)' 

da  der  Voraussetzung  nach  f{a)-^ F{a)^0.  Zur  Grenze  übergebend, 

erbfilt  man  hieraus: 

F{a)      r(a)-  ^  > 

Durch    diese  Gleichung   ist  der  Werth  des  Bruches  —,■-{   unzwei- 

F{a} 

dentig  bestimmt,  wenn  nicht  die  beiden  Grössen  ^'(a)  nnd  F{a)  eben- 
falls gleichzeitig  Null  werden.  Man  hat  aber  nach  dem  Xaylor'schen 
Lehisatze: 

f{a  +  h)  _  f{a)  +  hria)  +  ^kr'  (MiM 
Fia  +  h)       F{a)  +  hF{a)  +  JA'^'f»  +  OhY 
somit,  wenn  nebst  den  Funktionen  f{x),  F{x)  auch  ihre  l""Differen- 
zialqnotienten  tta  x  =  a  verschwinden : 

/•(g  +  h)  _  r(a_+ ÖA) 
F{a-\-k)       F"{o+eÄ)' 
worans  für  A  =  Ot 
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woraus  durch  Auflösung  nach    ^-, : 

F{a)       y{a) 
folgt.     Es  gilt  daher  hier  dieselbe  Regel,    wie  für  die  oben  behandelte 

Form  — . 


Z.  B.  Die  Funktion :  —  wird  ^  inr  x  —  co;  nun  ist  /"  (a?)  =  - , 


Ix 

X  ^  '    ^  '       X 

F'(a;)=  1,    und  vv/  (  =—  \   somit   der   wahre  Werth  der  Funktion 

^  ^  F  [x)        X 

=  0  für  o:  =  00 . 

II.  Ist  y  =;   -—--{  —  ;. ;  { ,    so  kann   diese  Funktion   för   x^=^  a 

F{x)       0{x) 

die  Form  od  -  oo  erhalten ;  man  wird  in  diesem  Falle  beide  Brüche 
auf  eine  gleiche  Benennung  bringen,  und  einen  der  obigen  Fälle  er- 
halten. 

So  ist  y=- — r,  — V  ==  00 —  00  für  a;  =  0;  es  ist  aber,  wenn 
sinn;-       x^ 

x^  —  sinüff^ 
man  auf  einen  gemeinschaftlichen  Nenner  bringt,  y  =  — -^  ~~»  - ,   wel- 

X   smx^ 

eher  Bruch  wird  für  x  =  0,  und  für  dessen  Werth  man  nach  vier- 
maliger Differenziation  des  Zählers  und  Nenners  ^  findet. 

III.  Ist  y  =  fix).  Fix)  und  ({x)  =  0,  l^(a?)  =  oo  für  a?  =  a, 
so  erscheint  die  unbestimmte  Form  O.oc ;  man  wird  in  diesem  Falle 
setssen : 

fix)  Fix) 

//  =  — -"  oder  y  =  —^ , 


Fix)  fix) 

wodurch  man  wieder  auf  die  Formen  ~   oder  ^  kommt. 

IV.  Ist  endlich  y={fix)Y^^\  so  kann  dieser  Ausdruck  für  einen 
besonderen  Werth  von  x=^a  eine  der  folgenden  unbestimmten  Formen : 

0^   00  ^   1±«,  0** 

annehmen;  es  ist  aber  Iy=  Fix),lfix),  und  somit  für  x=^a  in  die- 
sen vier  Fällen: 

ly  =  0.10  =  —  O.ao,  /^  =  O.Zoo=0.oo, 

ly  =  ±_  -/> .  Zl  =  +  0  .  X  ,  7;^  =  +   X)  .  /O  =  hF  00  , 


^ 
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Formen,  deren  Werthe  nach  dem  obigen  ausgemittelt  werden  können. 
Ist  Ä  der  gefundene  Werth,  also  7y  =  :4.  für  x  =  a,  so  ist  y  =  c*. 
Im  4**°  Falle  hat  man  übrigens  unmittelbar  y  ==  e**;  d.  h.  die  unbe- 
stimmte Form  0**  hat  den  Werth  0  oder  <x> ,  je  nachdem  das  obere 
oder  untere  Zeichen  stattfindet. 

Z.  B.   y  =  x^\  für  rc  =  0  wird  y  =  0"^  =  1. 

—  j       ;  für  a;  =  0  wird  y  =  oo*^  =  1. 

y  ==  (1  +  x)*;  für  a;  =  0  wird  y  =  1*  =  e. 

355.  Es  kann  der  Fall  eintreten,  dass  der  Taylor'sche  Lehrsatz 
zur  EntWickelung  der  Funktionen  f{x)  und  F{x)  für  den  besonderen 
Werth  X  ^  a  unbrauchbar  wird  [§  346] ;  in  diesem  Falle  werden 
nebst  diesen  Funktionen  ihre  sämmtlichen  Differenzialquotienten  Kufl 
oder  unendlich,  und  das  in  den  vorstehenden  Paragraphen  dargestellte 
Verfahren,  welches  sich  auf  die  Taylor'sche  Reihe  stützt,  kann  offen- 
bar nicht  zum  Ziele  führen.  Man  wird  dann  in  dem  gegebenen  Aus- 
drucke ,  welcher  für  x  =  a  eine  der  unbestimmten  Formen  annimmt, 
a  -{-  h  statt  X  setzen  und ,  wenn  nöthig ,  nach  Potenzen  von  h  ent- 
wickeln; der  gesuchte  Werth  ergibt  sich  sodann,  wenn  man  in  dieser 
EntWickelung  ^  =  0  setzt. 

\/x—l  0 

Ist  z.  B.  y  =  -j — — ,  welcher  Ausdruck  für  x  =  l  die  Form  --r 

*. 0 

annimmt,  so  erhält  man,  x  =  1  -{-  h  setzend : 

y  =  -3-?-^~=  -3-^^ =  0  für  Ä  =  0. 

V2M^P       1/2 +  Ä 

Es  ist  also  y  =  0  für  a?  =  1. 

Man   sieht  leicht  ein,    dass  dieses  Verfahren  ganz  allgemein  isl, 

und  selbst  dann  oft  mit  Vortheil  angewendet  werden   kann,    wo   auch 

die  Differenzialrechnung  den  gewünschten  Aufschluss  gewährt.  So  hatten 

X  ~~-~  sina?  0 

wir  oben  den  Bruch  y  =  — ^- — „  ,   welcher  für  a;  =  0,    -—     wird ; 

a;^sina;'*  0 

h^  —  sin  h* 
setzen  wir  a?  =  ö^  +  Ä  =  0  +  Ä  =  7»,  so  kommt :   y  =  -rr^  .   ■,. — : 

Ä*sinÄ*     ' 

nun  ist  smh  =  h  —  - — f-  ^ ;  sin  h^  =  h^  —  ^;-  +  rr-  —  •  •  . 

3 !  ^  ö !  '  3    ^  45 

übereinstimmend  mit  dem  oben  erhalteneu  Resultate. 


FÜNFTES   KAPITEL. 

ÜBKR   UIB  ÖRÖS^TBN  TJNH   KLBrNSTKN   WEBTHE   DEIl    FUNKTIONEN. 


I.  Haxima   nnd  Minima   der   Funktionen   von   einer   ver- 
Anderlichen  Grösse. 

866.  Wenn  der  Werth  f{a),  welchen  die  Funktion  y  =  f{x)  fflr 
den  besonderen  'Wertfa  x  =  a  der  nnabhängtt;  VerSnderlichen  an- 
lümmt ,  grösser  ist ,  als  die  ihm  anmittelbar  vomnsgeh enden  und 
nachfolgenden  Werthe:  f{a  —  h)  nnd  f{a-^h),  wobei  h  beliebig  klein 
«genommen  werden  mag,  so  sagt  mao,  der  Werth  f{a)  sei  ein  gros s- 
ter  Werth  oder  ein  Maximum  der  Fanktion  f{x).  Ist  der  Werth 
/■{•)  kleiner  als  die  beiden  Nachbarwerthe  /"(«  —  h)  und  f{a  +  A), 
so  heiaat  derselbe  ein  kleinster  Werth  oder  ein  Minimum  der 
Funktion  y  =  /^{^)- 

£s  folgt  hieraus,  dass  im  Verlaufe  einer  Fnnktion  jedesmal  ein 
Maximum  eintritt,  so  oft  sie  ans  dem  Zustande  des  Wachsens  in  jenen 
des  Abnehmens  übergeht ;  nnd  ein  Minimum,  wenn  der  {Jebei^ang  ans 
dem  Abnehmen  ins  Zunehmen  erfolgt.  Eine  Funktion  kann  daher 
mehrere  Hasima  nnd  Minima  haben ,  kann  aber  auch  deren  gänzlich 
ermangeln,  wie  z.  B.  die  lineare  Fnnktion :  ^  =  ax  +  b.  Auch  er- 
kllrt  sich  hieraus  ganz  einfach,  dass,  im  Falle  die  Funktion  mehrerer 
Ifaiima  nnd  Minima  fühig  ist,  nicht  zwei  Maxima  oder  zwei  Minima 
nnmiltelhar  aufeinander  folgen  können,  sondern  dass  die  Maxima  nnd 
Minima  regelmSssig  mit  einander  abwechseln  mOssen.  Man  kann  sich 
dies  alles  sehr  leicht  versinnlichen,  wenn  man  die  Curve  construirt 
denkt,  deren  Gleichung  y  =  f{x)  ist. 

Eg  bietet  sich  nnn  die  Aufgabe  dar,  diejenigen  Werthe  von  x  zn 
erfbrBcben,  fttr  welche  die  Funktion  y  =  f{x)  ein  Maximum  oder  Mi- 
nimum wird.  Zu  diesem  Behufe  erinnern  wir  nns  des  in  §.  339  nuf- 
geatellten  Satzes,    dass  die  Funktion  y  =  f{x)  mit  wachsendem  x  zu- 

nimmt   "der   abnimmt,    je    nachdem    ihr    1*"   Differenzialquotient :    -j- 

=  f'{x)  positiv  oder  negativ  ist.  Hieraus  folgt,  dass  beim  Durch- 
gänge der  Funktion  durch  ein  Maximum  oder  Minimum  der  I'*  DifTeren- 
aialqaotient  f  [x)  sein  Zeichen  wechseln ,  und  somit  für  jenen  Werth 
x  =  a,  welcher  die  Funktion  zum  Maximum  oder  Minimum  macht, 
entweder  Null  oder  unendlich  gross  werden  muss,  je  nachdem  derselbe 


^iWr-'i 


'S 


S2 

bei  diesem  Uebergange  stetig  bleibt,  oder  eine  Unterbrechung  der 
Stetigkeit  erleidet.  Die  Auflöaang  dei:  GleichuBgea: 

/"  [x)  —  0  oder  f  [x)  =  ao 

■»  • 

bietet  daher  diejenigen  Wert  he  von  a-'dar,  welche  ein 
Maximum  oder  Minimum  der  Funktion  /(:r)  erzeugen.. 

Es  ist  dann  noch  zu  entscheiden ,  ob  ein  auf  diesem  Wege  ge- 
wonnener Wertli  X  v:=  a  die  Funktion  /'{x)-  zu  einem  Maximum  odej* 
Minimum  mache.  Hiebei  wollen  wir  annelimen,  dass  dieser  Wertii  aus 
der  Ol.  f  (x)  =  0  hervorgegangen  sei  und  den  ohnehin  seltener  ein- 
tretenden Fall  der  Gleichung  / '  [x]  =  oo ,  später  betrachten. 

Da  der  Voraussetzung  zufolge  /"('<)  =^0  ist,  so  hat  man  gemiss 
dem  Taylor*schen  Lehrsatze : 


f{a  +  h)-/'{a)=  ^    ^^ria  +  bh) 


und 


h' 


im  Falle  des  Maximums  müssen  nun  beide  Differenzen :  /(«  +  ä)—  /'(a) 
und  f{a  —  h)  —  f{a)  negativ  sein,  im  Falle  des  Minimums  aber  positiv; 
das  Zeichen  dieser  Differenzen  hängt  aber,  wie  mau  sieht,  von  jen^m 
der  Grössen  f"{a  -|-6ä)  und  /"(a  —  67* j  ab,  d.  i.  von  dem  Zeichen  der 
Grösse  f"{a)y  da  man  /*  immer  so  klein  wählen  kann,  dass  r{x)  inn^rr 
halb  der  Grenzen  x  =  a,  und  x  =  a  +,  6h  sein  Zeichen  nicht  ändert, 
und  folglich  /"(a)  mit  den  Grössen  /"(a-f-ÖÄ)  und/"(a  —  6ä)  gleiches 
Zeichen  hat.  Hieraus  folgt  also,  dass  der  aus  der  Gl.  f{x):^^0 
folgende  Werth  x  =  a  die  Funktion  zu  einem  Maximum 
oder  Minimum  macht,  je  nachdem  der  zweite  Differen- 
zialquotient  für  diesen  Werth  von  x  negativ  oder  posi- 
tiv sich  ergibt. 

Es  kann  der  Fall  eintreten,    dass  auch  /'"(a)  =  0  ist;    dann  hat 
man: 


/•(«  +  h) 


^w  =  +  r.T73^"'(«)  + 1.2^4  ^•"•^«+-«*^' 


f{a  -  Ä)  -  f{a)  = 


i:¥73^"«  +  r:o-.i^'^(«-^'^)  :: 


Ist  nun  f"'  (a)  von  Null  verschieden ,  so  haben  die  beiden  Diffevensi^aii 
f{a  +  h)  —  f{a)  und  f{a  ---  h)  —  f{a)  entgegengesetzte  Zeichen,  <te^ 
man  ?^  immer  so  klein  wählen  ks^n,  dass  das  Zeichen  dieser  Dl(feTQI^T 
zen  durch  das  Zeichen  des  V^^^  Gliedes  im  2^^"  Theile  obiger  Gleichungen 


bflstimMt  wird  f^.  16,  k)\-,  in  diesem  Falle  ist  also  /'(i)  weder  ein 
Maximam  Doch  ein  MiDimam.  Ist  aber  auch  f"'{a)  =±:  0,  so  wird 

na  +  h)-f(a)  =  ^~  /■■■(«  +  «»).  /■(«-»)-/-(«)  =  ^r  (<■- 9-ft); 

beide  Differenzen  hahen  wieder  gleiche  Zeichen,  nämlich  jenes,  wdches 
dw  3r&S6e  /'"(<■)  srokommt,  da  das  Z«icfaen  dieser  OrOsse  für  sehr 
Ideinö  ■/»  *fln  jenem  der  Grössen  {'"{a  -\-  f)h)  und  f"{a  —  f^h)  nieht 
versdiieden  ist.  Es  tritt  also -wieder  ein  Masimnm  oder  liinimnm  ein, 
j«  uatihdem  sidi  f"  (d)  negatir  oder  positiv  ergibt. 

Sollte  aach  f"  (a)  =  0  werden ,    so  scbliesst  man  ganz   auf   die- 
ssHmi  -WeiSQ  ans  den  Gleichgngen : 

/■(«  +  A)  -  na)  =  +  ~,P («)  +  ^  f"  («  +  efc) , 

/■(«  „  A)  -  /■(«)  =  „  J'  p  (a)  +  ^1  f'  {a  -  870 , 

dass  die  Existun^i  eines  Maximums  oder  Minimums  an  die  Bedingung 
f'{a)-^  0  gebunden  ist.  und,  wenn  diese  erfüllt  ist,  das  erstere  oder 
das  letztere  statt  finde ,  je  nachdem  f'  {a)  negativ  oder  positiv  ist. 
Auf 'diese  Weise  gelangt  man  zu  dem  Satze,  dass  ein  der  Glei- 
'«b'nng  /*(»;)  =  OGentlge  leistender  Wert h  dieFnnktion 
f^x)  nur  dann  zu  einem  Maximnm  oder  Minimum  mache, 
*^(nh  der  erste  für  3:  =  a  nicht  verschwindende  Di  ff  er  en- 
z'fältiaotient  von  gerader  Ordnung  ist;  und  zwar  tritt 
fefb  Maximum  oder  Minimum  ein,  je  nachdem  dieser 
ÖTTfcrönzialqnotient  für  x  =  a  negativ  oder  positiv  ist. 
Es  kann  vorkommen,  dass  der  aus  der  Gleichung  f'{x)^=0  ge- 
zogene Werth  X  ^=  a  den  zweiten  Differenzialquotienten ,  so  wie  die 
folgenden  nnendlich  gross  macht ;  die  eben  entwickelte  Regel ,  um  zu 
entscheiden,  ob  ein  Maximum  oder  Minimum  stattfinde,  versagt  dann 
ihre  Dienste,  eben  weil  die  Sätze,  anf  welchen  sie  beruht,  der  Tay- 
lor'sche  Lehrsatz  nämlich  oder  das  in  Gl.  6 ,  §.  342  ausgesprochene 
Theorem  anf  die  Funktion  f{x)  fflr  x  =  a  nicht  anwendbar  sind ,  da 
ihre  Differenzialquotienten,  vom  2"*"  angefangen  fflr  diesen  besonderen 
Wertet  von  x  eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  erleiden.  In  diesem 
Falle  bleibt  nichts  übrig,  als  den  Lauf  der  Funktion  in  der  Nfihe 
48«  Wet-thes  X'=a  besonders  zu  untersuchen,  indem  man  die  Werthe 
f{a  -f  /*)  and  f{a  —  h)  entwickelt ,  und  mit  /{«)  vergleicht.  Findet 
ntaa  'ffir  ein  beliebig  kleines  A,  f{x  -|-  h)  und  f{x  —  k)  kleiner  als  f{a), 
ao'HV  if(»)  ein  Maximum,  im  Gegentheile  ein  Mimrann). 

6- 


ren    ht   aus   Kl^iclieii  Oii 

welche    etwa   ans    der   ■ 


terniig   des  Verfahrens   r 

B  Werthe  von  x,  welche 
)  =  4,r=  -  21.-r*  +  I8:r 
er  MinimDDi  machen.  Mai 
-  1 2-r^  —  42a;  -f  J  H,  wel 
lesachten  Werthe  die  Glei 
rzeln  ^  und  3  sind.  De 
wird  negativ  für  a;  ^  J, 
at  daher  für  a- 1=  ^  eii 
mm  :=  -  57. 
n  zwei  Theile  t  und  a  - 
x"{ii  a-')"  ein  Mnxima 
ve  gan^.e  Zahlen  rerslanij 

T~-'{a~xy  '[«"   -•• 


-  »,13— '(fl  .rV"--',  al 
In  ßezng  auf  die  Wertiit 
mf  der  Funktion  f(x)  in 

=  0  +  h  =  +  h,  30  \ 
■h)"(a  hr,r{0  -h)- 
positiv,  wenn  n  gerade, 
;erade  ist;  der  Werth  ,t 
erade  ist ,  aber  weder 
[erade. 

c  ^  H  erhält  man : 
fAl-f      hy-.f{n~    h)  — 
limum,  wenn  m  gerade; 
och  ein  Minimum   statt. 


'^^^^^Sf. 
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^..,-,..^f)l^l  man  '»?,.=.»  ==  ',   so  ergibt  sich  für  j:  =  J«  das  Maximum 

der.t'wiktijm^j/  =  x{a  -  ■  j;);    hiedurcli  ist  die  Aufgabe  getost,    unter 

allen  Rechtecken  von  gleichem  Umfange  dasjenige   anzugeben ,    welches 

den  grössten  Inhalt  hat;  es  ist  das  Quadrat. 

1  —  lx  ,     , . 

I    ,    ^  -     -—  ^  u ,     und     hieraus 
X  dx  x" 

1  — tj;  =  0,  somit  x  =  t.-  Femei'  wird    ,-,  =  — '-  -^-     -  negativ  fflr 
x-=ey   difiser  Werth  inauht  daher  die  Funktion  --    m   einem   Masi- 


■4.    Die  Zahl  x  zu   Buchen,    deren   :e*«  Wurzel   ein  Maximum   ist. 
Ans  der  Gleichung: 

.-.■'■■  p-^x'    io\gl    ^-^=x'        {l-lx)  =  \),  .^ 

welche  Gleichung  den  Werth  x^c  liefert.  Der  2'^  Differenzialquolienl :  1 

„-.  äx'  —  ^''        {i  —  l^f-^''        {3—-21X)  1 

wird  für  diesen  Werth  negativ  {  =  —  C      J;  somit  ist  c"    ein     Maxi-  "j 

„  -,     ■  !  -j 

mnm  der  Funktion  x-'.  j 

b.    Für  ff  =  f(x)  =  a  -f  lix(c  —  Sx)^   erhält  man  :  ■! 

dx 

TOD  X  den  2""  Differenzialquotienten    ^-^  = p.  also  negativ  macht. 

(|c)» 

nnd  Bomit  ein  Maximum  der  Funktion,  =((-]-  ^bc  Vv^c''   erzeugt. 

Auch  die  Gleichung  -  -  =  oo    bietet   hier   eine  endliche  Auflösung 

dKN  4ndem  man  c  -  3^:  =  U  setzt  nnd  hieraus  x  ^  Je  zieht.  Um  zn 
Wfabref^  ob  dieser  Werth  von  x,  welcher  auch  die  höheren  DifTeren- 
zialquotienten  nnendlich  gross  macht,  ein  Maximum  oder  ein  Minimnm 


liUq 


'•H 


._l 


^9d8. '  Iit  ,{/ ..a)$   fUHktioii    von   x   implieUe   durch   die  Gleicbuag 
/'(x,  y)  =  0  gegeben,  so  wird  man  in  Ueberein Stimmung  mit  den  in  §.  3&ti 

entwickelten  Prineipien  dan  l*"  Differeuzlalquotienten  ■--  =  f'(x,    y) 

entwickeln  [§.  324j  und  =0  setzeD.  Durch  Elimination  von  y  ans 
den  beiden  Gleichungen  t{x,  y)  ^  U,  f'{x.  »)  ^^  0,  erliält  man  sofort 
jene  Wertfto  von  x,  welclie  die  Funktion  zu  cinom  Maximum  oder  Mini- 
mum rmcben,  welche  W«rthe  in  eine  dieser  Oleichungou  snbstituirt,  die 
zugehörigen  Maximums-  oder  Minimuras-Werthe  der  Funktion  liefern, 
Dass  die  Ordnung  der  Elimination  auch  umgekehrt  worden  könne,  ist 
för  sich  klar.  Das  Zeichen  des  2""  DilTeren/ialquotienten  entscheidet 
wieder  wie  früher,  ob  ein  auf  diesem  Wege  gewonnenes  System  von 
Wertficn  von  x  and  f/  einem  Maximnm  oder  Minimum  entspreche. 

Da  aus  /(a;,  y)  =  i)  bekanntlich  [§.  332,  Gl.  2)  und  3)]: 


4y  dx       (fy  dx^  dxdi/  dx 


^  dy-"  \dx/ 


dx  d[_'    dx'^  df 

äff  dy 

folgt,  so  sieht  man  leicht,  dass  zur  Ausmittelung  der  gesuchten  Werthe 

■  dx- 

werden  kann,    und  dass  der  "i^  DifTereuzialquotieDt  füi'  die  bo  erhalte- 
nen Werthe  von  x  und  y  durch  den  Ausdruck : 

dx''~  ~  'dl 
dy 
gegeben  wird. 

Beispiel,    Es  sei  die  Gl.:  y*  ■-- Ib'jj;  +  a:*  =  0  gegeben.  Man 

Sadet  hieraus :  --  =  —  ^ ^  ,  und  hat  somit  j:'  —  uV  =  y  z"  setzen. 

d<£  y'—a'x 

Dnrch  Verbindung  dieser  Gl.  mit  der  ursprünglich  gegebenen  erhält  man : 

x  =  ±a^-i,    ff  =  ±a^2f, 
HO  die  oberen  und  unteren  Zeichen   zusammengehören.     Mit  Rflcksicht 

dy  d*y  3«* 

auf   die   Gl.    ,    =  u  wird  ferner    ,  ^  =  -., ~^,    welcher  Ausdmck 

ax  dx'       a'x  —  y' 

durch  Einfahrung  obiger  Werthe  von  x  und  y  den  Werth: 


1 
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+  --4T  — 

a(V3  — 1) 

annimmt.  Die  oberen  Zeichen  entsprechen  somit  einem  Maximum,  die 
unteren  einem  Minimum. 

IL  Maxima   und   Minima   der   Funktionen   mit   mehreren 
Ton  einander  unabhängigen  veränderlichen  Grössen. 

359.  Es  sei  ^  =  f{x^  y  ^  u,  .  .  .)  eine  Funktion  mehrerer  von 
einander  unabhängigen  Veränderlichen  x^  y,  u^  , . .  und  a?  =30,  ^=.(>i 
w  =  c,  ...  ein  System  besonderer  Werthe  dieser  Veränderlichen  vofti 
der  Beschaffenheit,  dass  der  zugehörige  Fonktionswertii  /'((^  &,  c,  .  .  .) 
grösser  sei,  als  alle  benachbarten  Werthe,  welche  man  erhalten  würdet 
wenn  man  für  x,  y,  u,  . . .  andere  von  a,  b,  c,  . . .  beliebig  wenig  ver- 
schiedene grössere  oder  kleinere  Werthe  substituirte ,  so  nennt  man 
diesen  besonderen  Werth  f{a,  6,  c,  ...)  ein  Maximum  der  Funktion  ,0.  ^ 
Ist  aber  dieser  Werth  kleiner  als  alle  seine  Nachbarwerthe ,  so  heisst. 
derselbe  ein  Minimum.  Es  handelt  sich  nun  darum,  das  System  der 
besonderen  Werthe  x  =  a,  y  =  b^  u  =  c,  .  .  ,  aufzufinden,  welches 
der  Funktion  einen  grössten  oder  kleinsten  Werth  ertheilt. 

Zu   diesem  Behufe   betrachten   wir  x,    y^    u,   ...  als  Funktionen 
einer  neuen  Veränderlichen  a,  indem  wir  setzen: 

x  =  q){a),  y  =  ip{a),  w  =  x(a),  .  .  .; 

damit  die  Grössen  x,  y,  u^  .  ,  .  unabhängig  bleiben,  genilgt  es  offen- 
bar, die  Form  der  Funktionen  y,  xp ,  Xi  •  •  •  völlig  unbestimmt  zu 
lassen ;  durch  gehörige  Wahl  dieser  Form  wird  es  dann  immer  möglich 
sein ,  jeder  der  Grössen  rr ,  y,  u ,  ...  für  einen  bestimmten  Werth 
von  a.  jeden  beliebigen  Werth  zu  ertheilen.    Hiedurch  wird : 

e  =  f{x,  y,  w,  .  .  .)  =  f[(p{a:\  ip{a),  x(«),  •  •  -l 

und  erscheint  nun  ^  als  Funktion  der  einzigen  Veränderlichen  a, 
wodurch  die  Aufgabe  auf  die  bereits  bekannte,  für  Funktionen  einer 
veränderlichen  Grösse  die  Maxima  und  Minima  aufzusuchen,  zurück- 
geführt ist. 

Gemäss  den  in  §.  356  entwickelten  Principien  muss  daher  ffir  den 
Fall  des  Maximums  oder  Minimums  zunächst  die  GL: 

d£i  

da 

erfflüt  werden,  eine  Gleichung,  welche  mit  Küoksicht  auf  den  Umstand 


=  0.  .  .  .  {•£) 


dass  2  eine  Funktion  von  x,    y,   u,   .  .  .  ist  und  diese  Grössen  von  a  '^ 

abbSngig  gemacht  wurden,  die  Form:  '^ 

ds    dx        (i^    dt/        de    du                jl 

'■-'    ■'"■■     '''    dx'dä'^d^'dii  '^dii'dä'^                                         '    '  .'« 

annimmt.    In  Folge  der  Unbestimmtheit  der  Funktionen  ip.    il\  ■/,,...  % 

sind  aber  die  Grössen  x,    y,    u,    ...  und  somit  auch  die  DiBerenzial-  | 

qobUeBten :  ■  ■■ä 

dx           ,        ■    dy                      du          ,,  i 

.        ,ö  =  fW.  *,  =  *(-),  s,  =  z (").■••  j 

jedes"  beliebigen,  willkürlichen  WerUies  ßLhig,   und  die  letzte  Gleichung  •! 

tilQtti  'ilemnsch  nur  bestehen,  wenn  die  Coeflicienlen  dieser  Differenzial-  X 

qaotienten  jeder  für  sich  verschwinden.  Hiedurch  ergeben  sich  die  Be-  ä 

d&^jWigsgleicbnngen :  H 

^"  dz  dz  du 

-     ■  äx  dy  d\t 

welcb^  dasjeDige  System  vou  Werthen  der  nnabhängig  VeränderlißheB 
GeDäge  leisten  muss,  welches  ein  Maximum  oder  Miniranm  der  Fank- 
ti0D~  erzeugen  soll.  Diese  Werthe  ergeben  sich  sofort  dnrch 
Auflösung  der  Gleichungen  (2),  welche  man  erhält,  in- 
dem man  die  parti  eilen  Differential  quo  tienten  der  Funk- 
tion z  gleichNnlt  setzt,  deren  Anzahl  mit  jener  der  un- 
abhängig Veränderlichen  flbereinstimmt. 

Ein  auf  diesem  Wege  gewonnenes  Werthesystem,    x  =  a,  y  =  b, 
u-xei.c,  . , .  macht  onn  bekanntlich  die  Funktion  z  zu  einem  Maximum 

d*z 
oder /Minimum,   je   nachdem   der  '2'''  Differenzialquotient   7-^  für  diese 

besunderw  Werthe  negativ  oder  positiv  wird.  Die  Aufstellung  bestimm- 
ter Kriterien^  nach  vetchen  sich  entscheiden  lässt,  ob  das  eine  oder 
das  andere  eintritt,  erheischt  die  besondere  Betrachtung  der  Funktionen 
von  2,  3,  n.  s.  w.  veränderlichen  Grössen ;  die  hierauf  bezägliche  Uii- 
tersacbnng  wollen  wir  in  folgendem  für  Funktionen  zweier  Yerftnder- 
üchen  durchfahren. 

860.  Ks  sei  demnach 

eine  Funktion  von  zwei  unabhängig  Teränderlichen,  und  x^a,  y  =  b, 
sin  System  von  Werthen,    welches  aus  der  Auflösung  der  Gleicbnngen : 

de  de 


'  Hindurch  gelangt  quid  demnach  zu  folgendem  Schlüsse:  damit  ein 
aas  den  Olgu.  (Ij  ge^ogeneii  System  von  Werlhen  x  =  a, 
jt=l  die  Panlctian  x  zu  einem  Idaximum  oder  MinimaM 
maclie,  müssen  sie  zunächst  der  Bedingung 

/  dV  y    ffz  d^i 

Genüge  leisten,  und  cr/engen  ein  Maximum  odei  Mmi- 
mnm  der  Funktion  e,  je  nachdem  sie  drc  Differential 
qaolientcn 

de"'    dl)' 
gleichzeitig  negativ  oder  positiv  machen. 

Ergibt  sich  fflr  j^  ^  h,  i/  ^  b,  s'  —  rl'^ü,  so  findet  weder  ein 
Maximum  noch  Minimum  slatt,  denn  die  oben  erwähnte  quadratische 
OL  wOrde  ia  diesem  Falle  zwei  reelle  Wureeln  haben  und  folglich  der 

AoBdruck   rm'  ■}-  2sm  -\-  l,    also   anidi   — ^  einen  Zeichen  Wechsel   er- 

Miren,  wenn  man  ffir  m  Werthe  setzt,  welche  zu  beiden  Seilen  einer 
dieser  Wurzeln  liegen. 

' '  DEe  obigen  Kriterien  lassen  endlich  die  Existenz  eines  Maximums 
oder  Uinlmums  unentschieden,  wenn  fOr  a:  ;^  n,  y  =  6,  die  Grössen 
r,  13,  l  gleichzeitig  verschwinden,    oder  wenn  a'  —  rt  =  0  sich  ergibt, 

wpU  der  2**  Differenzialquolient  j- ^  im  ersteren  Falle  für  jeden  Weilb 

von  j»,   im  letzteren  för  m^ verschwindet*).    In  beiden  Fällen 

mOsste  man  die  höheren  Bifferenzialqnotienten  zu  ßathe  ziehen,  was 
jedoch  umständliche  Rechnungen  erfordert;  man  thnt  in  solchen  Fällen 
besser,  auf  anderen  Wegen  sich  die  Ueberzeugung  zu  verschaffen,  ob 
Oin  Uaximmu  oder  Minimum  vorhanden  sei,  oder  nicht.  Häutig  kann 
dies  aus  der  Natur  der  Aufgabe  unmittelbar  entschieden  werden;  wo 
aMt,  so  fahrt  wieder  die  unmittelbare  Betrachtung  der  Nachbatwerthe 
IVB  Ziele, 


*'      ')  Ist  nämlich  g^  —  rt  ^^  0,  so  folgt,  wenn  man  den  hienms  sich  erga- 
bendflit  Werth  veu  1  anbstituht: 


SU&  beidei)  OteicbuBgen  folgt  a;^  ;/=-■-;  das  Dreieck  inuss  dabei 
gleichseitig-  sein,  För  diese  Werthe  folgt  ferner : 

^  "'.'■ .   ■  i?*f^'*^ g  t  '^i^ ■'! 

'■'  dx'     ''iy*  '     fixdj/  3' 

lM  ■'  ■'■-■ 

(I^Y    _**'_?  ^   —     _     1,4 

XdxdffJ       dx^dt/"  ^'   ' 

woraus  man  erkennt ,  dass  der  Inhalt  des  gteicbseitigen  Dreiecks  ein 
M^mnin  ist,  was  übrigens,  ohne  die  '2'""  DilferenzJalquotienten  zn  Hilfe 
zn  nehmen,  schon  aas  der  Natur  der  Sache  leicht  erhellt. 

,,    -JIL,  Maxima  und  Minima  mit  Nebenbedingungien.        ^ 

361.  Häufig  tritt  der  Fall  ein,  dass  die  veränderlichen  GrOsseii 
X,  g,  w,  ....  von  welchen  die  Funktion 

z^f{:r,  y,  u.  .  .  .),  (1) 

welche  ein  Itfaximun!  oder  Minimum  werden  soll,  abhfingt,  an  gewisse 
Bedingungen  gebunden  sind,  welche  durch  Gleichungen : 
L  =  F(x,  y,  u,...)  =  0,  L,  =  F,  {x,  y,  «.  . .  .)  =  U,  n,  s.  w.  (2) 
ansgedrQckt  sind.  In  diesem  Falle  bestehl  die  Aufgabe  darin,  solche 
Werthe  der  Veränderlichen  x,  y,  u,  u.  s.  w.  auszumitteln,  welche  die 
Funktion  e  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  machen,  und  gleichzeitig 
deu  Bedingungsgleichnngen  (2)  Genüge  leisten.  '^ 

Zur  Auflösung  dieser  Aufgabe  bietet  sich  zunfichst  folgender  Weg 
^t^  "Ist  77  die  Anzahl  der  Veränderlichen  und  m  jene  der  Bedingnngs- 
gleichungen,  wo  m  nothwendig  kleiner  sein  muss  als  »,  so  kann  man 
Hflt  fnife  der  letzteren  m  Variable  durch  die  nbrigen  (»  m)  aus- 
dP&cken  und  in  e=-f{X;  y,  u,  .  . .)  snbstitniren ;  diese  Funktion  wird 
ditan  nur  mehr  (n  —  m)  von  einander  unabhängige  Veränderliche  ent- 
halten, and  kann  sofort  nach  den  in  den  vorhergehenden  §§.  gegebenen 
Torschriften  behandelt  werden. 

Dieses  Verfahren  ist  aber  nur  selten  das  ktlrzeste,  und  häufig  un- 
susfährbar,  wegen  der  Unmöglichkeit,  die  erforderlichen  Eliminationen 
zu  bewerkstelligen.  Wir  wollen  daher  noch  einen  anderen  Weg  ein- 
schlagen. 

Damit  die  Funktion  e  =  f(x,  y,  u,  . . .)  ein  Maximum  oder  Mini- 
mum werde,  muss  zunächst  [Gl.  (1),  §.  .S59]  die  Gleichung 


1 


den.  Aus  dieser  GleichuDg  vriirde, sogleich 

Igen,  wenn  die  Grössen  x,  j/,  h,  ...  nnd 
lien  von  einander  Dnabbflngig  wären.  Da  a 
a  differenzirn  man  nun  auch  die  Bedingung 
dadurch : 

<IF   ,      .    dF    ,      ,    >1F 


l'  + 

d„ 

*  + 

d,i 

ii«  +  . 

l'  + 

'F. 

<i>  + 

dt 
.f. 

1*,  + 

nun  mit  Hilfe  dieser  Gleichnngcn,  »>  all  d 
-enzialien  aus  der  Gl.  (3)  eliminiren ;  die 
!)ifferenzialien  sind  nnnmehr  von  einander 
die  Coefticienten  derselben  ^  0  setzt,  ei 
D ,  welche  in  Verbindung  mit  den  m  gegel 
I  zur  Bestimmung  der  «  Unbekannten  hinrei 
irdert,  wie  man  sieht,  nur  Eliminationen 
nd  ist  demnach  immer  ausfahrbar. 
limination  wird  oft  mit  Vortheil  mittelst  un 
hewerksteiliget.  Man  mnitiplicirt  zu  diesen 
n  (i)  mit  ein^m  unbestimmten  Faktor  f., 
elben  sodann  zur  Gleichung  (;S),  so  erhalt 
dg  +  X  dL  +  Jl,  rf/.,  +  .  .  .  =  0. 
ekelt,  und  sogleich  nach  den  Differenzialier 


+ 

+ 

+ 

jleichnng  hat  man  nun  zunächst  die  Coefli' 
ien  gleich  Null  zu  setzen,  welche  man  elii 
>enden  DilTerenzialien  sind  sodann  willkührl 
le  ihre  Coefhcienten  ebenfalls  =  0  zn  si 
llt  man  n  Gleichungen : 


(1+ 

^Z 

+  * 

+ 

..). 

(1+ 

4: 

+  K 

in 

+  ■ 

..)* 

(£  + 

'S 

+  * 

rftT 

+  . 

..).„ 

dF  dI-\ 


Elimination  der  Faktoren  k,  k,, 
Endgleirliungen  ergeben,  welche  i 
jesnchten  Werthe  der  Variablen  bi 
selbst,  dass  die  ersten  Theile  der  ■ 
ikommt,  niclits  anderes  sind,  als 
T  Grösse : 

=  ^  ^  XL  +  l,L,  +  .  ... 
enn   man   zur  FuDktion,    nelcbe 
Jheile   der  auf  Null  redneirten  B 
3  anvoi"  jeder  derselben  mit  einem 
ien  ist. 

nter  allen  Dreiecken,  welche  einen 
ifaalt  =  f  bähen,  dasjenige  zu  üa 
lat. 

t  T,  y,  r  die  Seiler  des  Dreieckes, 
äl  a  gegenober  liegen  mag,   mit  s 

=  X  -\-  y  -\-  i  =^  Minimum 
hangen : 

na;  ^*  :=  a:'  +  y*  —  "ixy  cos «, 
eser  Gleichui^en  erhält  man  non : 

=  dx  +  dy  +  (!«  =  0 ; 
\y  +  ydx\    ede  =  xdx  -\-  ydg. 

icbungen  folgt :  dy=  —      dx,dz  = 

^erthe  in  die  1*^  Gleichung  und  se 
ille  gleich,  so  kommt : 

'  =  0,  oder  (x  --y\{^'f^  +  ' 

»s  Dreieck  wird  daher  gleicbsckeDl 


len  Schenkel  den  gegebeuen  Winkel  einschliesien.  Hit  Hilfe 
!ii  BedinguDgsgleichungen  findet  man  jetzt  leioht: 

T  =  y  :=  yä/^osec  u,     e  =  2  ^ftg  |  a. 
)ie  kürzeste  Entfemnog  zweier  Geraden  im  Raome  in   finden. 

X  =  (u:  -i-  a,     X  ^  a'e  -^  a 
„  =  be  +  ß      f,  =  b'z  +  ß' 
hangen  der  gegebenen  Geraden,  und  x,.  y,,  e^   ein  Pnnkt  auf 
n>  ^t'  y<>  'i  cio  Pnnkt  der  zweiten  Geraden;  die  Entfemung 
Punkte  ist  dnrch  den  Äasdrack  i 

B'  =  (»,   -  ,,)■  +  (j,,  -  ,,)•  +  (,,    -  ,,)'  (o) 

welcher  ein  Minimam  werden  soll.  Die  sechs  Variablen,  von 
derselbe   abhängt,    sind   an   folgende  4  Bedingnngsgleicbnngen 

X,  -     (M-,  —  B  =  0,    Äj  —  a'e^  —  a  =0, 
y,  —  bt,   -■  ß  =  0,    y^  —  b'e^  —  ^  =  0,  ^^' 

bat  demnach ,  wenn  wir  ron  der  Methode  der  nnbestimmten 
itoren  Gebrauch  machen,  för  die  Grösse,  deren  partielle  Diffe- 
Qtienten  =  0  zu  setzen  sind : 

-^*)'+(j'.-j',)*+(^,-^,)*+M^.-'«.-«)+^,(y. -*'.-/») 

+  X,  {x,  - flV,  -  «')  +  i,  {y,  -  b't,  - n 
irt  man  diesen  Ausdruck  partiell  in  Bezug  anf  sämmtliche  sechs 
liehe,  so  kommt : 

■■^]  —  l^  =  <i\i{y,—y^)-l^  =  0\2{e^  —  e.^+a\-^b\-=Q. 
!n  6  Gleichungen  erhalt  man  nun  durch  Elimination  der  vier 
nten  Faktoren  folgende  zwei : 

« {Pv  -  ^,)  +  *  (y,  -  y,  1  +  *,-',  =  0,  . 

«'(X,    -  .r,)  +  6'(yj  _  y,)  +  ^^  _  ^^  ^  0,  ^    > 

I  Verbindung  mit  den  Gleichungen  (ß)  die  sechs  Unbekannten 
i<  ^t'  Sf:  ^t  finden  lassen.  Durch  Substitution  ihrer  Wertbe 
gibt  sich  sodann  die  kürzeste  Diatanz  selbst.  Man  kann  iibri- 
liesem  Behafe  aas  den  Glgn.  {ß)  die  folgende  ableiten : 
(^,  -  ^>)  '  («  -  «')  {Vx  -  Vi)  +  ("6'  -  «'ft)  (*,  -  *.)  =  -P. 
ürze  halber  (o  —  a')  [ß'  —  ß)  —  [b  —  b')  (a  ~  a)  =  i*  ga- 
Aus  dieser  Gleichung  und  den  Oleichongen  (8)  zieht  man  nan: 


"'-    "'=        tf       ■'.-■'.=  i,        • 

|-  (6        6')'  +  [ab'  —  aby.     Hiemit     wird     die 

■  «y  +  [b   -  ft')'  +  {ab'     ■  a'by' 
f  =  He  -^  V  die  Gleichangen  der  kürzesten  Oe- 
i  diese  durch  die  so  eben  bestimmten  Punkte  hin- 

=  Ae,  +  m,    .  ,v,  =  Be,   +  w. 

=  Ae^  +  m,     y,  =  Bz^  +  n, 

A{jr,    ■,£■,),   y,         y.^B(r,  --^j); 

!ser  WerUte  in  die  GIgn.  (8)  erhalt  man: 

Ib  +  1=0,  Aa   +  Bb'  +'l  —  0, 

zeigen,  dass  die  kürzeste  Verbindungslinie  zweier 
»gleich  senkrecht  stehL 


SECHSTES  KAPITEL. 


nten,  Normalen  und  Asymptoten  ebener 
renzial  des  Bogens  und  der  FIftche.    - 
rücke  in  Polarcoordinaten. 

=  f(z)  die  Gleichung  einer  beliebigen  Curve  AB 
ein  rechtwinkeliges  Coor-  F'Ä  2. 

irgend  zwei  Punkte  M,  M' 
dinaten 
:,  JlfP  T=  y, 
r,  M'P'  =  y  +  z/y 
wir    eine   Sekante,    deren 
renn  die  laufenden  Cuordi- 
hnet  werden. 


F!g.  ». 
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wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen,  je  nachdem  r(^)  positiv 
oder  negativ. 

Zieht  man  durch  den  Punkt  M  (Fig.  3)  einre 
auf  die  Tangente  senkrechte  Gerade  N]^\ 
so  heisst  diese  die  Normale  der  Curve  im 
Punkte  M.  Der  Winkel  v=iMNX,  welchen 
diese  mit  der  rr-Axc  einschliesst ,  ist  durch 
die   Gleichung : 

1    _  1     _       dx 


X 


tgv  = 


tgr  r[.T)  dtf 

bestimmt,  und  man  liat  daher  als  Gleichung  der  Normale: 


(4) 


(ß) 


Ist  die  Gleichung  der  Curve  in  der  Form:  F[x,  y)  =  0  gegeben, 
so  ergibt  sich  durch  Differenziatioh  dieser  Gleichung: 


dF  dF 

y    dx  4-  -  -  dy  =  0; 
dx  dy 


dy   . 


durch  Substitution  des  hieraus  folgenden  Werthes  von    ,-    in   (2)    und 

dx 

(5).  erbSlt  man  sofort  als  Gleichung  der  Tangente: 


(i"  -  ^) 


dF^ 

dx 


dF 

+  i,  -  y)  ,„  =  0, 


(ö) 


und  a)6*  Gleichung  der  Nnvmale: 

dF 


(i*  -  ^) 


dy 


^dF 


(7) 


863  Setzt  man  in  den  Gleichungen  der  Tangente  und  Normale 
[(;^}  und  (ö)  des  vorhergehenden  §.J  ?y  =  0 ,  wodurch  f  die  Abscisse 
des  Durchschnittspunktes  der  Tangente,  beziehungsweise  Normale  mit 
d^r  Abscissenaxe  wird,  so  erhält  man  mit  Beziehung  auf  Fig.  3  aus 
der  Gleichung  der  Tangente: 

-^^  dx 

dy 

und  aus  jener  der  Normale : 


^  —  x^PN^y^. 

^  dx 


•y* 
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Tangeute  ist  demnacli 

■■^ 

a^y  - 

,% 

ormalc: 

->=±%(i--') 

•■>! 

m  man  den  Wertli  von 

dy 

1    den    oben 

ent- 

1 

)stitBirt : 

i 

i*  +  b*x''\     Normale  =—^-^a'-y'^4-  i>*x*\ 

=  -  --        :  Sabnorm.  =  '^  -~^  . 

a  mit  jenen  überein,  welche  wir  bereits  in 
itwickclt  haben,  daher  wir  bei  den  daraus  zu 
cht  weiter  verweilen, 

er   logarithniischen  l.iüie  (§.  241)  ist: 

=  ac''  oder  x^al-    , 


äy_  ^_y_ 

dx  a' 

gente  nnd  Norroale  werden  demnach: 

iv  ~-  y)  =  y(?  -  *)' 

y(,;-y)  +  a(|-x)  =  0. 

=  ^  a,    bat  demnach  in  dieser  Corvo  einen 

rch   ein   leichtes  Mittel   zur   Construction    der 

e  Snbnormale  ist  :=  —,  also  dem  Quadrate  der 


der  CycloiJe  sind  (§-  242): 
■  -  sitttf),     y  =  a{l  —  eosrf}. 

irc  cos  V2uj/  --  y*, 


Grundlinie   OX  (Fig.  4).    auf  w 
Kreis  rollt. 


lg.    4- 

einen  Punkt 

ehern   der   be 

bei  eiuer  fvQl 

endlich   mit 

X.    Erzeugungski'i 

zungswiukel  - 

.  man  die 

obigen  meichungen,  so 

dx  = 

a{\  - 

-  coa  ip )  (bp  =  11  • 

rfff  = 

=  (( (iinyrf^, 

qp       _«i 
eoHf 

Bin»;  _ 

^  ^  V-!«!,:-r 

B  Zeichen 

daher 

rQhrt,   daas  je  / 

iheitel  A 

der  Curve   liegenden  Pi 

•m  Zeichen  nach 

entgegengesetzte 

;iebt  sich 

nun: 

tc  MT  = 

■"V-Ja"-,-     "•"""" 

PT=  + 

__  ;    Subnorni 

den  Berührungspunkt  21  mit  ü( 
arallelen  Durchmessers  E/i,    unc 

MB  =  YEB'.BF  =\2ay=  . 
KEF  =  yi/  ('2a  —  y)  =  der  Sub 
;ht  daher  immer  durch  jenen  Pu 
selbe  von  dem  Erzeugungsk reise  I 
izufolge  durch  den  gegenüberliege 
5ß. 

)lgt  ein  einfaches  Verfahren,  ui 
Cycloide  die  Tangente  und  Norma 

ÄD  als  Durchmesser  den  Kreis 
dlinic,  verbinde  den  Durchschnitt! 
ch  zu  AG  und  DG  die  Paralleli 
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.->86(^.  Eine  Gerade,   welcher  sich  ein  unendlicher  Curvenast  immer 
Bebr  aiid  mehr  nähert,  ohne  jadocb  mit  ihr  je  zusammea  zn  treffen,  wird 
-eine  Aeymptote  der  Curve  genannt. 

Mau  kann  ufTenbar  eine  Asymptote  immer  als  eine  Tangente  be- 
'Irachten,  deren  BerQfarnnKspnnkt  mit  der  Ourve  iu  unendliche  Ent- 
ferfmAg  fäHt,  eine  AuffdüsnuR ,  welche  zu  einem  einfachen  Verfahren 
ffihrt,  die  Asymptoten  einer  gegebenen  Curve  zu  linden.  Es  sei  ff=:f[x\ 
die  Gleich unfT  der  Carve,  so  hat  man  als  Uleichung  der  Tangente: 
r^   -  j  =  f'{x)  (i   -  x)  oder,  wenn  man  y  ^  l'[x]  setzt: 

wo  bekanntlich  i:,  t;  die  laufenden  Coordinalcn  der  Tangente  und  x 
die  Abscisse  des  Uer&hrungEpnnklcs  ist.  Lfisst  man  nun  in  dieser  Glei- 
cbun^;  X  unendlich  gross  werden  und  nikbcrn  sich  dabei  die  Grdssen 
f\x)  und  j\x)  —  -rl'ix)  bestimmten  Gi-enzeu  «,  ß,  so  ist 

',  =  «i  +  I» 
die  Gleichung  der  gesuublen  Asymptote.  Nur  solche  Asymptoten,  welche 
rMirOrdinalenaxG  t^arallcl  sind,  können  sich,  wie  leiebt  einzusehen,  durch 
dieses  Verfahren   nicht   ergeben;    diese    tindct   man   aber  anf  ähnliche 
Weise,  indem  man  die  Gleichung  der  Tangente  nach  i  auflöst. 

Beispiele.  1.  Flir  die  Hyperbel  haben  wir  oben  als  Gleichung 
der  Tangente  gefunden : 

b'^x... 

welche,  wenn  man  mit  Hilfe  der  Gleichung  der  Curve  1/  eliminirl,  leicht 
anf  folgende  Form  gebracht  wird: 

b^  IIb 

hieraus  folgt  für  j;  ^  *  : 


als  Gleichung  der  Asymptoten  der  Hyperbel. 

'J.  Die  Gleichung  der  lugarith mischen  Linie  (§.  241]  ist  t/  =: 
and  fflr  die  Gleichung  der  Tangente  fanden  wir  |§.  364):  «(';  - 
=  y(J  —  at),  oder,  wenn  man  fOr  y  seinen  Werth  schreibt: 

r^=  f  ^  +  e«  (o  —  x). 


■^ 
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Ertheilt  man  hier  der  Abscisse  x  immer   grosser  werde&de  negative 

X  X 

Werthe ,  so  wird  für  «  =  —  co  ,  lim  e*  =  0 ,  lim  e«  (a  —  x)=^0 
and  die  Gleichung  geht  über  in  r^  =  0.  Die  Abscissenaxe  auf  der  Seite 
der  negativen  x  ist  demnach  Asymptote  dieser  Curve. 

Dieses  Verfahren  bedarf  einer  Modification  in  dem  Falle,  wenn  die 
Gleichung  der  Curve  nach  y  und  x  nicht  aufgelöst  werden  kann.  Man 
gelangt  dann  auf  folgendem  allgemeineren  Wege  zum  Ziele. 

Die  Gleichung   einer   zur  Axe   der  y   nicht   parallelen   Asymptote 

hat  jedenfalls  die  Form :  ,    ^ 

y  =  ax  -\-  ß, 

und  es  kommt  daher  nur  auf  die  Bestimmung  der  Constanten  or  und  ß 

an.     Die   der  Abscisse   x   entsprechende  Ordinate  der  Curve  muss  sich 

für   sehr   grosse  Werthe   von   x  nahe  auf  die  Ordinate  der  Asymptote 

redüciren,  und  kann  daher  in  der  Form: 

y  =  ax  +  ß  '\'  e, 

dargestellt  werden,  wo  e  eine  Grösse  bedeutet,  welche  beim  unendlichen 

Wachsen  von  x  gegen  Null  convergirt.  Es  ist  daher: 

X  X 


,  und  y  --  ax  =:  ß  -{-  B^ 


aus  welchen  Gleichungen,  wenn  man  x  unendlich  zunehmen  Iftsst: 

y 


of  =  lim  — ,  ß  =  lim  (y  —  ax) 


X 


y 


folgt.  Man  setze  daher  in  der  Gleichung  der  Curve  —  =or  odery=ai;, 

X 

und  bestimme  die  Grenze,  welcher  sich  a  für  a;  =  H-  oo  nähert ;  diese 
ist  der  gesuchte  Werth  von  a.  —  Setzt  man  ferner  in  der  Gleichung 
der  Curve  y=:cix-\- ß,  so  muss  diese  für  x  =  ±^cc  identisch  werden; 
aus  der  resultirenden  Gleichung  bestimmt  sich  daher  ß.  Jedem  Systeme 
endlicher  Werthe  von  a  und  ß  entspricht  sodann  eine  Asymptote  der 
gegebenen  Curve. 

Beispiel.  Betrachten  wir  die  durch  die  Gleichung 

y^  —  3  axy  +  a;^  =  0 
dargestellte  Curve  (Fig.  5),  welche  den  Namen 
Polium  des  Descartes  führt.  Für  y=zax 
verwandelt  sich  diese  Gleichung  in : 

1 f-  a^  =•  0,  aus  welcher  für  x=  co : 

X 

« =  —  1  folgt.    Setzt  man  ferner  y  =  ax  + 
ß  ^^  ß  —  X,  so  geht  die  Gleichung  über  in  • 


wricbe  für  j;  =  oo  den  Wertü  ß  =  —  a  darbietet.     Diese  Corve   be 
sitzt  daher  eine  Aspnptot«  AB,  deren  Gleichung:  n  -\-  x  -\-  a  =^  Ki  ist. 

366.  Sei  )j  =  l'{x]  die  Gleichung  einer  Curve  Ali  (Fig.  h)  qd<I 
A  irgend  ein  fester  Punkt  in  derselben;  die  l.finge  des  zwischen  diesem 
festen  und  einem  beliebigen  Punkte  M  eut-  Vig.  6. 

haltenen  Bogenstückes  AM=^s  der  Curve  \  ^ 

ist  offenbar  eine  Funktion  der  Abscisse 
OP  ^  X  des  Eodpunkteä  M\  wir  wollen 
nun  einen  Ausdruck  für  das  Differen- 
zial  des  üogeus  aufsuchen,  d.  h.  für 
die  unendlich  kleine  Aenderung  der  Lflnge 
des  Bogeos,  welche  einer  unendlich  kleinen 
Zunahme  der  Abscisse  entspricht. 

Lassen  wir  x  um  Jx=^PP  zunehmen,  so  wird  der  Bogen  AM=^s 
in  AM'  =.  a  -\-  Js  iibergeheo  und  man  kann  offenbar  Jx  immer  so 
faleiD  annehmen,  dass  das  Bogaiistück  MM'  gegen  die  Sehne  MM'  stets 
coocav  oder  stetE  convex  bleibe.  Ziehen  wir  zu  M  und  M'  Tangenten, 
von  welchen  die  erstere  der  zweiten  in  T,  und  der  zu  M'  gehörigen 
Ordinate  in  N  begegnet,  so  ist  bekanntlich:  Sehne  3f A/' <^  Bogen 
MM''^.  MT -\-  TM';  ist  nun  die  Curve  in  der  Nähe  von  M  im  Steigen 
begriffen,  so  ist  der  [__  TM'N  notbwendtg  stampf,  also  TM'  <;  TN, 
daher  auch  MT  +  M'T  <C  MN\  um  so  mehr  wird  daher 

Sehne  MM'  <:  Js  <  MN 
sein.     Nun   ist  die  Sehne  MM' =  \Jx^  +  dy';    ferner   MN  =  MR 
sec  NMM  =  Jx  sec  t  ^=  zix  V'l  +  tg ''^^ 
steht  daher  die  Relation : 


-V^'+ö^ 


es   be- 


x^X 


s  <CJx  1/  1  + 


läest  man  nun  Jx  unendlich  abnehmen, 
ohne  Ende   dem   DifTerenzialquotienten    - 


0  nBbert  sich  der  Quotient 


die  Grenzwertbe   der  zwei ' 


\nsdrücke,  zwischen  denen     ~    enthalten  ist,    sind  also   gleich,    daher 


lialien  fit 

ir   ds  = 

negativ  ■/. 
i-  oder  £ 
M  ütcigci 
Fig.  7 1. 
riickwii 
JrUiiiatC 
;  MM'< 
NT  ist, 
■  die  Seil 

an  /  .ir 

'l  +  tg  / 

n   [/|   - 

:)  +  Jx 
[liiiimt  ur 


^  ,lx'  ^ 
iiii  wci'd) 
iben  (nui 
ide  des  ] 

sem  Res 
wenn  nia 
immt;  u 
t  mit  d< 
is'  =  * 
das  Bc 
leln  cinf 
im  Punk 
n  sofort, 


welche  Formeln  sich  auch 
welchem  l_  M'MR=  i  ist 
§.  363: 


aus    dem    Piffc  reu  zial  drei  ecke    MM'B,    in 
uiimiltelbar   uigeheii.     Ferner  wird  aach 


367.  Unter  F I  ä 
versteht  man  in: 


he  einer  ebenen  Ourve,  ilereii  Ulcicliunf;  .v^:^/'(jr"i 
Allgemeinen  den  Flächeninhalt  N<^P3I  iFig.,8), 


Fig.  «. 


wejchei-  von  zwei  OrdinaCcn  jVy  ond  Ml'. 
dem  ^wischen  diesen  liegenden  Bogen  JV.ir 
(Jer_0(ir¥e  und  der  Abäcissenaxo  begrenzt 
wird.  Bctraclitet  man  die  eine  Ordinale 
^y' als  fest,  so  erseheint  die  Flflche  als 
.Fnqtclion  der  üur  andern  Ordinate  l'M=.y 
gehörigen  Abscisse  Ol'^=x,  und  wenn 
letitei-c  um  PP  =:  Jx  /uniniml ,  so 
wfrd  auch  die  Fläche  t'  einen  Zuwachs 
JF  =^  JäM'l'y  erhalten,  dessen  Aus- 
druck wir  nun  snchen  wollen,  unter  der  Voraussetzung,  dass  tx  nn- 
endlich'krein  wird. 

Zieht  man  dnrch  3/  und  M'  die  zur  j:-Axc  i>arftlleleu  MH  und 
M'S,  so  entstehen  die  beiden  Bcchtccko  PMJW  =  i/Jx  und  l'SM'l'' 
^  (y  +  Jy)  Jx  und  man  kann  offenbar  Jx  immer  bo  klein  annehmen, 
d«s3 .  die  Ordinate  y  =  l\x]  innerhalb  de»  Intervalls  x  und  x  +  Jx 
h^lÄudig  XU-  oder  abnimmt,  also  auch  das  Trapez  l'MM'V  zwischen 
den  obgenannten  beiden  Kechtccken  enthalten  ist.  Man  hat  daher: 

yJx<JF<^y-\-J^,)'lx. 
oder 


.'/< 


,  JF 


<!i  +  -Jy- 


'Uflst  man  nnn  Ax  unendlich  abnehm 

Uebergang  zur  Grenze : 


folgt   hieraus   durch    den 


r^^y  und  dF=i/(h: 


"THan  bemerkt  leicht,  dass  die  Flache  einer  (Jurve  durch  jene  Funklion 
■Von  X  ausgedrückt  wird,  deren  l)itfercnKial<]uotient  durch  die  Ordinate 
der  Curvc  dargestellt  ist. 


n  manche 
heile  im  V 
n  folgeiidE 
Coordinal 
rechtwinkt 
und  iiiirnn 
,raxo  au,  i 

e  die  Po 
Snbstitulic 
e  Polargle 
t: 

=  cos  biir  ■ 
un  wieder 

oder  r.  ( 


—  (f  —  6\;  somit  lg  7?JfAf'  =  oo(g  (r  -6)=; 
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Ä-M' 


Man  sieht  leicht,  dass  t  —  6  der  Winkel  ist,  welchen  die  Tan- 
gente mit  dem  Radluevektor  einachliesst. 

Es  hat  keine  Schwierigkeit,  aus  den  in  §.  3C2  entwickelten  Glei- 
chuDgen  der  Tangejite  und  Normale  die  Polargleichungen  diei^er  Ge- 
reden ab^nleiteD.  Einfacher  gelangt  man  jedoch  hiezu  aaf  folgende 
Weibe.  Es  ist,  wenn  r,  b'  die  laufenden  Coordinaten  bezeichnen, 

|-'sin(e'  -- t)  =  rsin(e  — f)  (»») 

die  Polargleichung  einer  Geraden,  welche  durch  den  Punkt  (r,  6)  gehl 
nnd  gegen  die  Polaraxe  unter  dem  Winkel  i  geneigt  ist.  Mau  aber- 
zeogt  sich  hievon  sehr  leicht  durch  Betrachtung  des  von  dem  Pole, 
dem  Punkte  (r,  6)  nnd  irgend  einem  Punkte  (r.  Ö')  der  Geraden  ge- 
bildeten Dreieckes,  in  welchem  die  Seiten  r,  )'  beziehungsweise  den 
Winkeln  180"  —  (Ö'  —  x)  und  6  -  c  gegenüberliegen.  Ertheilt  man 
Dun  dem  Winkel  i  den  durch  die  Gl.  (2)  bestimmten  Werth,  so  wird 
die  Gerade  (m)  eine  Tangente  an  der  Curve.  Zn  diesem  Ende  setze 
man  in  (m):  (6'  —  6)  +  (6  -  ij  statt  6'  ■--  i,  so  erhalt  diese  Glei- 
chung,  wenn  man  noch  durch  sin  (6  —  r)  dividirt,  die  Form; 

f  =  r'sin(e'  — e)cotg(e    -  X)  +  r'cos(e'  —  6),  {n) 

nnd  diese  Gleichnng  verwandelt  sich  nach  Substitution  des  Werthes  von 
cotg  (tt  —  i)  ans  (2)  in  die  Polargleichung  der  Tangente: 

rcos(e'-6)-_.-_  Jr 
'»■'8in(e' -6)      "frfV  ^^^ 

Bezeichnet  v  den  Winkel,  welchen  die  Normale  NN'  (Fig.  9)  mit 
der  positiven  Richtung  der  Polaraxe  einschliesst,  so  ist  v  ■=^  r  ±_  90", 
smnit  colg(i  —  6)  ^  --  tg  (*  -■  6)  und 

'sC»-«l=-*6-  (4) 

Setst  man  endlich  in  Gl.  (n)  an  die  Stelle  von  (  diesen  Winkel  v, 
so  folgt  die  Polargleichnug  der  Normale: 


•'  cos  (6'  —  0}  -  -  *■  _  (iö 

~r'~siir("6'  —  ^~~  ~  ~  ^dr' 


(5) 
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dJifei^  Hier  "WirtkeH    ifelchon  die  Tangente  fnit  d^m  Radiusvektor  bildet. 

iflrtfter  mehr  und  mehr  einem  Rechten  sieli  nöliert,    je  weiter  sicli  der 

Berührungspunkt   vom    Pole   entfernt.     Für   r  =  0    wird    auch   6=0 

und  r  =  0,   d.  h.  die  Spirale  herührt  im  Ursprünge  die  Polaraxe.    — 

dr 
Die  Polarsubnormale  =  ,==  a  hat  in  dieser  Curve  einen   constanten 

du 

Werth. 

2.  I)ie  hyperbolische  Spirale  wird  durch  die  Gleichung  r6=rt 

dtu^e^llt;  man  ssfeht  hieraus  jr  =  —  >ä  und   cotg  {i  —  Ö)  =  - 

/7ft 

=i:  ^—  —  -   Die  Polarsubtangente  =  r^  ■     wird=flr,  also  constant.  Hier- 
a  dr 

aus  folgt,    dass  diese  Spirale  eine  Asymptote    besitzt,    welche   in    der 

Entfernung  =rt  vom  Pole  liegt  und  zwar  parallel  zur  Polaraxe,    weil 

der  Winkel    r  ^—  6   5!>vischen    Radiusvektor  und   Tangente   für   6  =  0 

verschwindet. 

r  3.  Die  logarithmische  Spirale.    Ihre  Gleichung  ist  r  =  f*"6 

oder  6  =  —  h%  wo  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  bezeichnet. 
ni 

dr 
Hieraus  folgt :   -^  =  wc"'ö  =  mr,  und  cotg  (r  —  6)  =  m ;  der  von  der 

Tangente   und   dem  Radiusvektor  gebildete  Winkel  ist  daher  constant. 

4.  Die  Polargleichung  der  Lemni sc ate  [§.  239]  ist:  r=^y2cos26. 

„  ,  ,.  ,    dr  2e  sin  26  2e^  sin  26    _       .,,..,,,        ., 

Iiolghch  ^fz-  = -7^——  = .  Es  wird  hiemit  tg  (v  —  6) 

^e  V2cos2e  r  ^K  J 

1  dr 

=  —  —  ^^7- =  tg  26:    d.  h.    der  Winkel   zwischen    Radiusvektor   und 
.    .      r  rf6 

Normale  ist  gleich  dem  doppelten  Neigungswinkel  des  Radiusvektors 
gegeo  die  Polaraxe;  mit  Hilfe  dieser  Eigenschaft  ist  es  leicht,  zu 
irgend  «nem  Punkte  dieser  Curve  die  Tangente  oder  Normale  zu  ver- 
zeichne»' 

371.  Um  auch  für  Polarcoordinaten  einen  Ausdruck  ftir  das  Diffe- 
renzial  des  Bogens  zu  erhalten,  betrachten  wir  in  Fig.  9,  (Seite  108)  das 
Dreieck  MRM\  in  welchem  man,  wenn  der  Winkel  MOM'  =  dQ  unend- 
lich klein  angenomTOen  wird,  die  Sehne  MM'  dem  Elemente  MM':r=ds 
def- Curve  gleich  setzen,  und  somit  letzteres  als  Hypotenuse  ansehen 
cann:  da  nun  MR  =  rdß,  RM'  =  dr  ist,  so  hat  man  als  Ausdruck  für 
Jas  Differenzial  des  Bogens: 


B  =  V,"^;('j^  +  ,ir'=rfoJ/.-'  +  r 


Die  Wnrzelgrfisse  wird  man  positiv  oder  negativ  nc 
der  Bogen  s  mit  dem  Polarwinkel  6  gleichzeitig  zu 
Unter  Fl II che  einer  ebenen  Cnrve  versteht  r 
natensysteme  den  dreiseitigen  Baum  AO^f  (Fig.  9, 
von  7.wei  Badienvektoren  OA  nnd  OM  and  dei 
Cnrvenbogen  AM  begrenzt  ist.  Bezeichnet  mau  diSB 
l&8gt  b  um  db  zunelimen,  so  wächst  F  um  das  Dr< 
in  welchem  man  MM'  als  geiadlinig  und  MR  senl 
trachten  kann.  Die  Fldche  dieses  Dreieckes 
\  [r  +  dr)  rdb  =  \  rVÖ  +  {  rdr  dd  ;  vernachlässig 
endlich  kleinen  Grössen  2""  Ordnung,  wie  dies 
zur  Grenze  geschehen  muss,  so  hat  man  Tilr  das  I 
FlfLche  den  Ausdruck: 

dF  =  l  iVÖ. 

II.    Von  den  BerQhiungen  der  verachiedi 
zwischen  ebenen  Curven. 

372.    Es  seien  y  =  f{x),  y  =  F{x)  die  Gle: 
ein    rechtwinkeliges    Coordinatensystem    bezogenen 
(Fig.  11),  welche  den  Pnnkt  M  gemeinschaftlich  I 
Fig-  11.  lieh  in  diesem  Pi 

berühren.  Man 
rQhren  sich  im 
sie  in  diesem  1 
gang  gegen  die 
eine  gemeinscha 
silzen ;  im  entj 
findet  ein  Durchschnitt  statt.  Ob  solche  gemeinscimftli 
findet  man,  wenn  man  t\x)=F{x)  setzt.  So  viele 
Gleichung  besitzt,  eben  so  viele  Punkte  haben  bc 
schaftlich  nnd  die  besagten  Wurzeln  sind  die  Absei 
Lassen  wir  die  dem  gemeinschaftlichen  Pni 
Abgcisse  OP  =  3-  'v\  OQ-=x  -\-  h  flbergehen ;  d 
naie  (^m  schneidet  die  beiden  Curven  in  den  Punk 
offenbar  werden  sich  die  Curven  im  Punkte  M  un 
ander  anschmiegen ,  je  kleiner  der  Abstand  mn  ist 
Werthe  von  A.  Gemäss  dem  Taylor'schen  Lehrsatze 


4f, 


«,  =  /■(»  +  »)  =  f{.)  +  jr(«)  +  J-'  r  {')  +  ^'  r(«)  + . . . 

in  welchen  Gteichangen  f{x)  =  F{x)  die  Ordinate  des  gemeinschaft- 
licheD  Punktes  AI  ist,  Durch  Subtraction  ergibt  sich  hieraas,  weon 
man  Qm  ^-  Qn  =  mn=  d  setzt : 

j=»[rw-F-wi+j''-[r(«)-f-Mi+^'[rw--f"(»)i+.- 

So  lange  nun  f'(r)  von  F'^x)  verschieden  ist,  findet  im  Paukte 
M  m  Durchschnitt  beider  Carven  statt;  denn  bei  dieser  Voraussetzung 
liaben  die  beiden  Curven  im  Punkte  M  verschiedene  Neigung  gegen  die 
Abscissenase.  ^  ist  in  diesem  Falle,  weil  von  der  1^"  Potenz  von  h 
shhftngig,  ebenfalls  eine  kleine  Grösse  der  1^"  Ordnung. 

Sind  aber  für  den  Punkt  M  die  beiden  Gleichungen; 
f{x)=F[T)  und  r(^)  =  F'(x) 
erfüllt,    so   haben  die  beiden  Curven  im  Punkte  M  eine  gemeinschaft- 
liche Tangente  oder  sie  berOhren  sich  in  diesem  Punkte  und  man  sagt 
in  diesem  Falle,    es  linde  eine  Berührung  der  ersten  Ordnung 
statt.  FOr  die  Diflerenz  J  hat  man : 

-^  =  r,2  if'i')  -  -f"(»)i  +  5i  i^(')  -  •f"'(')i  +  ■  ■  ■  ■ 

ei   Ist   daher   J  in  diesem  Falle  eine  kleine  Grosse  der  2^*°  Ordnung, 
wenn  man  h  als  eine  kleine  Grösse  der  1^"  Ordnung  betrachtet. 
Besteben  für  den  Punkt  31  die  drei  Gleichungen : 

d.  h.  erhalten  für  den  dem  Punkte  M  entsprechenden  Werth  von  x 
nicht  nar  die  Funktionen  f{x)  und  F(x)  (die  Ordinaten),  sondern  auch 
ihre  Differenzialqaotienten  der  l**"  und  2*""  Ordnung  einerlei  Werth, 
BO  sagt  man,  die  beiden  Curven  geben  eine  Berührung  der  zwei- 
ten Ordnung  ein.  Die  Differenz  J  wird  in  diesem  Falle: 

J  =  ^'  [/■"(«)  ~  -F"!')!  +  4*,  U"  (')  -  F"  («)1  +  .  .  .  . 

ilao  eine  Grösse  der  3**"  Ordnung. 

lu  diesem  Sinne  unterscheidet  man  die  verschiedenen  Ordnun- 
gen der  Berührung. 
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mtinschaftlii^n  Punkt  bcallzeii  nnd  "(reli^lic  Ordnui)^  Her  ßei-n)iruiig 
daselbst  vorlianden  ^ei.  Zu  (diesem  Bebnfc  wird  man  unicrsuclion, 
ifift  viele  Biffeienzlnlqtioticntei)  der  Funlitloiien  f{x]  und  F{x),  vom 
«ä(en  atige^g«n,  ffir  einen  aas  der  Gleichung  f[x)  =  F{x)  gc^-oge- 
Tien  reelle  1 1  Werth  von  x  (wenn  llberbaupt  ein  solcher,  aleo  ein  ge- 
meinschaftlicher Punkt  existirt)  einerlei  Wcrlli  annehmen ;  die  Annahl 
derselben  bestimmt  die  Ordnung  der  Berühinng. 

'  : '  2.  Ee  ist  nur  die  eine  Curve  durah  ihre  Gleichung  y^f[x)  voll- 
.ständig  gegeboB ;  die  andere  aber  nur  ihrer  Gattung  nach,  so  dass  die 
Abnessraigeit  derselben  und  ihre  Lage  gegen  die  Coordinatenaxon 
noch  nnbestimmt  sind,  und  ihre  Gleichung  y  =  y{x)  demnach  noch 
.tineAmuihl  willfcürliclier  Parameter  enthält;  man  soll  nnn  die  letztere 
Curvs-  80  bestimmen ,  dass  sie  mit  der  erstcren  in  einem  gegebenen 
Pnidfte  eise  Bcrühning  von  bestimmter  Ordnung  eingehe.  —  Damit 
«ine  Ber&brong  der  n""  Ordnung  stattfinde ,  müssen  für  den  Bernh- 
Vsngapu&kt  die  Bedingnngsgleicbongen,  {n  -\-  \)  xa  der  Zahl : 
f{x)  =  F{xy,  r{^)  =  F'{x);  r{^)  =  r'{x);  ....ß-Hx)  =  F--">{T.} 
stattfinden,  welche  sofort  zur  Bestimmung  der  in  der  Gleichung  ^^  Ji'(r) 
vorkommenden  willkOrlichcn  Constanten  dienen.  Hieraus  folgt,  dass 
.^'-^  vKJJn  r  die  Anzahl  dieser.  Conatanten  bedeutet  —  die  Aufgabe  un- 
böstimmt  ist,  wenn  )>■«-(-  i ;  bestimmt,  wenn  r  =  n  +  1 ;  unmög- 
lich (i)es<aK[ere  Falle  ausgenommen),  wenn  r  <Cn  -\-  1.  Eine  Gerade 
kann  dahex  im  Allgemeineu  mit  einer  Curve  nur  eine  Berührung  1*". 
ein  Kreis  nur  eine  solche  2^'  Ordnung  eingehen. 

Beispiele.  1.  Die  gegebene  Curve  sei  y  =  f[x)  ;  die  Gerade 
tj  =  a^  -\-  b  soll  diese  Curve  im  Punkte  x,  y  nach  der  1'^"  Ordnung 
berühren,  also  eine  Tangente  werden.  In  diesem  Falle  ist  F{x)-^ax  -\-b, 
^J^x),=^  a;  man  hat  daher  die  beiden  Bedingungsgleichungen:  }'{x'] 
=;  aa;  +  t,  f'{x)=^a\  substituirt  man  die  aus  diesen  Gleichungen 
folgenden  Werthe  von  o  und  h  in  die  Gleichung  y^aa^  +  t,  so  folgt: 
■,^~)\x)  =  r{x){^-~-x),  oder 


';- 


dx 


-') 


als  Gl.  der  Tangente  am  Punkte  x,  y  der  Curve. 

2.  Die  allgemeine  Gleichung  des  Kreises  enthält  drei  willkürliche 
>OMistaitten,  daher  kann  man  einen  Kreis  ndt  der  gegebenen  Curve  in 
eine  Berührung  der  ]**"  und  2'°"  Ordnung  bringen.  Es  seien: 

i   ■'  -.  ({-«)■  +  (, --«>=-«•  (1) 

dife  öl.  des  Kreises,    y  =  (\,x)  jene  der  gegebenen  Gnrve;    «,   y   die 

8« 


>s  Berührun ^Punktes.  Eine  zwßinif 
(ibt: 

(I  -  «)  +  (';  -  ß)2  =  0' 

äine  Berührung  der  1**"  Ordnung  ein 

;  =  V  und  ,.'  ^  ,  =  f'{x)  wprdei 
)    nnd  (2)  sirh  folgende  zwei  Beding 

(i  -  a)>  +  {,-  ß)'  =  8', 
«-■.  +  (.»-  ß)  2  =  0. 

n  bestimmen  sich  nun  zwei  von  di 
;  die  dritte,  der  Haibmeaser,  bleibt  d; 
ihlige  Kreise ,  welche  die  Curve  im 
mg  berühren;  ihre  Mittelpunkte  lie 
B  X,  y  gehörigen  Normale  der  Curve 
ad  ß  der  Unbestimmtheit  von  q  wege 
sieht,  offenbar  die  Gleichung  des  § 
nkte  und  mit  der  Gl.  der  Normale  di 
[Gl.  (5),  §.  362]. 

der  Kreis  mit  der  Curve  eine  Berühi 

80  tritt  in  Folge  der  Bedingung  i    ,- ' : 
dt 

d  (5)  noeh  folgende  hinzu: 

'+(!)+<'  «£="■ 

Gleichungen  (4),  (5)  und  (O)  sind  sc 
Mittelpunkt  und  Halbmesser  des  Ber 
ler  des  sogenannten  osculatorist 
timmt.     Man  erhält  ohne  Mühe : 


Tische  Cnrve  heiest  flberhaupt  jede  Curv 
I  Berührung  der  höchsten  Ordnung  betto 
a  einem  gegebeneu  Punkte  einzugeben  v 


.J 


[■+(S)"]I       ,, 

Es  bedarf  kaum. der  Erinnerung,  clasü  auch  der  Mittelpunkt  die- 
ses Kreises  auf  der  dem  Berührungspunkte  entspreche  öden  Normale 
der  Curve  liegt,  und  der  Halbmesser  demnach  mit  dieser  Normale  zu- 
sammenföllt.  Mau  sieht  nun  leicht  ein,  dass  es  im  AllgcmeiDen  un- 
möglich ist,  einen  Kreis  anzugeben,  dessen  Berfihrung  mit  der  Curve 
von  höherer  Ordnung  wfire,  als  der  zweiten;  denn  hiezu  würde  erfor- 
dert,   dass  die  Grössen  et,  ß,  q  auch   noch  den    folgenden  Gleichungen 

,- ,  ^  i^L ,    u.  s.  w."  Geuüge   leisteten,    was    nur   in   einzcineu  Fällen, 

nämlicb  fflr  besondere  Punkte  gewisser  Curven  stattfinden  kann. 


III.    Krümmung  der  ebenen  Curvon.    —    KrOmmungskreis 
und   Krümmungshalbmesser.    —   Evoluten. 

B74,  Unter  allen  Cnrveu  ist  bekanntlich  der  Kreis  die  einzige, 
welche  in  allen  Punkten  gleiche  Krümmung  besitzt,  während  bei  allen 
flbrigen  Curven  die  Krümmung  von  einem  Punkte  zum  nächsten  sieb 
äiidert. 

Die  Krümmung  des  Kreises  ist  offenbar  um  so  grösser,  je  kleiner 

sein  Halbmesser  r  ist;   man  betrachtet  daher  das  VerbfLltniss       als  das 

r 

Maass  der  Krümmung  des  Kreises.  Man  kann  diesem  Verhältnisse 

such  noch  einen  anderen  Ausdruck  geben.    Sei  (Fig.  12)  A  irgend  ein 

fester,    .1f  ein   beliebiger  Punkt  des  Fig.  12. 

Lreiscs,   MT  die  Tangente  an  die- 

em  Punkte,   welche  mit  der  .c-Axe 

en  Winkel  t  einschliesst,  der  Bogen 

Uf  =  s\    geht   man    von    diesem 

Unktezn   einem   bemichbarten  M'    ' 

her,  und  setzt  den  Winkel,  welchen 


0  bitdal,  = 
•M'  =  Ji\ 
Kreises  de 

zu  iiclimei 
oder  Abnat 
spricht,   da 


nun  leicht 
ir  irgend  ei 
)  ist  die  Kl 
r  Ton  den 
oder  Norm: 

I    Vcrliältni: 

rfindertich, 
mmmong   li 

's  ab.  LassE 


g  des  Bogt 
)gens  ä  aaE 
'  zwei  bei>a 
X,  y  und 
I,  und  MG, 
iktc  C  Bchm 
wir  M^  u 
achten  Wink 


->     Lasten'  wir.niiii  Jx  unfliidlicli  bleiii  werden,  wodurch  J 
somit  aucb  die  boidcn  Kormaleu  MV  Diid  M'C  eicli  uueiidli« 
uud   bezeichnen   mit  q   die  Greiiüo,    gegen    welclie  der  Äbsl 
DDrclischiiittspunktes  der   beiden  Nurmalen   vom  Punkte  M 
so  folgt  aus  dieser  Gleichung: 

'=±'!'- 

Uieraae  erliulltofFenhar,  dass  fi  der  Halbines»er  citiu»  Kreide 
sen  Krümmung  jener  der  Curve  im  Punkte  3/  gleich  ist.  Di 
wird  der  Krümmuugskreis  der  Ourvc  genannt,  weil  er  i 
iBOBg  der  Curve  im  Punkte  3f  raiNst;  sein  Halhmesscr  q 
KEämmnngshalbmosscr  der  Curve  im  Punkte  M,  und 
der  Normale  der  Carve  auf  der  concavon  Seil«  dersoll>en  vc 
ifaas  aufgotragon ;  der  Endpunkt  des  so  aufgetragenen  II 
heisst  der  Krümmungsmi ttel|iunh t  der  Curve  im  Pnnk 
kann  nach  Obigem  als  der  Ilureliiichnitt  zweier  unendlich  n 
malen  der  Curve  betrachtet  werden. 

Der  Krümmungski'eiti  bcmhrt  die  Curve  im  Punkte  M, 
Hiltclpniibt  auf  der  diesem  Punkte  eiUsprechondon  Normale 
ewar  ist  diese  Berührung  vou  der  2*"'  Ordnung.  Miui  wird  < 
aus  dem  Umstände  schliessen,  dass  bekanntlich  der  ßeriih 
der  "2*^"  Ordnung  unter  allen  Kreisen  sich  der  Curve  am  inn 
scbliesst,  daher  dessen  Krümmung  der  Krümmung  der  Cur 
rübruiigspunkte  am  nächsten  kommen  wird.  Es  ergibt  sich 
anch  BUS  GL  (2).  Diese  Gleichung  bietet  fflr  den  Halbmesser 
mungskreises  den  Ausdruck: 


e  =  ± 


(te 


dar ,    wo  bekanntlich  rfs  =  da;  l'  1  +  l  -    j  ,    und    dt   der 

kleine  "Winkel  ist,  welchen  die  zwei  zu  den  Endpunkten  d 
elemcntes  ds  gehörigen  Normalen  oder  Tangenten  cinschliessei 
Winkel  Contingenz Winkel  genannt  wird.  Nun  ist  b 
j\.  (I),  §.  362],  wenn  wir  der  Kflrze  halber  die  DifTcrenzial 
tu  g  nach  X  genommen  mit  y\  p'\  n.  s.  w.  bezeichnen: 


uderliclie  betrachten ; 


lg  r  ^  y\     somit  r  :=  arc  tg/; 
dy 
1  +/*' 


icraus  folgt:  dt  =  - — | — ^,    d.  i.  wenn  wir   x   als   nnabhi) 


,1 

lerfl 


•  (J 


,      ] 
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Der  Krammnngslialbmesser  in  irgend  einem  Funlite  eines  Kegelschnittes 
ist  also  gleich  dem  Cubus  der  Normale  in  diesem  Funkte  dividirt 
darch  das  Qaadrat  des  haihon  Parameters.  Setzt  man  fflr  N  den 
Werth: 

«■=»vi  +  »■"= Vj>"(i  +  iy+{',p)''. 

so  hat  man : 

^[»■(l  +  t)  +  iip)']^  _Vp'  +  1'']li  +9)  +  (äJ')¥ 

^~       '  (irt"  "  ""      fipf 

Cftr  j.  =  U  folgt  hieraus  q=^p;  der  KmnunuDgBhalbmesEer  am 
Scheitel  der  Cnrve  ist  also  bei  allen  drei  Kegelschuittslinien  dem  halben 
Parameter  gleich. 

Setzt  man  in  der  letzten  tileichung  q  ^^  U,   so  bat  man  insbeson- 
dere  für  die  Parabel: 

2.  Fflr  die  ElHpsC  oder  Hyperbel  besteht  die  MittelpunktsgleichnnK : 

1±f."  =  »; 

KenoB  folgt: 

yy  =  +  "i  —  y  .  y^n  =  -  „»; 

hiemit  wird: 

«  =  ^' 

welcher  AtiEdrnck  mit  dem  oben  gefundenen  übereinstimmt,   wenn  man 

'2b'' 
den  Werth   des  Parameters  p  =  —  einführt;  setzt  man  aber  für  die 

Normale  JV"  den  Werth:  N  =  l/y''  +  i/V*  =^  — ^V^y  +  b*x^ ,  so 
kommt: 

^  ~  a*b^ 

Hieraus  folgt  für  die  Ellipse  der  Krfimmungshalbmesscr  in  den  End- 
pnnlcten  der  grossen  Axe  ^  ^  ~ ,  und  in  den  Endpunkten  der  kleinen 
Aie{  =  -. 


^3;;^ 

'     d,j' 

Wendet  man 

auf  diese 

1 

i       a 

j„=.. 

«  +  «■ 

+  »'■  +  ■•■ 
+  »"  +  ■■• 

au,  so  folgt: 

-    d. 

dxd'y 
~      dx' 

da' 

-„  <2?" 

dx' 

Mglidi : 

Pi,  -  .IfffPx  ^   _^   V(d':c)''"+  (<iV)* 


Ttn'd  durch  Kinfnlirung  dieses  Werllies  in  die  Formeln  ( I ),  eriiält  man 
namentlich  für  den  Rrfimmnngslialbmessei'  folgenden  Ausdruck : 

lat  die  Gleichnng  der  Curve  in  nnentwickelter  Form :  F{x,  i/)^0 
gegeben,  so  hat  man  dnrcb  Kfieimalige  Diüerenziation  derselben,  x  als 
anabb&Dgig  Veränderliche  betrachtend  [§.  332]: 

dx        dy    dx  ' 

dx^  dxdy  dx      dy'^  \dx/        dy   dx^ 

itieht    man    aas    diesen    Gleichungen 

374,  so  kommt: 


—  rf^ /rfFy      .^  (i^F  /'dF\  fdF\       dH''  id^Y 
dx*  \dy  /  dydx\dy/\dx)       dy'^  \dx) 

877,    Der  Aasdmck  des  Krflmmungshalbmessers  in  Polarcoor- 
di Daten   ergibt   sich   am   einfachsten,    wenn   man   von  der  Gleichung 


Bgeht,  in  weli^lier  bekanntlich  ds  das  Difierea; 

Winkel  bedeatet,  welchen  die  Tangente  an 
enaxe  eiaschliesst ,  welcbe  Axe  uuumehr  als 
rd.  Bezeichnet  man  mit  r,  6  die  Polarcoord 
dktes,  so  hat  man  IGI.  (2),  §.  368]: 

«■'«(•-«)  =  ;  |. 

man  diese  Gleichung  und  betrachlet  hiebe 
iable,  so  kommt : 


sin  {t  —  6)"  ~  '"  \T  M)  "*"  7  de" 
del  man,  weil  bckannllicb  sin  (t  ^  Ö)'=      ~- 

1  +  2C'  *Y_i''v 

Division  dieser  beiden  Gleichungen : 

wir  beispielsweise  die  log  arithmischc  S 
lie  Fonn  r  =£'"''  hat.  Man  zieht  bieraas  -r^-. 

"')  =:  mV;  htemit  wird: 

lUDgsbalbmeäJcr   steht    daher    zum    Radiusvol 


Constanten  Yerhaltniss.     Zieht  man  (Fig.  14}   die  Normale  MN,    and 
00  senkreclit  auf  MO.    so  ist   be-  pj„   i^ 

kanntUch  MO  die  Polarnormale  i= 


»^■■+Q« 


l§-  •ICSI  = 


rT'l  +» 


=  p;  der  KrOmmangsbalbmesser  ist 
daher  der  Polamormate  gleich,  deren 
Endpankt  C  somit  den  Krümmungs- 
mittelpunkt der  Cnrve  im  Punkte  M 
bildet.  Die  Polarroordinaten  dieses 
Pankles  sind: 


or=y^-^ 


=  mr  und  ^  COT  =  Ö  -f  -  . 


878.  Es  sei  y  ^ /'(.t)  die  Gleichung  einer  ebenen  Ourve;  der 
ErflmniangsbEklbmeGRer  g,  so  wie  die  Ooordinaten  des  Krflmmnngs- 
mittelpanktes  a,  ß,  welche  einem  bestimmten  Punkte  (x,  y)  der  Curve 
entsprechen,  bestimmen  sich  bekanntlich  aus  den  Gleichungen : 

(»--«)>  +  (.,-«"  =  (.<,  (1) 

{r    -  o)  ,lx  +  {)  -  ß)dg  = 


ivelche  fnr  «  and  fi  die  Werthe : 


)  d',  -. 


»  =  »  + 


0, 


!  +  »•" 


(4) 


ilariüeten;  man  erhfilt  diese  Ausdrflcke  in  Funktion  von  x,  wenn  man 
für  y,  y  und  y"  die  aus  der  Gleichung  der  Curve  folgenden  Werthe 
einführt.  Aendert  sich  die  I^ge  des  Punktes  {x,  y)  auf  der  gegebenen 
Curve,  so  ändert  sieh  auch  der  Ort  des  Krümm nngsmittelpunktes,  und 
die  sämmtlichen  Krümmungsmittelpunkte  der  Curve  werden  in  ihrer 
stetigen  Aufeinanderfolge  eine  nene  Curve  bilden,  deren  Gleichung 
sich  offenbar,  ergibt,  wenn  man  ans  den  Gleichungen  (4)  x  eliminirt, 
d.  b.  jene  Grösse,  durch  welche  ein  bestimmter  Punkt  der  gegebenen 
Cnrve  particularisirt  wird.  Denn  das  Resultat  dieser  Elimination  wird 
dipe  Oleehnng  sein  zwischen  o:  und  ß,  etwa  F(a,  |3)=0  oder  ß  =  q>(^a), 
irelche  durch  die  Coordinaten  eines  jeden  Krümmnngsroittelpunktes 
ler  gegebenen  Cnrve  erfüllt  wird  und  deren  geometrischer  Ort  daher 
iben  die  iii  Rede  stehende  Mittelpunktscnrve  sein  wird.  Man  nennt 
liese  Curve  nach  Huygens  die  Evolute  der  gegebenen  Cnrve,  welche 
etetere  In  Bezog  auf  jene  Evolvente  heisst. 
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Da  die  tilciclmng  der  Evolute  darch  EüminatiOB  von  x  aas  4en 
Gleichungen  (4)  oder,  \?as  auf  dasselbe  hinauskommt,  ans  den  Oler- 
chungen  (1),  (2)  und  (3)  hervorgeht,  so  können  letztere  selbst  als 
die  Gleichungen  der  Evolute  betrachtet  werden,  wenn  man  xsfix  a,  ß 
und  ^  als  Yerftnderliche  und  als  Punktionen  von  x  behanddt.  Aus  die- 
sem Grunde  mfissen  daher  auch  die  Differenzialien  dieser  Gleichungen 
der  Evolute  angehören.  Bifferenzirt  man  nun  die  Gl.  (1)  in  Bezug  auf 
alle  darin  vorkommenden  Grössen,  und  ISsst  jene  Glieder  weg,  welche 
vermöge  der  Gleichung  (2)  verschwinden,  so  kommt: 

(^  —  «)  ilxx  +  {7/  ~ß)dß=  -  Qdq;  (5) 

die  Gl.  (2)  differenzirt,  gibt  mit  Auslassung  jener  Glieder,  welche  in 
Folge  der  Gl.  (3)  gleich  Null  werden: 

da  dx  +  dß  dy  =  0. 

Diese  letzte  Gleichung,  welche  man  auch  auf  die  Form 

dy   dß 
dx  '  da 

bringen  kann,  drfickt  aus,  dass  die  an  den  Punkt  {x^  y)  der  gegebenen 
Corve  und  an  den  correspondirenden  Punkt  («,  ß)  der  Evolute  ge- 
zogenen Tangenten  auf  einander  senkrecht  stehen.  Die  KrAmmatfgs- 
faalbmesser  der  gegebeneu  Curve,  welche  mit  den  Normalen  züsamm«^ 
fallen,  berühren  daher  die  Evolute.  In  der  That  ist  die  Gl.  (2): 


+  1=0 


(<0 


(7) 


y-ß 


dx 

-  ä,  (^  ~ «) 


die  Gleichung  der  Normale  im  Punkte  (r,  y)  der  gegebenen  Curve  und 
verwandelt  sich  mit  Hilfe  der  Gl.  (7)  in 

d.  L  die  GL  der  Tangente  im  Punkte  (a,  ß)  der  Evolute. 

Sttbstiinirt  man  diesen  letzten  Werth  von  y  —  ß  in  die  Gleichun- 
gen (1)  und  (5)  und  eliminirt  dann  {x  —  a),  so  folgt: 

dQ""  =  da^  +  dß\ 

Bezeichnet  man  aber  die  Länge  des  von  einem  beliebigen  festen  Punkte 
bis  zum  Punkte  (a,  ß)  gezählten  Bogens  der  Evolute  mit  a,  so  ist 
da^  =  da^  -\-  dß^,  somit  do  =  dQ.  Zwei  Grössen,  deren  Differen- 
zialien gleich  sind,  können  aber  nur  um  eine  constante  Grösse„y^?q 
einander  verschieden  sein;  bezeichnet  man  diese  mit  c,  so  folgt  aus 
der  letzten  Gleichung  a  =  ^  -f  /?.  Für  einen  anderen  Punkt  (a\  '{t) 
der  Evolute  wird  man  aus  gleichem  Grunde  haben:   (T'  =  ^'-(-e;  fo^- 
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Mab  ist  ff'— (7=Eg'  —  ^.  Dies«  Gltäcliung  lelirt,  doss  die  Länge  eines 
belieliigcn  BogenstQckes  der  Evolute  gleich  ist  dem  Untcrscliiede  der 
beiden  ErümmungshEtlbmeaser  der  Evolvente,  welche  die  £volate  in 
den  Endpunkten  des  besagten  Bogunstflckcs  UerQhren. 

-Dies  voraasgesetzt ,  sei  AB  (Fir.  ir»)  die  gegebene  Corvo,  CD 
4^n  Evtiate ;  Mm  der  Krünimungshalbmesscr  der  Curve  AJi  im 
Pankte  M,  welcher  die  Evolute  in  m  berührt. 
üeokt  maa  sich  nan  im  Punkte  m  einen  Faden 
von  der  Lange  des  KrAmmangshalbmossers  be- 
festigt, dessen  Endpunkt  daher  mit  dem  Punkte 
M  der  Curve  zusammen  fallt,   und  diesen  Faden 

—  während  er  beständig  gespannt  erlialtcn  wird 

—  auf  das  Stück  »»»1'  der  Evolute  aufgewickelt, 
so  konimt  der  Endpunkt  des  Fadens  noch  M' ; 
der  freie  Theil  m'M'  desselben  borfthrt  die  Evolute 
im   Punkte   vi;    die  Lllngc   m'M'   ist   offenbar 

gleich  dem  Krflmmnngshalb messen  der  Curve  im  Punkte  M',  weil  in 
Folge  der  Äufwickelung  des  Fadens  die  Differenz  Mm  -  vif 'm'  dem 
fiogen&tQcke  mw'  der  Evolnte  gleich  ist;  daher  ist  M'  wieder  ein  Punkt 
d«^  gegebenen  Curve.  Hieraus  erbellt,  dass,  während  der  Faden  sich 
auf. I der  Evolute  auf-  oder  abwickelt,  der  Endpunkt  desselben  die  Curve 
AB,  d.  1.  die  Evolvente  beschreihrt. 

Jede  ebene  Curve  hat  eine  in  ihrer  Ebene  liegende  Evolute  und 
kann  nur  eine  einzige  haben ;  jeder  Evolute  hingegen  entsprechen  un- 
endlich viele  ihrer  Natur  nach  verschiedene  Evolventen ,  welche  von 
den  verschiedenen  Panktcn  des  geradlinigen  Thcilcs  des  Fadens,  den 
man  sich  beliebig  verlängert  denken  kann,  beschnehen  werden. 

Man  wird  ohne  Mühe  die  Analogie  bemerken ,  welche  zwischen 
der  Beschreibung  eines  Kreises  und  jener  der  ebenen  Curven  durch  ihre 
Evolnte  stattfindet;  jeder  Punkt  der  Evolute  vertritt  nach  und  nach 
dS«  Stelle  eines  Mittelpunktes  und  der  Halbmesser  ändert  sich  von 
einem  Punkte  der  Curve  üum  andern. 

379.  Folgende  Beispiele  mögen  zur  Erläuterung  der  eben  vorge- 
Tagenen  Theorie  dienen. 

1..   Betrachten   wir   die   Parabel,    deren    Gleichung  y*  =^ px   ist 

"Pitt.  IC):  Man  findet  hieraus  u  =  ,  j/' =  ,  ,:,  und  erhsit  durch 
'■:.,.  ,  '^?'  **?' 

S^hstJLtutitfn  dieser  Werthe  in  die  Glgn.  [  tj  des  vorigen  §.  für  die  Coor- 
dnaten  des  Kriimmungnraittclpunkles  folgende  Ausdrücke: 


=  3x  +  ip,     f  =  -  -^ 

aas  welchen  durch  ElimiD! 
chaiig  der  Evolute: 


H  '^        27p  ^ 

Eich  ergibt.  Man  erkennt 

dasR   diese   Cnrve   ans    zi 

der  Ahscissenaxe  symmetr 

Äff,  Ad'  besteht,  welche 

\v,_^  der  genannten  Axe  aus,  dt 

^'         Sprung  dem  halben  Param 

itung  der  positiven  x  ins  Unendliche  sich 

I  Ursprung  nach  A,  und  schreibt  zu  diese 

iger  Gleichung,  so  erhält  sie  die  einfache] 

irve  führt  auch  den  Namen  cu  bische  od( 
Geometer  Neil  sie  zuerst  untersucht  ha 
sns  von  dem  Aste  AV  der  Evolute  nin 
beschrieben ,  wobei  der  Faden  über  den 
h  um  das  Stück  AO^^p  in  der  Richtuni 
Evolute  hinausragen  muss,  damit  sein  1 
arabel  OY  beschreibe.  Würde  man  ein 
L  oder  jenseits  von  0  liegenden  Punkt  des 
i^nkt  wählen,  so  würde  die  erzeugte  £vo 
sehe  Parabel,  sondern  irgend  eine  andere 

För  die  Ellipse,  deren  Gleichung  -^  +  .^ 
dinaten  des  KrOmmongsmittelpunktes : 

diesen  Gleichungen   gezogenen  Werthe  v 
chung  der  Ellipse  substituirt: 


ibung  der  Evolute  der  Ellipse.  Aus  der  1 
rhellt   ohne  Schwierigkeit,    dass   die  Evo 


l':i" 


•♦ 
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geschlossene  Curve  ahaV   (Fig.  17)  ist,    welche  von  den  Coordinaten- 
axen  in   vier  congruente  Tiieile  ge-  fj«   17 

theilt  und  in  den  Punkten  «,  a\  b,  y 

V  berfihrt  wird.  \h 


ml.' 

Für  die  Hyperbel  — , 


y 


=  1 


iad^t  man 


5 


1 


aU  Gleichung   der  Evolute   (Fig.  18),    welche   ebenfalls   aus 
gruenten  und   gegen  di©  Axen  sym- 
metrisch  liegenden  Theilen  besteht. 

3.  Betrachten    wir   eine   durch 
die  Gleichung: 

a  —  y  - 

x==a  arccos^ —  V'2ny  —  y^ 

a 


dargestellte  Cycloide,  wo  bekannt- 
lieh  a  den  Halbmesser  des  Erzeu- 
gnngskreises  bezeichnet.  Wir  erhalten 
durch  zweimalige  Bifferenziation  die- 
ser Gleichung: 


vier  con- 


l/2a 

^   y 


a 


y' 


V     » 


womit  sich  die  Coordinaten  des  Erümmungsmittelpunktes : 


a  =  rr  +  2V2a3/  — t/',     ß  = 


y 


ergeben.  Darch  Substitution  der  aus  diesen  Gleichungen  folgenden  Werthe: 

y  =  —  /?,    ic  =  a  —  2  V — ^aß  —  ß'^  in  obige  Gleichung  der  Cycloide 
erhalten  wir  als  Gleichung  der  Evolute : 


a  =  a  arc  cos 


^J^A+y—2aß  —  ß^. 
.     a 


Um  diese  Gleichung,  welche  offenbar  wieder  einer  Cycloide  an- 
gehört^ auf  die  einfachste  Form  zu  bringen,  beziehen  wir  dieselbe  auf 
«n    neues    Goordinatensystem    [a' ,    ß')     dessen    Abscissen  -  Axe    JX 


Hrur,    Hdh.  Mathematik,  H.  3.  Aufl. 


([arceos       "  J"  ^    -  ,(]  +  V 

tlidi  arc  co3(  -    «)  +  arc  cos«  = 

=  a  arc  cos  "   -  ^  —  Waß"  - 

t  identisch  mit  der  Gleichung  der 
-cloide  ist  daher  wieder  eine  mit 


ogarithmische  Spirale:    r  ^  e""'' 
des    K rümm an gsmittel  Punktes    g< 

Inrch  Verbindung   dieser   Gleicht! 

n  als  Gleichung  der  Evolute: 

'"•  statt  w  schreibt: 

«  =  ."(«-'•*-) 

eine  logarithmische  Spirale,    con 
n  diese  um  einen  Winkel  =  i/i 


'    '    .  .         IV;   Von   den   einbüllendeD   Curven. 

SSO.    Es  sei 

F{^,ff.  «)  =  0  (1) 

die  Gleicbung  einer  ebenen  Curve  und  a  eine  in  derselben  erEcbeiuende 
HlllkaTliche  Gonstante.  Ertheilt  man  dieser  Constanten  der  Reibe  nach 
vet^cbifdene  Werthe,  su  geht  aas  der  Gleichang  ( 1 )  ein  System  gleich- 
wl^er  Carven  liervor,  von  welchen  im  Allgemeinen  jede  die  folgende 
schneiden  wird,  und  es  ist  einleuchtend,  dass,  wenn  man  a  stetig  sich 
Andern  lässt,  die  Durcbscbnittspnnkte  je  zweier  unmittelbar  aufeinander- 
folgendeD  Curven  eine  neue  Curve  bilden  werden,  welche  die  einbllN 
lende  Curve  oder  Umhflilungslinie  der  aus  (1)  durch  Ver- 
Anderang  von  a  entstehenden  Curven  genannt  wird,  welche  letzteren 
beziehungsweise  die  eingehollten  Curven  heissen.  Es  bietet  sich  nun  die 
Aufgabe  dar,  die  Gleichung  der  einhüllenden  Curve  zu  suchen. 

Betrachten  wir  zu  diesem  Zwecke  zwei  aufeinanderfolgende,  den 
Wertheu  a  und  a-\-h  entsprechende  Lagen  der  Curve  (1),  so  ergeben 
sich  die  Coordiuaten  des  Durchschnittspnnktes  derselben  durch  Verbindung 
der  Gleichungen : 

F{x,  y,  «)  =  0, 

F[x,  y,  «  +  A)  =  0  =  F{x,  y.  a)  +  /.  ^^  +  '^' ^|^^  + 

all'  ileEen  Stelle  wir  auch  die  folgenden : 

dF  .   h  d^F    . 
-  -       .      ,        ^  '  "       .  da        '2  da^ 

setzen  können.  Diese  Gleichnngen  verwandeln  sich,  wenn  wir  h  nnend- 
lieb  klein  werden  lassen,  in  folgende : 

F(^,  s.  o)  =  0,  (I) 

iD  welchen,  wenn  sie  als  coexistirend  betrachtet  werden,  x  und  y  die 
Coordinaten  des  Durchschnittspunktes  zweier  irgend  einem  Werthe  von 
a  entsprechenden ,  unendlich  nahe  aufeinanderfolgenden  eingehüllten 
Curven  bedeuten.  Eliminiren  wir  nun  er  zwischen  den  Gleichungen  (l) 
ind  (2),  also  diejenige  Grösse,  durch  welche  ein  bestimmter  Üurch- 
ichnittspankt  partikuralisirt  wird,  so  erhalten  wir  eine  Gleichung : 

f  (^,  H)  =  0  (3) 

■wischen   x  und  y ,    welcher  die  Coordinaten  aller  Durchschnittspnnkte 


Isseii,  welche  demnach  (Jie  gesi 
ü  dieser  Darchschtiitt3 punkte,   <I. 

le  Curve  bat  die  Eigenschaft,  da: 
t,  und  in  Folge  dessen  nmsch! 
len  führt.  Es  folgt  dies  schon  a 
,  man  kann  sich  jedoch  hievon 
i  Gl.  (3)  der  einhüllenden  Curve 

man  darin  für  (»)  seinen  aus  ( 
,  .V  setzt.  Man  kann  daher  auch 

nehmen,  wenn  man  «  als  eine 
lohtet,  welche  der  Gl.  (2)  Geti&i 

Voraussetzung  die  Gl-  (1}  nach 
unktion  von  x  ist : 

dF  dy       dF  /da        da  dgX 


diese  Gleichung  zu  snl)stituirend 
9ten  soll : 

dx        dff  dx 

I.  i.  die  trigonometrische  Tangen 

en  Geraden  der  einhollenden  Cui 
Gl.  (1)  der  eingehüllten  Curve, 
werden  muss,  so  kommt 

dx         (iti  dx 

sind    identisch    und    bieten    als( 

für  z  und  p  die  Coordinaten  de 
»ftlichen  Punktes  substituirt  wer 
inkte  beide  Curven  eine  gemein: 
glich  berühren. 

i  Beispiele  mögen  zur  ErJäuterun 

Ipunkt  eines  Kreises  von  verfindi 
;r  Axe  der  x  so,  dass  das  Quadra 
ke  aus  der  Abscisse  «  seines  Mitt 
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constanteii  Länge  m  gleich  sei ;  man  sucht  die  Gleichung  der  alle  diese 
Kreise   einhiillcudeti  Curvc. 

Die  Gleichung  des  bewogliclicii  iireiscs  in  irgend  einer  seiner  Lagen 
ist  den,  Bedingungen  der  Aufgabe  zufolge: 

{x  —  a)"  +  1/"  —  m(ti 
hieraus  folgt  durch  Differenz iatioii  nach  a  -. 

^  2{j:  —  a)^  m,     oder     a  =  a;  +  J  m, 
somit  als  Gleichung  der  einhilllendcn  Curvc : 
j/^  =  vix  -\-  \  m^ 
valche  demnacli  eine  Parallel  ist. 

i.  Eine  gerade  Linie  bewege  sich  so,  dass  sie  mit  zweien  einen 
gegebenen  Winkel  k  einschlicssendon  Geraden  Drciccku  bilde,  die  Binen 
coDstanten  Flächeninhalt  =  /'  haben.  Han  sucht  die  einhüllende  Curre 
dieser  Geraden. 

Nimmt  man  die  Schenkel  des  Winkels  ?.  y.u  Cuordinaten-Axcn  und 
1)fzeiehnet  die  Stocke,  welche  die  bewegliche  Gerade  auf  denselben  ab- 
schneidet, mit  a  und  ß,   so  ist  die  Gleichung  dieser  Geraden : 


oder,  weil  der  Bedingung  der  Aufgabe  gemäss :  af{  sin  ).  =  2f  ist : 

'if .  j:  -\-  a^  sin  A  .  y  =  'irif. 
Durch  Elimination  von  a  aus  dieser  Gleichung  und  ihrem  nach    «   ge- 
nommenen Differenzialquotienten : 

(ly  sin  l  =  f 
erhält  man  als  Gleichung  der  einbauenden  Curve: 

»'  =  2,1»), 
Diese  ist   somit   eine  Hyperbel ,    welche   die   Schenkel   des   gegebenen 
Winkels  ku  Asymptoten  bat. 

3.  Die  Gleichung  der  parabolischen  Bahn,  welche  ein  aus  dem 
Ursprünge  der  Coordinaten  mit  der  Anfangsgeschwindigkeit  c  unter 
lirem  Winkel  c  aufwärts  geworfener  Körper  im  leeren  Räume  be- 
schreibt, ist: 

vo  j  die  Acceleration  der  Schwere  bedeutet.   Man  soll  die  einliöllende 


jchnng   nach 
ichnngen  eli' 


le    Parabel , 

chcitel  in  d< 


lungslinie  il 
ende  Curvo 
Evolute  der 
lg  dieser  Ci 
lie  Gleichnng 
iind  beziehm 
0, 


beiden  Gen 
r  Tangente 
.en  dieser  G 
r  einhQllcndi 
;ebene  Curvc 
ler  Normale 


1  =  0... 
1  in  folgend 


,  fj  des  Du 
n  CI,  also  di 
lurve  an  jcn 
fr  führt  z: 
ler  Norinalei 


V.  Von  den  besonderen  Funkten  der  ebenen 


388.  Unter  besonderen  Punkten  einer  Curvc  ^ 
solcbe,  in  welchen  dieselbe  eine  von  der  Lage  gegen  das  < 
System  uuabbängigc,  besondere  Eigen tbQ ml Jchkeit  darbietet 
daselbst  von  der  gewöliuliclicn  Form  der  einfacben  BiegU: 
Die  bemcrkenswerthesten  dieser  Punkte  sind  die  Bengungs] 
Rückkebrpunkte,  die  vielfachen  und  die  conjugirten  Punkte 
Bevor  wir  diese  Punkte  nillier  betrachten,  wollen  wii 
tisches  Merkmal  aufsuchen ,  mit  dessen  Hilfe  sich  entsct 
ob  eine  Cnrve  der  Abscisscnaxe  ihre  concave  oder  conve: 
k«fart. 
-     ■'   Itet  Bogea  MM'  kebrt  der  Absdsseoaxe  seine   concai 


Fig.  20, 


.wenn  seine  Sehne  zwischen  dem  Bogen 
sad  da  Absdesenaxe  liegt  (Fig.  30,  a); 
ti^t  jedod)  der  Bogen  zwischen  der  Sebnc 
nnd  der  AbsciBsenaxe  (Fig.  20,  b),  so  ist 
die  Curve  gegen  diese  Axe  convex.  Zieht 
man  daher  die  in  der  Mitte  zwischen  M 
nnd  M'  liegende  Ordinate  QN,  welche  die 
Se)me  in  S  schneidet,  so  ist  die  Curve 
geg/ai  die  Abscissenaxe  concav  oder  con- 
vex,  je  oacbdem  die  Differenz  QN  —  QB 
positiv  oder  negativ  ist. 

Es  sei  nun  y  =  f{x)  die  Gleichung 
der  Curve,  OF  —  x.  PQ  =  QF  =  A,  so 
ist  PM  ^=  1/  =  f{x)  und  vermöge  des 
Taylor'gcben  Lehrsatzes : 

QN  ■=  f{x  +  h)  =  f{x)  +  hr{x)  +  khr'{x)  +  i 

FM'  =  f{x  +  2h)=f{x)  +  2}if\x)  +  'IhY'ix)  + 

Qlt    =^[PU+  FM')  =  fix)  +  hfix)  +  hTi^) 

wo  jS,  Ji^   die  Reste  der  Reihen  bezeichnen.  Hiemit  wird: 

Es  sind  aber  B  und  Ä,  Grössen  der  S*^"  Ordnung  in  B 
.mau  kann  daher  /i  immer  so  klein  wählen,  dass  das  Zeicl 
Theiles  der  letaten  Gleichung,  somit  anch  das  Zeichen  der  Diffi 
(^  Jesem  dos  S**"  Differenzialquotienten  f"  (/)  entgege 
Die  Curve  wird  daher  in  einem  bestimmten  Punkte  gegen  di 


sein,  je  nachdem  /"{■•■)  ^ü 
^abei  nurdc  vorausgesetzt,  ( 
ve  oberhalb  der  AbsciEsanu 
;t  sich  leicht,  ilass  im  ent( 
!  Regel  sich  umkehrt,  so  doE 
nsc  ausdrücken  kauu : 
ilirt   an    einer   bcstimn 

coiicavG    oder   coiivc: 


■el  y^ 


"dz" 


ix'  4)/* 

'unkt  der  Cnrve;  die  Parabe 
i  ihre  concave  Seite  zu. 

crnde,    welche  eine  Curve  ii 

diesem  Punkte  die  Curve  il 

in  des  Berührungspunktes  lii 

Kten  Seiten  der  Geraden  sich 

ein    ßeugungs-   oder   li! 

kt  M  (Fig.  21)  der  Curve  . 

Euccessiven  Werthe,  welche 

der  Tangente  geg 

annimmt,  wenn  m 

punkt  in  der  Nfihe 

)  y^    ,      tes  auf  der  Cnrve 

i^  erhellt  sogleich,  d 

winke!  im  Beugai 

Maximum  oder  'Ü 

nachdem    der   de 

j^    vorausgehende  Tb 

die  Aiscissenaxe 

ist.     Da    nun    di 

Neigungswinkels  durch    der 

ist,  so  wird  diese  Grösse  fi 

aximum  oder  Minimum ;    ur 

iimnm  von  -     ein   Benguugs 
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wenn   die   Fnn^tionen   ['(x)   iinit   f'(J!)   in   der   Nälie   dess^lbeit    stetig; 

sind   null  Teelle  Wertlie  darbieten.     Die  Aufgabe,   riie  Beuguiigs punkte 

eiaer  Curre  anizDEUcheii,  ist  demnacli  darauf  zu  rück  geführt,  jene  Werthe 

voB  X   zu   finden ,   welche   den   ersten  DifTereuzialquolientcn    zu   einem 

Maximum  oder  Minimum  maclien ;  diese  Werthe  ergeben  sich  aber  aus 

der  Auflösung    der  Gleichung    -=— ,  ^=  0   odci'   auch   unter  Umständen 
dx 

— ^  ^  t» .     Ob   ein   aas  diesen  Gleicbungcu  gezogener  Werth  wirklich 

ein  Maximum  oder  Minimum  erzeuge,  also  auch  ein  Beugungspunkt 
\orhanden  sei  oder  nicht,  h&ngt  dann  bekanntlich  davon  ab,  ob  der 
erste  fttr  diesen  Werth  nicht  vorschwindcniie  höhere  Diffcrenzialquotient 
von  ungerader  oder  gerader  Ordnung  ist. 

Untersuchen  wir  z.  B,  die  durch  die  Gleichung: 
y*  ^  ax*  +  bx' 
ausgedrflclrte  Curve,  welche,  je  nachdem  der  Coefäcient  «  posiriv.  Null 
oder  negativ  ist,  während  b  immer  positiv  bleibt,  eine  der  in  Flg.  2'J, 
23  und  '24  dargcitelllen  Formen  annimmt.   Man  findet  durch  Differen- 
ziation  dieser  Gleichung: 


4ia  +  bx) 


(a  +  bxf 


Flg.  22. 


Die  Werthe  von  x,  welche  ein  Maximum  oder  Minimum  des  1^°  Diffe- 

renaiftiqnotienten  zur  Folge  haben,  ergeben  sich  sofort  aus  der  Gleichung 

4a 
raus  X  ^=  —     ■    folgt.     Mit    diesem    Werthe    wird 


a  -^  l  bx  =^  0,  woraus 
'  27f     \dx' 


Ist  nun.  a  positiv  (Fig.  22),    so  sind  diese  Werthe  von  y  i 
-maKinar;  es  existJrt  somit  kein  Beugungspunkt. 


chem  Falle  die 
erth  v»n  a;  =  0 

iber  fflr   ncgativi 

x  =  0,    !i  =  0, 

),  so  entsprechen 

dinalun,  und  die 

UDgspuukto,   da, 
Puukte  stetig  nn 


rechnung  und  in 
der  aDgewandt 
wichtige  Rollo 
(Fig.  '2ö)  aus  . 
der  y  -  Axc  s; 
unendlichen  Äi 
Axe  zur  Asyra 
obigen  Gleichu 

jie   Wertho    t  = 

rechen. 

Curve  in  denist 
sst  dieser  Punkt  i 
Rückkehrpunkt 
j  beiden  Aeste  i 
Beilen  einander 
mannt)  (Fig.  27 
1 


Seite  des  einen  Astes  gegen  die  conca\e  des  andern  gerichtet  i: 
ersten  Falle  liegen  die  beiden  Aeste  io  der  N&be  des  Vereini 
Punktes  auf  eiitgegeDgesetzteii  Seiten  der  gemeinschaftlichen  Tai 
im  letzteren  anf  derselben  Seite, 

Nehmen  wir  an,  die  Curve  g  =  f(x)  besitze  einen  Büc 
punkt,  dessen  Abscisse  :=  a,  so  muss  (abgesehen  von  dem  bcso 
Falte  ^  wenn  die  diesem  Panktc  entsprechende  Tangente  anf  di 
der  X  senlirccht  steht)  einer  der  beiden  Werthe  /'{a  -\-  h),  /(« 
venigsteDS  für  die  kleinsten  Werthe  von  h  nothwcndig  imaginä 
fülen,  da  die  Curvc  von  diesem  Punkte  aus  sich  nur  nach  einei 
erstreckt.     Hiezn   wird   erfordert,    dass   der  Ausdruck   /(ffl  ii  A 

VnrzelgrCsse    von    der   Form    h"   enthalte,    unter     -    einen    pc 

Brnch  verstanden,  welcher  —  auf  seine  einfachste  Gestalt  gebrai 
ihit  geradem  Nenner  versehen  ist.  Ist  ferner  der  ßackkehrpaol 
iier  ersten  Art,  so  wird  der  2**  Differenzialquotient  t'"{x)  fü 
sehr  'tialic  an  x  ^  a  liegende  Werthe  von  x ,  dem  Zeichen  nacl 
gegengesetzte  Werthe  annehmen,  weil  die  beiden  an  der  Spiti 
vereinigenden  Aeste  der  Curve  der  eine  seine  concave,  der 
seine  coovexc  Seile  der  Abscissenaxc  zukehrt.  Hieraas  folgt 
für  X  =  a  selbst  der  2*'  DifTercnzialqnotient  Null  oder  uni 
»erden  muss.  (Diese  Bedingung  tritt  bekanntlich  auch  für  einei 
gnngspatikt  ein;  für  diesen  müssen  jedoch  beide  Werthe  f{i 
md  /{«  —  k)  reell  sein ,  während  bei  einer  Spitze  einer  de 
imaginär  werden  muss.)  Bei  Spitzen  der  zweiten  Art  gilt  di( 
Folgernng  nicht,  vielmehr  mnss  hier  der  2'^  Differenziakiuotie 
W'CTthe  von  3>  in  der  N&he  von  a,  zwei  reelle  Werthe  von  g 
Zeichen  darbieten. 

Beisp.  1.  Untersuchen  wir  z.  B.  die  durch  die  Gleichung 
[y  —  -ix)'  =  {x  --  a)^ 
oder  y  =  "ix  +_  [x  —  o)*  =  f{x) 
dargestellte  Curve  (Fig.  26).  Für  jeden  Werth  von  .r  >  a  or 
zwei  reelle  Werthe,  welche  sich  für  x  =  a  auf  einen  einzigen :  , 
educiren ;  für  a:  <C  «  wird  y  imaginär.  Die  Curve  halt  dal 
Pnnkte  Ä{x  :=^  a,  y  =  2a)  in  ihrem  Laufe  inne ;  man  hat  nun 

r[x)  =  2  +  I V:.  - «,  r{x)  =  +  --,1---^-:-- 

'^yx  —  a 
^tzt  ^an  /'"  (x)  :=  00 ,  so  folgt  x^=a;   da  nun  von  den  beidei 


Neig 
>  hl 


±! 


nrvt 

iiyi 


er  ( 
idar 


ssen ,  wührend  er  fdr  jeden  ander« 
t.  Dies  vorausgesetzt,  sei  nnii  m=3 
nen  WurzelgrOs^jen  befreite  Gleicliun 
B  ralionale  Funktion,  so  werden  in 
i 

dy  =  0,     oder  Jtfrfj-  +  JV'rfy  =  0 

iaiquotienten      -  =  jtf.     -    ^  N  eb 
dx  dp 

A 

'  N 

höriger  Werthe  von  er  and  1/  nur  e 

i-  Quotient  soll  aber  mehrere  verschit 

in  denselben  fUr  r  und  p  die  Coon 

itituirt,    was  offenbar  nur  möglich  i: 

e  sowohl  M  als  K  auf  Null  sich  r« 


die  vieldeutige  Form   - 


Ifachen  Punkte  einer  Curve  zu  entd 
selben,  nachdem  sie  auf  eine  ratiom 
;n ,  und  die  Cocfficienten  beider  t 
rcb  Auflösnng  der   so   gewonnenen 

du rfii 

laten  aller  vielfachen  Punkte  der  C 
Auflösungen  auszuscheiden  sind,  weh 
0  nicht  Oenüge  leisten,  weil  die 
irve  liegen.  Nicht  jeder  auf  diese  A 
ist  aber  nothwendig  ein  vielfacher; 
die  Werthe  entwickeln,  welche  der 

n  Rede    stehenden  Punkt  annimmt; 

dieser  Grösse  bestimmt  die  Anzah 
Rankte  schneiden;  sind  aber  s&mmt 
'  Punkt,  obwohl  seine  Coordinaten  d 
en,  gar  nicht  in  dem  stetigen  Zugi 
leröhrende  gibt;  er  ist  daher  kei 
-  conjugirter  oder  isolirter  Punkt  d 


die  Coovdinaten  jedes  vielfaclieD  Punkte: 
60   mnss   man   znr  AusmitteluDg  der  o 

!u  den  liöberen  Differentialgleichungen  di 

die  erste  derselben,    welche  durch  die 

inktes  nicht  unabhSngig   von   dem  Wert 

jrd,  dient  zur  Bestimmung  der  Weitlie  i 
in  sich  die  einzelnen  CarvetiSste  in  d 
rchscbneiden ,  sondern  LierQbren,  etwa  r 
en,  gemäss  den  in  §.  37'2  vorgetragenen 

Oti enteil : 

dx^    dic''    Jj'*'  '      dJ^'' 

d' 
■  einen  bestimmten  Werth,  während 

rthe  darbieten  muss.   Kine  «matige  Difft 

aber: 

id  N  wieder  rationale  Funktionen  von  :; 
Grösse  ist,    wie  in  (11.     In  Folge  diest 

-^,  ^  —  -rj  nur  dann  mehrerer  Werth 

.«+1  jy 

fflr  die  Coordinatenwerthe  des  vielfach! 
wenn  aber  diese  Worthe  die  Grösse  Ä 
ie  vennöge  der  Gl.  (l)  auch  die  Grösse 
iie  sich  aus  den  Gleichungen  M=it,  N: 

diesen  Fall  dieselben  Vorschriften  gelt 
Fall  des  Durchschneidens  der  Curvenl 
C^urvenftste   sieb  durchschneiden  oder  hei 

irch   die  die  Grösse    ,     bestimmende  G 
dx 

n  crsteren  Falle  so  viele  verschiede 

iele  einander  gleiche  reelle  Wurzeli 

n  fraglichen  Punkt  hindurchgehen. 

s}>.   I,     FQr   die  Lemniscate    |I.  Bii 

r.  (j*  +  a:»)''  +  2^*(3/'^-a:^)  =  0=«, 
Ä(y-  +  x*  —  e*)  dx  +  &{v'  +  x^  + 

r  setzen  nvn: 
x(p*  +  x^  --  e*)  =  0,     !*(y*  +  x''  - 


1 
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Curve  in  der  Form  p  =  f[x)^  so  hat  man  nach  dem  Taylor*schen 
Satze : 

f{a  +  h)  =  f{a)  +  hr{n)  +  \hY  {a)  +  ...., 

woraus  folgt,  dass  in  der  Reihe  der  Differenzialquotienten :  f{a),  f'\a\ 
f"'{<i\  n.  s.  w.  sich  imaginäre  Glieder  vorfinden  müssen. 

Dies  vorausgesetzt,  nehmen  wir  an,  es  sei  ,-„  =  r*^'{^)   der  erste 

aas  der  Reihe  der  aufeinanderfolgenden  Differenzialquotienten,  welcher 
für  3?  =  <7  imaginär  wird;  u=^F{x,  y)  =  0  die  Gleichung  der  Curve, 
und  u  =  F{x,  y)  eine  rationale  Funktion ;  aus  jener  zieht  man ,  wie 
im  vorigen  §.  die  Differenzialgleichungen : 

Mdx  +  Ndy  =  0,  (l) 

Rdx''  +  Nd'^y  =  0.  (2) 

Die  Gleichung  (2)  soll  nun,  wenn  in  R  und  N  für  x  und  y  die  Coor- 

d'^y 
dinaten    a.   b   eines   conjugirten    Punktes   substituirt   werden,   fClr   — - 

aar* 

einen  imaginären  Werth  darbieten ,    was  vermöge  der  rationalen  Form 

von  R  und  N  nur  möglich  ist ,  *  wenn  die  Grösse    ,  -  =  —  ü-    unter 

aar**  N 

die    Form    —   fällt;    die  Bedingung    iV=0   zieht   aber  in  Folge  der 

Gl.  (l)  auch  jene  Jlf  =  0  nach  sich,  so  dass,  wie  man  sieht,  die  con- 
jugirten Punkte ,  so  wie  die  vielfachen  aus  den  Gleichungen  M  =  0, 
N  =  0  sich  ergeben,  wie  auch  im  vorigen  §.  schon  bemerkt  wurde. 

Beisp.  Die  Curve  y  =  xyx  —  1  hat  im  Ursprünge  einen  isolir- 
ten  Punkt.  Diese  Gleichung  auf  die  rationale  Form:  y^  —  a;^+jr*==0 
gebracht  und  difiFerenzirt,  gibt  nämlich:  2ydy  —  x{^x  —  2)rix  =  0; 
hieraus:  y  =  0,  xf^ix  —  2)  =  0,  welche  Gleichungen  die  Auflösungen 
^  =  0 ,  y  =  0  und  x  =  \,  y  =  0  darbieten ,  von  welchen  die  2**, 
weil  der  Gleichung  der  Curve  nicht  Genüge  leistend,  unbrauchbar  ist. 
Die  2^  Differenzialgleichung  lautet  mit  Weglassung  der  in  Folge  der 
Bedingungsgleichung  verschwindenden  Glieder:  d^y  —  (3a? — l)rfa?*==0, 

woraus  für  x  =  0  der  imaginäre  Werth :  ~  =  ^  V —  1    folgt.    Der 

dx 

Ursprung  ist  demnach  in  der  That  ein  conjugirter  Punkt  der  Curve. 


SIEBENTES  KAPITEL 

HEOUIE   DER   CDKVEH    VUH    DOPPELTER   KttOMKÜNO. 


Benten  und  Nortnalebenen  doppelt  ge- 
irven.   —    Differenzial   dea   Bogens. 

9  im  Räume  wird  bekanntlich,  indem  man  sie  als 
n&chen  betrachtet,  durch  die  Oleichnngen  dieser 
insofern  man  dieselben  ala  coexistirend  betrachtet. 

,  9,  z)  =  0,     F,{x,  y,  «)  =  0  (1) 

krummen  Linie  im  Räume,  bezogen  auf  ein  recht- 
insystem.     Man    kann   dieselben    durch   die   einfa- 

.V  =  y(=c).      r  =  V'(^)  (2) 

rch  snccessive  Elimination  von  ir  und  y  aus  jenen 
irojicirenden  Cylindem  der  Cnrve  beziehnngEweise 
y  und  i£,  oder  anch  den  Projektionen  der  Cnnre 
bst  angeboren. 

zwei  benachbarte  Punkte  der  Curve  JU  und  M', 
speclive  x,  y,  e  und  x  -\-  Jx,  y  +  Jy,  e  -\-  Je 
1  wir  durch  beide  Punkte  eine  Gerade  (Sekante), 
Igen  derselben ,  wenn  die  laufenden  Coordinaten 
Jt  werden  ; 

Punkt  M'  dem  Punkte  M  eicli  unendlich  sähem, 
>rten  Jx  unendlich  abnehmen ,  wodurch  auch  Jy 
ein  werden,  so  geht  die  Sekante  in  eine  Tangente 

^1      „ 
Jx'     ^x 


verwandeln  sich  in  die  Differenzialqno- 


1  wir  bähen  sofort  als  Gleichungen  der  Tan- 
,  y,  z  der  Curve : 


I.  S.  Aal. 


changen  (2)  der  Curve.  Bezeichnen  wir  mit  n,  ß,  y  die  Nejgangswinkel 

der  Tangente  gegen  die  Axen  der  x,  y,  e,  so  ist  (Gl.  (2),  §.  258): 

dr  ^      _rfy  ■ 

cosß  —  ;^,_____^  ^  ^^^,     cos     _  ~-^^  ^  ^^.^^  -   ^^^^, 

de  . 

cosy  =   -z-...—:^^- r-    .  (41 

Siad  die  Gleicbungen  der  Curve  in  der  nnentivl ekelten  Form  (I)  ge- 
geben, so  bat  man  nicht  nötbig,  aus  ihnen  die  Gleichungen  (2)  abzu- 
leiten;   man   erhält  nämlich   durch  Differenziation  dieser  Gleichungen  : 

dj;       liF  ^       d^  rfr  _  "^^1    I    ^1  ^  4.  l'^j  i"  —  y. 

dx        äff  dx       de  dr  '      dx         dy   dx        de  dr 

substitnirt  man   hier   die   aus   (3)   folgenden  Werthe   von     -  nnd  — , 

so  erhält  man  die  Gleichungen  der  Tangente  in  folgender  sframetrt- 
schen  Form : 

Diese  Gleicbnngen  sind,  nie  wir  spfiter  sehen  werden,  die  Gleichungen 
der  Beruh  rangsebenen  der  beiden  Flächen  (I)  im  Pnnkte  x,  1/,  e,  deren 
Durchschnittslinie  natürlich  Tangente  an  der  Curve  sein  muss,  in 
welcher  sich  diese  Flächen  schneiden. 

Eine  Ebene ,  senkrecht  auf  die  Tangente  durch  den  Berührungs- 
punkt M  gelegt,  heisst  Normalebene  der  Curve  im  Punkte  M. 

Sind,  wie  oben  x,  y,  e  die  Coordiiiaten  eines  Punktes  der  Curve; 
£,  ij,  C  die  laufenden  Coordinaten  der  Ebene,  so  ist  die  Gleichung  einer 
durch  den  Punkt  x,  y,  z  gelegten  Ebene : 

A{k-x)  +  B{ti  -  y)  -1-  Ca  -  *)  =  0; 
soll  nun  diese  Ebene  auf  der  durch  die  Glgn.  (3j  ausgedrackten  Tangente 

senkrecht  stehen,  so  muss  [§.  261]     -7=—-.      ,-  =^—  sein,    man   hat 

dx       A       dx       A 
daher  als  Gleichung  der  Normalebene: 

oder  (I  —  x)dx  +  (r,  —  g)  dy  +  (^  —  x)  de  =^0. 
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Jede  durch  den  Berührungspunkt,  senkreolit  auf  die  Tangente  gezogene 
Gerade  heisst  eine  Normale  der  Curve;  eine  Curve  im  Räume  besitzt 
daher  in  jedem  Punkte  unendlich  viele  Normalen ,  welche  offenbar 
sämrotlich  in  der  Normalebene  liegen. 

389,  Die  Länge  der  Sehne,  welche  die  Punkte  a;,  y^  e^  und  x  +  Jx, 
p  +  z/y,    £^  +  J£    der    Curve    verbindet,     wird    ausgedrückt    durch 

yjx*'\'Jy^'\'Jji^^^,  lässt  man  nun  den  letzteren  Punkt  dem  ersteren 
sich  unendlich  nähern,  d.  i.  .Jx  und  somit  auch  yiy,  Je  unendlich  klein 
werden,  so  wird  die  Länge  der  Sehne  der  Länge  des  zwischen  beiden 
Punkten  liegenden  Bogens  der  Curve  immer  mehr  und  mehr  gleich 
werden;  bezeichnen  wir  das  Element  oder  Differenzial  des  Bogens  mit 
ds,  so  haben  wir,  zur  Grenze  übergehend : 

rfs  =  +  y'äx*  +dy^  +  ^  =   ±  dx  \/i  +  (^)'  +  (^^y,    (1) 

WO  von  beiden  Zeichen  das  obere  oder  untere  genommen  werden  muss, 
je  aachdem  der  von  einem  festen  Punkte  aus  gezählte  im  Punkte  x,  y^  z 
endigende  Bogen  s  mit  wachsendem  x  zu-  oder  abnimmt. 

Mit   Hilfe   dieses   Ausdruckes    nehmen    die    Gleichungen    (4)    des 
vorigen  §.  folgende  einfachere  Form  an: 

dx  ^       dy  de 

cos  Of  =  —  ,    cos/y=  — ,    cosy  =  — .  (2) 

ds  ^        ds  '        ds  ^   ^ 


II.   Ueber   die   Berührungen    der   Curven    von    doppelter 

Krümmung. 

390.  Es  seien 

y  =  f{x),     z  =  F{xy 

und     Y=1\{X),     Z=F,  (X). 

die  Gleichungen  zweier  Curven  im  Räume ,  welche  einen  oder  mehrere 
Punkte  gemeinschaftlich  haben.  Es  ist  klar,  dass  für  solche  Punkte  die 
drei  Coordinaten  in  beiden  Curven  gleiche  Werthe  besitzen  und  dem- 
gemäss  die  Gleichungen : 

Stattfinden,  aus  welchen  —  in  Verbindung  mit  den  obigen  Gleichungen 
der  Curven  —  sich  die  Coordinaten  der  gemeinschaftlichen  Punkte, 
wenn  solche  existiren,  ergeben. 

Die  Curven  berühren  sich  in  dem  gemeinschaftlichen  Punkte,  wenn 
sie    daselbst   eine   gemeinschaftliche   Tangente    besitzen;    im  Gegenfalle 

findet  ein  Durchschnitt  statt. 

10* 
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Es  sei  nun  a-  die  zur  3:-Axe  parallele  Coordinai 
gemoinBchaftlicben  Punktes  3f ;  eine  zar  Ebene  der  ge  i 
x  +  h  parallel  geführte  Ebene  wird  die  beiden  Curven  i 
m  und  n  schneiden,  deren  Abstand  tun  mit  J  bezeichne 
Offenbar  werden  sich  die  beiden  Corven  im  Punkte  M 
an  einander  schmiegen,  .je  kleiner  ^  ist  im  Verhältr 
man  schreibt  den  Cunen  eine  BerQhinnK  der  n'*"  Ordi 
J  im  Vergleiche  zu  h  eine  kleine  Grösse  der  (m  -f*  1) 

Es  seien  nun  i-  -\-  k ,  y.  i\  die  Coordinaten  d 
X  -^  h,  Y'.  Z'  jene  des  Punktes  ii ,  so  ist : 

^«  =  (/    -  YJ  +  {/  -  Zf. 
Man  hat  aber  vermöge  des  Taylor'schen  Lehrsatzes : 

y    =  /■  (X  ^  Ä)  =  y  +  Ä  -  +  -  ^-,  +  -  _~  -^ 

.'=n-  +  A)  =  -  +  A^  +  ^7^.+2T3;i 


somit,  weil  fOr  den  gemeinscbaftlicben  Punkt  die  ßleicl 

y  =  r.    *■  =  Z 

bestehen : 


'  —  r' 


\Äf       da:/  "•"  2  \(tc*       Äc»  / 
/rf*       dZ\       A*/dV       d'Z\ 


So   lange   nun  die  Grössen    t-  und  -=— ,   sowie  -r    and 

rfz  (te  ax 

Punkt  3f  verschiedene  Werthe  haben ,  findet  daselbst  ( 
der  beiden  Cnrven  statt,  weil  in  diesem  Falle  die  be 
nicht  in  eine  einzige  Gerade  zusammenfallen,  wie  aus  < 
der  Tangente  sogleich  erhellt. 

Sind  aber  für  den  Punkt  M  nebst  den  Gleicbunge] 
die  Gleichungen : 

Ay  _äY_      de  _äZ 
äx       dx  '    dx      dx 
erfüllt,   so   kommt   den  Curven   in  dem  besagten  Punk 
schaftlicbe  Tangente  zu;  sie  berühren  sich  daselbst,  und 
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En  GAgea  pflegt,  oach  der  1""  Ordnung;  die  Grösse  A  ist  in  diesem 
Falle,  wie  aus  dem  Ausdrucke  derselben  ersichtlich,  im  Vei^leiche  zu 
h  eine  kleine  Grösse  1'^"  Ordnung. 

Eine  E^rührung  1^'  Ordnung  tritt  ein,  wenn  für  deu  Berflhrangs- 
pDDkt  nehst  den  Gleichungen  (I)  und  f'2j  &uch  noch  die  folgenden: 

dx''~  dx^'    <lx*~'dx-'  *  ■^ 

bestehen ,    nnd   es  wird  in  diesem  Falle  J  eine  kleine  Grösse  der  3*'" 
Ordnnng. 

Allgemein  erfordert  eine  Berührung  der  tt^"  Ordnung  die  Erfüllung 
der  Bedingungsgleicbungen,  2 in  +  1)  an  der  Zahl: 

—  Y    '^1  —  ^     ^_'ü^  rf'g_ffr 

'   dx       dx'     dx"       dx*  '    '  '  '  rfa*       ^<i  ' 

—  Z-  —  —      ^^  ——  ^  —  ifü? 

'     dx        dx'     dx^        dx^  '     '  '  '  djf        dx" 

Gewöhnlich  ist  bloss  eine  Curve  individuell  gegeben,  die  ;£weite  aber 
nur  der  Gattung  nach,  und  die  Aufgabe  besteht  dann  darin,  die  con- 
stanten  Parameter  der  letzteren  so  zu  bestimmen ,  dass  sie  mit  der 
ersteren  eine  Berührung  von  bestimmter  Ordnung  eingehe. 

Hieraus  folgt  sogleich,  dass  eine  Curve  von  einer  Geraden  in  der 
Regel  nur  nach  der  1'"  Ordnnng  berOUrf  werden  könne,  da  die  Glei- 
cbnngen  der  Geraden  nur  vier  constante  Parameter  enthalten,  welche 
zur  Erfüllung  der  vier  Bedingungsgleicbungen  einer  Berührung  erster 
Ordnung  eben  hinreichen.  Die  Ausführung  der  leichten  Rechnung  fahrt 
zu  den  bereits  in  §.  388  entwickelten  Gleichungen  der  Tangente. 

891.    Auch    die  Berührungen  von  Flächen  und  Cnrven  unter  ein- 
ander lassen  sich  einer  nhnlichen  Untersuchung  unterziehen.  Wir  wollen 
faier  nur  diejenigen  betrachten ,    welche  eine  beliebige  Curve    und   eine 
Ebene  darbieten. 
Es  seien 

y  =  f{x),     z  =  F(x) 
die  Gleichungen  der  Curve ;    die  Gleichung   einer  Ebene,  welche  durch 
den  Punkt  z,  y,  z  der  Curve  geht,  ist: 

;-^  =  a(^-x)  +  b{,/-!,l  (m) 

*o  I.  V<  f  "*'^  laufenden  Coordinaten  der  Ebene  sind. 

Geben  wir  von  dem  Punkte  x,  y,  e  der  Curve  zu  einem  benach- 
barten MI  Aber,    dessen  Coordinaten  x  -^  h,  y\  z   sein  mögen,    so  ist : 
,    ,  %   ,   A*  dV    I  '  I    j.  '^   1    **  <***    i_ 

»=»  +  '  £+2  d¥'  +•■•'='  +  '■  Ä.+  2  i?  +  •■■  • 
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er  KriimmiiiiKbebeiie  tiimmt  eine  mehr  syauitetrische 

nicht  ~  wie  es  oben  geücliebeii  iijt  -  x  als  uii- 
lie,  also  <ix  als  coDstatit  betrachtet.  Um  hiezu  auf 
e  zu  gelaugGii,  sei  die  GIcichnug  einer  durch  den 
urve  gelegten  Ebene: 

)+«(>,-») +  C(f--^)  =  0;  (.) 

ilbc  zweimal,  |,  ij,  t  a]3  Funktionen  irgend  einer 
Veränderlichen  betrachtend,  so  hommt: 

AiK  +  Ihbj  4-  rrff  =  0, 

Ebene   KrUmmungsebene   im    Punkte   j-,  y,  e   der 
LBsen  diese  beiden  DiSerGazialgleichungeii  durch  die 
iiiden  Werthc  von  di\  rfy,  dt,  il^x,  ä^i/,  rf'r  vcri- 
i  niDss  sciu: 
■  Cd::  =  0 ,     Atl^'x  +  Bd^y  +  Cd^z  =  0.        ip) 

I  tileicbungen  die  Wertlie  von  -7  und  ^    bestimmt,  :  '^ 

.   der  Ebene  sub)>tituii't,    erhalt   man   die   gesuchte  ':.% 

rflmmungsebeno:  ;^ 

-  x)  +  (dz  d-'x  —  dx  d'z)  ifj—y)  -^ 

Jf.{dxdhj-dyd*x){Z-t)  =  0-            (4)  i 

uabhängig    Veränderlichen    machen ,    so    hat    man  .^ 

wodurch   diese  Gleichung  wieder  in  die  obige  (3)  '^ 

I 

en  wird  man  leicht  ersehen,  dass  die  Krümmungs-  '% 

debnirt  werden  kann,  welche  durch  drei  uiieudlich  '■^ 

-li,  M',  M"  der  Carve   geht,    oder   was  auf  das-  i 

welche  durch  zwei  unendlich  nahe  aufeinander  fo!-  •  ji 

Curve  gelegt  wird.    \a  der  That,    soll    die  durch  .a 

e)  der  Curvc  gehende  Ebene,  deren  Gleichung  («)  ■'^ 

=  U  bezeichnet  werden  möge,  auch  noch  die  Punkte  1 

I,  so  mtüBsen  die  Coordinaten  dieser  Punkte,  namlicb  ', 

e  +  dx,     tj  ^  dy,     e  -^  dz  \ 

'x,     »/  -\-  2dy'-\'  d*y,     z  -\-  'ids  •\-  d^s  \ 
Qge   leisten.     Substituirt   man   nun    die   erwähnten 

itelle  von  x,  y,  e  in  die  Gl.  L  =  0,  so  geht  diese  ■/'■ 

iL  =  0 ,     i  +  2  di  +  d^i  =  ü ,  ;! 


Gleicbangeo   sich  mit  Bücksicht  auf  X  =  0   anf  die  folgeodeo : 

di  =  0 ,     Ä't  =  0 
«n.  Diese  Gleicbtingen  drücken  nun  die  Bedingung  auB,  dass  die 
(oder  flberhanpt  die  Fläche)  L  =:  0,    welche   durch    den  Punkt 
y,  s)  geht,  auch  noch  die  zwei  diesem  unendlich  nahe  liegenden 

M'  und  M"  enthalte,  und  sind  -  wie  man  sieht  —  identisch 
n  Gleichungen  (p),  welche  zur  Bestimmung  der  Krömmnogsabene 
;  haben. 


Ueber  die  Krümmung  der  Curven  von  doppelter 
Krflmmnng. 

)2.  Es  seien  M,  M\  JU"  drei  unendlich  nahe  liegende  Punkte 
Innre  von  doppelter  ErQmmnng;  innerhalb  dieser  unendlich  kleinen 
inung  kann  die  Cnrve  als  eine  ebene,  und  zwar  in  der  ErOm- 
ibene   liegende   Cnrve   betrachtet    werden,    deren   KrOmmung   im 

M  derogemSss  aof  dem  in  §.  374  für  ebene  Curren  betretenen 
sich  bestimmen  lässt.  Bezeichnet  man  daher  mit  q  den  Krtim- 
lalbmesBer,    mit   di    den   Gontingenzwinkel,    d.   i.   den   unendlich 

Winkel,  welchen  die  zwei  an  den  Punkten  M  und  M'  gezogenen 
iten  der  Curve  einschliessen,  mit  ds  den  unendlich  kleinen  Bogen 

so   ist  das   Maass    der  Krümmung   der   Curve   in   der 

mungsebene: 

l        dT  ds  , 

-  =  -■  ,  und  $  =  1-.  (1) 

^        ds  dz  ^  ' 

flegt  diese  die  erste  Krümmung  der  Curve  zu  nennen. 
Während  aber  bei  ebenen  Curven  nur  diese  eine  Krümmung  vor- 
,  weil  hei  diesen  die  Krflmmungsebenen  sflmmtlicber  Punkte  der 
mit  der  Ebene  der  Curve  zusammenfallen,  kommt  bei  den  Curven 
ippelter  Krümmung  noch  eine  zweite  Krümmung  in  Betracht, 
ie  Krflmmungsebene  von  einem  Punkte  zum  andern  sich  ändert; 
Clement  der  Curve  tritt  ans  der  Ebene  der  beiden  vorhergehen- 
lemente  heraus.  Es  sei  <i6  der  unendlich  kleine  Winkel,  welchen 
ümmuDgsebene  im  Punkte  M  mit  jener  in  dem  unendlich  nahen 
M'  einschliesBt,  so  betrachtet  man,  analog  mit  dem  Obigen,  den 
ck: 


zweiten  Krümmung  der  Curve. 
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898.  BeBchSftigen  wir  uns  zmiScIiBt  mit  der  ersten  Krflminuiig, 
DDd  Bucben  wir  zo  diesem  Ende  einen  Ausdruck  für  den  Contingenz- 
winke]  dl.  Es  seien  a.  ß.  y  die  Winkel,  welche  die  TaDgente  im 
Paukte  x,  y,  e  der  Curve  mit  den  Coordinatea-Axen  einsctiliesst ;  die 
Cosinnsse  der  Winkel ,  welche  die  zu  dem  unendlich  nahen  Pankte 
X  -{-  dx,  s  -\-  dt/,  £  -\-  tls  gehörige  Tangente  mit  den  besagten  Axen 
bildet,  können  ausgedrückt  werden  durch: 

cos a  +  rf  cos «,     ctysß  +  d  cos ß,     cos ;-  +  d  cos ;■ ; 
man  hat  daher  vermöge  eines  bekannten  Satzes  [Gl.  ö.  §.  251]: 
cobSt  ^  cosß  {cosß  +  d  cosa)  -\-  cos (9  (cos/?  +  d  cos(9) 

4"  cosy  {cos/  +  d  cos;')  =;  1  -|-  cos«  .  d  cos«  +  eos/?.  rf  cos/? 
•^  cosy  .  d  cosy, 
da  bekanntlich  cosa"  4-  coe/9'  4*  cos;'^  =  1.     Ebenso  ist   aber   auch 

(cosa  +  rf  cosa)*  -f  (cos/?  +  rf  cos/?)*  +  (cosj'  -\-  d  cos;')'  ;=  1, 
ans  welcher  Gleichung  nach  Entwickelung  der  Quadrate : 
co»a  -  d  cos«  +  cosß .d  cos/^  +  cosy  .  rf  cos;' 

=  -  l  ((rfcosa)*  +  (rfcosfif)*  +  (rfcos;-)*] 
folgt.  Hiemit  wird,  wenn  man  sogleich  l  —  '2  (sin  {rfr)*  statt  cosrfx 
schreibt: 

a  («n  4rfr)'  =  i  [(rfoosa)*  +  (rf  cos,*)''  +  (rf  cos;-)^!, 
folglich ,    da  für  den  unendlich  kleinen  Winkel  dx ,   sin  rfi  =  dj ,   also 
2  (sin  J  (fe)*  =  i  dt*  ist : 

rfr  =  V'(rf  cos  ö)«  +  (rf  cösßy'+{d~cösy)*. 
Mit  Rtlcksicbt  auf  die  Gleichungen  (2),  §.  389,    folgt  endlich  hieraus: 

Man  kann  diesen  Ausdruck  leicht  auf  andere  Formen  bringen. 
TolUi^t  man  die  angezeigten  Differenziationen ,  ohne  ein  Dilferenzial 
als  eonstant  zn  betrachten,  so  kommt : 


_  V{dsd'x  —  dxd^l+  (dsrf^'y  —  rfyrf's)"  +  {dsdU  —  dedUy 
ds* 
Die  Grösse  unter  dem  Wurzelzeichen  redacirt  sich  auf; 

ds^{d''x-'  +  rfV'  +  d'i"  —  dh^}, 
wenn  man  die  Quadrate  entwickelt  und  beachtet,  dass: 

ds*  =  dx*  +  dl/'  ■+■  de*, 
ad  somit  auch: 

rfsd*«  =  dxd*x  +  dyd*y  +  rfcrfV 


du 
lü  ilor  vorletzLoii  Gleichung: 

diesen  Ausdruck  iti  (2),  und  briugl 
licn  auf  eine  gcnieinschartliche  Ben 
luieii  Ausdruck: 

Binome  im  Zilhlcr  mit  den  Üoefticie 
ebene  üboreinstimmcji. 
dieser  Ausilrücke  des  Conti iigcnzwink' 
inngislialbmesser  l'olgcndc  AuHdriioke : 

_  d^ 

—  dl/  d'xY-{-{ilxd^e  —  ded'xy-\-(äj/ 
als  unabhüngig  Veränderliche,    so  fo 

_  ds' 

r  X  als  unabhängig  Veränderliche,  s 
etzead : 

Kf2)"+(S)"+(g£-:; 

rübrigt  nunmehr  noch  die  Bestiniir 
messers,  welche  da  der  eine  End| 
£ ,  y ,  ^   der  Curve  ist  —  durch  d 


anderen  Endpunktes,  des  K  rümniungsmi  ttelpunk  tes,  volli 
bestimmt  wird.  DisGor  Punkt  ist  aber,  wie  aus  §  392  erlielK,  der 
schnittspunkt  zweier  aofetnanderfotgenden ,  in  der  Krümmung 
liegenden  Normalen  der  Curvc,  d.  i.  weil  diese  Normalen  dun 
Durchscbnitt  der  Krümmungsebone  mit  zwei  uueudlich  nabc  fol 
Xormalebenen  gebildet  werden,  der  Durcbscbnittspuukt  dieser  dre 
genannten  Ebenen  selbst. 

Es  ist  nnii  die  Gleicliuni;  der  Krümmuugscbcne  im  Punkte  .< 
der  Curve  [Gl.  (4)  g.  391|: 

Ä{$-  -j;)  +  H{y     -^)+  C(C        --)-=(', 
w  der  Kflrze  wegen 

.J=%rf*Ä  —  d^rf'y;  B:=ih  if^x  ■■-  (Ud'^z;  (J -^  tlxd'ii  — 
gesetzt  ist.  Die  Gleicbung  der  Normalebene  ist: 

{£  -  x)  ilx  +  (»,  -  !,}  dg  +  (;  -  /)  ,1.-  =  U. 
Ans  dieser  Gleicbung  geht  jene  der  unendlich  nahe  folgenden  N 
ebene  hervor,  wenn  wir  x  +  <'■«.  9  -\'  dy,  z  ■\-  dz  an  die  Stelle 
g,  z  treten  lassen;  es  sind  demnach,  wenn  wir  den  1^"  Theil  i 
(fl)  mit  //  bezeichnen,  L  t^O  und  L  -|-  dl,  ^=  0  die  Gleichung 
beiden  Norraalebenen,  welche  --  da  sie  zur  Bestimmung  des 
Schnittes  mit  einander  vorbanden  werden  -  dureh  das  Syste 
Gleichungen  i  ^  U ,  <IL  =  {i  ersetzt  werden  können.  Die  1 
Gleichung  ei^ibt  sieb  durch  Differenziation  der  Gl.  In): 

(f  -  x)  d'x  +  (^^  -  </)  rfV  +  [^  -  r)  a''z  —  ds^  =  i). 
Betrachten  wir  nun  die  Gleichungen  (m),  (n),  Ip),  als  cuexistin 
gehören  die  Coordinaten  | ,  i^,  ^  dem  Durcbschnittspunkte  de 
Ebenen,  also  dem  Krümmungsmittelpunkte  an. 

Durch    successive  Elimination    von  [^   -  »j  und  (»^   --  ifi  a 
G)gn.  (m)  und  (»)  erhält  man  unn: 

(I  —  J!)  {Ade  -  Cdx)  +  (i,  —  y)  (Bde  —  Cdy)  =  Ü, 

(I  —  x)  {Adff  —  Bdx)  +  (r  —  4  [Cdy  —  Bde)  =  Ü, 

""id  weDB  man  die  hieraus  folgenden  Werthe  in  (p)  snhstituirt: 

_ ds^jBdz  -    Cdy)    _  _    __ 

^  ~  {Bde  —  Cdy)  d*x  +  [Cdx  —  Ad^]  d'y  +  (Ädy-'  Bdi 
er  Nenner  dieses  Braches  ist  =  A'  -^  B^  +  C,  wie  sich  s 
igt,  wenn  man  je  zwei  mt  A,  B,  C  multipUcirte  Glieder  znss 
»t :  man  hat  daher  : 


.    _  ds*(Bdt  —  Cdy\ 

^-^-Ä^  +  h^  +  o^' 

ds''{Cdx  —  Adx) 
"1=  "i-^^  j^  +  A^  +  C- 

ds*{Ady        Bdx) 

^  ~  ^  ~  "^"* +"  7i« +"C*  ' 

den  Krümmnogshalbmeeser  besteht  offenbai 

c  =  1/(1  -  X)-  +  (,,  -  ,Y  +  (t . 

t  mau  für  die  Differenzen  ^  —  j:,  t]  —  y. 
Ausdrücke  (i),  entwickelt  die  Quadrate, 
^'(dy*  +  ii«^},  B''(dx''  +  de"),  C"{Ai 
ihungBweise  gleichgeltenden  Ausdrucke : 
A^ids*  —  dx"),  ß^ids' -  dl/''},  ü^ids 
i  man  die  Wurzetgrfisse  leicht  auf  die  Forr 
V(X'  +  B'  +  (J' ßü^  —  iAdz  +ltd!i~~- 
■  der  GIgn.  [p).  S,  391,  ist  aber  Adx 


rd: 


*       yj^  +  B'+C"' 


Ausdruck  mit  (K)  in  §.  393  flbereinstimmt, 
B  häufig  angewendete  Form  der  Ansdrad 
»rdinaten  ergibt  sich  noch  auf  folgende  We 


-Cd, 

=  l<i.  i'» 

—  dx  d*e)  de  —  {äx  d* 

=  (fnids' 

-  dx')  -  dx(dt  d'a  H 

=  <i'i(i&- 

-  dl?)  —  diids  d't  ~ 

=  liV  dl' 

-dxdid'. 
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is-did-s       ,,    ,di 
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ds'                            di 

t   man 

in  gleicher 

Weise   die   beiden   ande 

mit  Rücksicht  au 
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f  die  Winkel  bedeuten,  weiche  der  Halbmesser  mit  den  besagten  Axen 
einsclilieasl,  so  hat  man : 

i  —  X  =  Q  COik,      I;  y  ^  ß  COS/(,       s"  —  X  =  ^  COS  >■,  (4) 

tteklie  Gleichnngen  in  Verbindang  mit  den  obigen  die  Riclitiing  des 
KrOmmangsbalbmesEerH  bestimmen. 

395.  Dnrch  die  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  entwickelten 
AasdrOcke  des  KrDmmnngshalbmessers  und  der  Coordinaten  des  Rrüm- 
mungsmittel Punktes  sind  Halbmesser  und  Mitteipnnkt  eines  in  der 
KrQmmnngsebeoe  liegenden  Kreises  bestimmt,  welcher  der  Kr Om mang s- 
kreis  genannt  wird,  weil  er  mit  der  Curve  in  dem  zugehörigen  Punkte 
gleiche  Erfimmnng  besitzt.  Er  gebt  mit  der  Carve  in  diesem  Punkte 
eise  BerOhrang  der  2**"  Ordnung  ein.  In  der  That  würden  wir  2a 
denselben  Resultaten  gelangt  sein ,  wenn  wir  uns  die  Aufgabe  gestellt 
hfttten,  den  Kreis  zu  suchen,  welcher  die  Carve  nach  der  2'*"  Ordnung 
berührt. 

Bezeichnen  wir  nfimlich  mit  £,  i/,  C-  die  Coordinaten  des  Mittel- 
punktes, mit  Q  den  Halbmesser,  so  werden  die  Oleichangen : 

(5 -«)'  +  (»;-»)■  + (f -«)■  =  e".  (1) 

A{i  -  «)  +  s(,  -  9)  +  c{f  -  ,)  =  0,  (2) 

einen  mit  dem  Halbmesser  ^  ans  dem  Punkte  |,  >;,  C  beschriebenen 
Kreis  im  Räume  darstellen ,  da  die  erste  eine  eben  so  beschriebene 
Kugel,  die  2**  eine  durch  den  Mittelpunkt  |,  ij,  ^  gelegte  Ebene  aas- 
drückt. Soll  dieser  Kreis  die  Curve  im  Punkte  x,  y,  x  nach  der  2"" 
Ordnung  berOhren,  so  müssen  nicht  nur  die  Gleichungen  (1)  und  (2), 
sondern   auch   ihre  Differenzialgleichangen    der  1*^°  und  2*'"  Ordnung-. 

(I  -x)dx  +  {ri  —  y)  dy-\-[:i-  z)  dt  =  0, 
Adx  +  Bäy  -\-  Cde  =  (i, 

(I  -  x)  d'x  +  {■>!- ff)  d»y  +  {C  —  e)  d'x  —  ds«  =  0, 

Ad'x  +  Bd^'y  +  Cd^x  =  ü, 

dnrch  die  Coordinaten  o-,  y,  z  des  BerDbrungspnnktes  und  deren  Diffe- 

renzialien    erfollt    werden.     Hiemit    sind    sechs    Gleichungen    gegeben, 

lelcbe  zur  Bestimmung  der  sechs  Unbekannten  :    |,   i/,    Ci  (.  7; ,    ^  • 

jben  hinreichen.  Die  Elimination  bietet  keine  Schwierigkeiten  dar,  und 
Bhrt  auf  die  hekaonten  Ausdrücke. 

8d6,  Als  Maass  der  zweiten  Krümmung  der  Cnrre  im  Punkt« 
V(x,  y,  e)  dient  nach  dem  in  §.  392  Gesagten  der  Ausdruck: 
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i  _rfe 

wo  ilb  den  iinendlicli  kleinen  Wiukel  bedeutet,  wel 
Punkte  X,  y,  e  gehörige  Krlimmuiigsebene  mit  der  <i 
*/  4"  fly,  s  -\-  lU  entip  reell  ende  II  einscliliesst.  Dieser 
gleich ,  welchen  xwei  auf  die  besagten  Ebenen  erri 
bilden ;  lässt  man  ilemnacli  l,  m,  n  die  Winkel  bed 
anf  die  Kriimmungsebene  des  Punktes  x.  y.  r  gefül! 
den  Coordinatenaxen  einschliesst,  so  werden  die  Cosii 
Winkel  des  zweiten  Perpendikels  gegen  die  erwäli 
drückt  durch : 

cos  ?  -|-  rf  cos  / ,     cos  m  +  rf  cos  i« ,     cos  n  - 
und  man  bat  daher : 

cosrfÖ  =^  cos/(cos/  -|-  dcosi)  -\-  cos«j(cos»h  +  f^CI 
-\-  cos 
aus  welcher  Gleichung,  wenn  sie  wie  die  glcichgefor 
handelt  wird: 

dö  =  y\d  cos?f  -|-  (d'coswi)^  +  {d  cc 
folgt.     Es  sei  Don  : 

die  Gleichung  Her  Kriimmungsebene  im  Punkte  {x, 
kanntlich  [§.  25*]: 

C0Si=;      j.^--- ~r,      liOSm=:      r-.TTT^^ 

1  A'  +  B''  +  Ca  yA'-  -)- 

_  c 

womit  man  ohne  Schwierigkeit 

dÖ  =  V(^^  +^^+"Ö^(^'+  '<fli'~+dC^  —  (Ad. 

A'  +B'  +  C^  ■ 

oder  anch 

^ ^  VTJdF-^  BdAf  +  {ÄdC  —  CdA)^+l 
A^  +  B^-^r  C= 
findet.    Mit  Rficksicht  auf  die  Werthe  der  Grössen  . 
erhält  man  aber: 

dA  =  dyd^£  —  dzd^y,  dB  =  ded*x— dxdH ,  dC  = 
AdB  —  BdA  _  AdC  —  CdA  _  BdC  —  CdB  __ 

dg  dy  dx  ^ 

+  fl:y(d'£däj.  _  d*xd''e)  +  de{d'- 


• » 
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bezeichnet  man  diesen  letzten  Ausdruck  mit  U,  so  wird : 

{AdB  —  BdAf  =  lP(lz\     [AdO  —  GdAf  =  U'dy^ 

{BdC       GdBf  —  TPdx^ 

und  man  erhält  durch  Einführung  dieser  Werthe  in  den  Ausdruck 
von  dd : 

Ä''  +  B''+  C^' 
somit,  da  q  =  ds  :  r/6  ist, 

^  ~  dx{d^yd^z  d''zd^y]+dy{d'^j^d^x  "(Vxd^z) +ds(d^xd^f  d^^x) '  ^^^^ 

Darch  diesen  Ausdruck  ist  nun  q\  der  sogenannte  Halbmesser  der  2*®" 
Krümmung  bestimmt;  er  hängt,  wie  man  sieht,  von  den  3**"  Differen- 
zialien  ab,  während  jener  der  1*®"  Krümmung  nur  die  Differenzialien 
der  2*«"  Ordnung  enthält. 

397.  Zur  Erläuterung  der  allgemeinen  Sätze  dieses  Kapitels  wol- 
len wir  als  speciellen  Fall  die  Schraubenlinie  betrachten.  Nimmt 
man  die  Axe  des  geraden  Kreis-Cylinders,  auf  dessen  Oberfläche  die 
Carve  beschrieben  ist,  als  Axe  der  £\  bezeichnet  mit  r  den  Halbmesser 
dieses  Cylinders,  mit  a  den  Steigungswinkel  der  Schraube,  dessen  tri- 
gonometrische Tangente  mit  a,  endlich  mit  </i  den  Winkel,  welchen 
eine  durch  den  Punkt  x,  y,  z  der  Curve  und  die  Axe  der  z  gelegte 
Ebene  mit  der  Ebene  der  xz  einschliesst,  so  sind  nach  §.  285  die 
Gleichungen  dieser  Curve : 

a?  =  r  cos  f/^ , .    y  =  r  sin  9) ,     z  =^  anp ,  ( 1 ) 

vorausgesetzt,  dass  die  Axe  der  x  durch  jenen  Punkt  der  Curve  gelegt 
wird,  in  welchem  letztere  die  ary-Ebene  schneidet.  Die  Gleichungen  der 
Projectionen  der  Curve  auf  die  Ebene  der  xz.  yz  und  xy  sind  be- 
ziehungsweise : 

z  z 

a;  =  rcos  — ,     i/  =  rsin— ,     ic*  +  ^*  =  r^  (2) 

Kjob  denf^  Glgn.  (1)  erhält  man  sofort: 

dx  =  —  r  sin  (p  dcp ,     dy  =  r  cos  q)  d<f ,     dz  =  ra  dq^  ^ 

nd  die  Gleichungen  der  Tangente  [Glgn.  (3)  ,  §.  388]  werden  hiemit : 

ij  —  y  =z  -^  cotgy  (f  -    x)\     s  —  z  =    ~  a  cosec <jp  (^  —  x), 

C — z  =  a  sec<p{7j  —  y); 


die  OleichuDK  iler  Nonnalebene  [Gl.  (fi),  §.  388] 

(f  —  x)  siTuf  —  (j,  -  ff)  eosqr  —  o  (" 

oder:  |,v  —  t/X  —  rn  (C  —  ^'j  '=^  0. 

Hieraus  folgt,  das»  der  Neigungswinkel  der  N 
Ebene  der  xi/  constant  ist. 

Aus  den  Oleichnngen  der  Tangente  erhalt  m 
rflr  die  Coordinaten  S,  >j  ihres  Darchschnittspanktc 
xp  folgende  Wertlie: 

^  =  X  +  —  amrp,     (/ =  y  -     ^- 

oder,  nenn  man  für  x,  y,  f  die  Werthe  ( 1 )  einf 
£.  =  r  (coB^  +  y  siny),     .;  =  r  (siny 

woraus  man  erkennt  [§.  246]  dass,  wenn  die  Tan> 

linie  —  diese  Carve  st«ls  berflhrend    -     sich   foi 

Bchnittspankt   mit   der  Ebene   der   xy   in  dieser  1 

des  Kreises   beschreibt,    in   welchem   der  Cylindei 

schneidet. 

Dnrch  eine  wiederholte  Differenziation  der  G 

if  als  unabhängig  Veränderliche  betrachtend : 

(l^x  =       r  cosipdfp',     d*y  =  —  r  siüfd 
d^x  =       r  sin ^  Ä^*,    d^y  ^    -  r  cosifd 

Ferner  ist: 

ds  =.  ry  1  +  a^ .  d(f  ■=  r  sec  a  d(p , 

Hiemit  erh&lt  man  nun  für  den  Halbmesser  der  1 

Gl.  (5),  §.  393] : 

r 
«  =  --„*' 

and   als  Coordinaten   des  ErQmmungsmittelpnnkte! 
(3),  §.   394]: 

I  =  ^  a*r  C0B(f',  1]  =  —  a'r  siny, 
Diese  Gleichungen  sind  jenen  (1)  ganz  ähnlich  ai 
geometrische  Ort  der  Krü mm nngsmittel punkte  wii 
linie  ist,  welche  anf  einem  Cylinder  vom  Halbm 
ist,  dessen  Axe  mit  der  Ase  der  £■  zusammenfallt.  I 
benganges  ist  für  beide  Schraubenlinien  dieselbe, 
!;■  ^^  arif  ^=  x.  Hieraus  geht  hervor ,  daas  beid 
derselben  Schrauben  fläche  liegen,   welche  entsteht, 


nide  so  bewegt,    dass  sie,   an  der  Scliraabenlinie  fortgleitend,   die  Axe 
der   s   immer   senkrecht   schneiilet.     In    der  That   wird   die  Gleichung 

dieser  Fläche  |§.  285]: 


dnrcli  die  obigen  Werthe  von  f,  ij,  f  identisch.  Audi  fällt  der  Krüm- 
mangshalbmesser   für  jeden  Punkt  der  Curve   der   Richtang   nach   zu- 
sammen mit  dem  zu  diesem  Punkte  gehörigen  Halbmesser  des  Cylindcrs. 
Die  Gleichung  der  Krümninngsebene  \%.  391,  Gl.  (4)]  wird: 
a  sin 91(1  --  X)    -  a  cos  9^(1;   -    y)  -\-  t  -    e  ^  Q, 
und  der  lliübmesser  der  2''"  Krümmung: 


ACHTES  KAPITEL. 

ELKUENTF.   DER   TnEORIB   DER   KKUHMEN    FLÄCHEN. 


I.   Ueber   die   tangirenden   Ebenen   und   Normalen. 

898.  Es  seien 

z  =  f{x,  y)  (1) 

die  Gleichung  einer  beliebigen  krummen  Fläche;  x,  t/,  £  die  Coordina- 
ten  eines  gegebenen  Punktes  3f  auf  derselben.  Lassen  wir  nun  a;  um 
Jx  zunehmen,  y  aber  unverändert,  so  wird  sich  auch  e  um  Jz  ändern, 
und  da  diese  Aenderung  von  £  bloss  von  einer  Aenderung  in  x  her- 
rührt, so  wollen  wir  diese  partielle  Differenz  mit  -^-  Ax  bezeichnen. 

Jx 

Wir  gelangen  hiedurch  zn  einem  zweiten  Punkte  JW'  der  Fläche,  dessen 
Coordinaten  demnach 

X  -\-  dx,     y,     «  +  ^  ^ä: 

iind.  Ein  dritter  Punkt  auf  der  Fläche  sei  Jtf",  welchen  wir  von  Jtf 
«js  erreichen,  indem  wir,  x  nnverändert  lassend,  y  um  ^y  zunehmen 
assen;  seine  Coordinaten  sind  daher: 


V  +  ■% 
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mwi  i%r  Kürze  wegen  mit  jj  =  —  und  q  ^  -~  zu  bezeichnen,  womit 
die  Gleicbang  der  tangirenden  Ebene  die  Form : 

p(£  -  ^)  +  «("i  -  9)  -  (r  -  *)  =  0  (3) 

erfaält. 

Es  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  diese  Ebene'  alle  Geraden  enthält, 
welche  die  Fläche  im  Punkte  x,  y,  e  berühren.  Legen  wir  zu  diesem 
Bebafe  ilurch  zwei  Panicte  der  Flache,  deren  Coordinaten  x,  y,  z  und 
%  -^  Jix,  j  +  -^ffi  B  -\-  äe  sind,  wobei  ^x  und  Jy  ganz  willkürlich 
gewählt  werden  können,  wahrend  Ak  von  Ax  und  Ay  ablifingt,  eine 
Gerade,  so  sind  die  Gleichungen  derselben : 

Lassen  wir  Jy  und  4x  unendlich  klein  werden,  so  geht  diese 
Gerade  offenbar  in  eine  Tangente  der  FlAche  am  Punkte  x,  y,  e  über, 
deren  Gleichungen  daher: 


sind.  Hier  ist  nun  die  Grösse  --  =  X  ganz  willkürlich  (vermöge  ihres 

Ursprunges  ans  der  willkfirlichen  Grösse  --  |  und  bedeutet  bekannt- 
lich die  trigonometrische  Tangente  des  Winkels,  welchen  die  Projection 
der  Tangente  auf  die  Ebene  der  xy  mit  der  positiven  Halbaxe  der  x 
einschliesst,  durch  welchen  Winkel  sich  eben  die  unendlich  vielen  Tan- 
genten der  Fläche  am  Punkte  x,  y,  t,  welche  sümmtlicli  durch  die 
obigen   Gleichungen   ausgedrückt   werden,    von   einander   unterscheiden. 

Die  Grösse   r    hingegen,  in  welcher,  wie  aus  der  Art  ihrer  Entstehung 

erhellt,  di:  die  totale,  durch  die  gleichzeitige  Veränderung  von  x  und  y 
erzeugte  Aenderung  von  z  bedeutet,  ist  von  X  abhängig;  denn  aus  der 
Gleichung    der    Flache :    e  =  f[x,  y)    folgt :    tle  =  pdx  +  qdy ,    also 

j- =  p -\- g  T- =  p -{- gl:    man  kann   daher   die  Gleichungen  irgend 

»löer  Tangente  der  Flache  am  Punkte  x,  y,  e  in  der  Form : 

^r-y  =  m~^),    :-"^  =  (p  +  ?^)($-*) 

'etanihen,    in   welchen  p  und  9  die   partiellen   aus   der  Gleichung   der 
•*tecfae  gesogenen  Differenzialqnotienten   von  e  nach  x  und  y  bedeuten, 

H* 


TöUig  willkürliche  GrOsse  ist  Eliminirt 
die  Grösse  l,  durcli  welche  eine  he! 
wird,    so  erhält  man   nieder  die  Gl. 

jleichung   des   geometrischen    Ortes  sä: 

Eine  Gerade,  im  Berührungspunkte  {x, 
nde  Ebene   errichtet,    heisst   die  Norr 

y,  g.  Sie  hildet  mit  den  Coordinate 
zeichneten  Winkel ;    ihre  Gleichungen   ! 

laufenden  Coordinaten  bedeuten: 

cos  y  ^  ' '         '  COi 

)er  nach  dem  vorhergehenden  §. : 


dnrch  Verbindung  dieser  Gleichungen 

:oB  «*  +  cos  (9'  +  cos  ;■'==!: 


ren  oder  antereu  Zeichen  zusammen  : 
so  beziehen  sich  diese  Ausdrücke  auf  , 
er  mit  der  r-Axe  einen  spitzen  Winke 
.  werden  die  Gleichungen  der  No 
-  a;  +  i.(C  —  ^)  =  0  .  ii-y  +  q(l 
iie  Gleichung  der  krummen  FUche  in 

F(»:,  j,,  «)  =  0 

ifferenzirt  man  dieselbe   partiell   nach  ; 

dF      dF  rf*  _  .       (IF      tlF  de 

dx       ~de '  dx  '     dy        de '  dj) 

changen   die   Werthe    der   partiellen   I 

äF  dF 

Durch   Substitution    derselben    in 
hält   man   als  Gleichung   der 


dF    , 


!f--")^+0 


,  rfp 


+  (f' 


,rlF 


=  0; 


(i*' 


als  Oteie&QDges  der  Normale 

eudlicb   für   die  Keigungswinlcel   der  Normale   gegen    die   Coordinuten- 
axen: 

f(F  „         I     «' 


(t- 


=  ü;  (4) 


COS«  ' 

KO  der  Kürze  wegen 


(5) 


^-visf^o^m 


gesetzt  ist. 

Eine  jede  durch  die  Normale  gelegte  £benc  lieisst  Normal  ebene 
und  der  Durcliscbiiilt  derselben  mit  der  krummen  Fläcbo  ein  Normal- 
sehnitt;  Sohnitte  der  Fl&che  mit  anderen  Ebenen  werden  schiefe 
Durchschnitte  genannt. 


II.    Ueber 


die  ßerQbr 
X  w  i  s  c  b  e 


ngen   von   verschiedet 
krummen    Flächen. 


er  Orduun 


400,  Betrachten  wir  zwei  durcb  die  Gleichungen : 

«  =  /■(.,  ri...(l),     Z  =  F(X,   Y)...{i) 
vorgestellte  krumme  Flächen  und  nehmen  wir  an.  dass  dieselben  einen 
gem ein BCbaftli eben    Punkt    M  besitzen.     Die    Bedingung    der    Existenz 
-aioes  solchen  Punktes  wird  durch  die  Gleichung 

f{x,  y)  =  F{x,  y) 
ansgedrOckt,    da   diesem  Punkte   offenbar   in   beiden  Flächen  dieselben 
Coordinatejifferthe  angehören. 

Es   sei    nun   P  (Fig.    29)   die   Projektion   des    gemeinschaftlichen 
Punktes  M  auf  die  Ebene   der   xy ;    ferner   seien   x  =  OQ,    y  =  PQ, 


z  ^Z=  PM  die  Coordinaten  von 
3f;  lassen  wir  a;  in  3;  -|-  Ä,  y  in 
j  +  fc  übergeben  (wo  also  A  =  iV, 
k  =2  rp  ist),  so  rückt  der  Punkt  P 
nach  p  und  ein  in  p  auf  der  Ebene 
der  xy  errichtetes  Perpendikel  wird 
nanmehr  im  Allgemeinen  die  beiden 
hieben  in  swei  Punkten  m  und  n 
'dueiden,    Denken  wir  nns  endlich 


Fig.  29. 


durch  die,  beiden  Peipendikol  I'M  utiii  jim  eine  K 
die  Lage  derselben  oSeubar  durcb  die  OleiubuDg: 

rp        Je 

'^'f  =  p7  =!,='■' 

beEiimmt,    wenn   wir   mit   (p   den  Neigungswinkel 
Ebene  der  xe  bezeiehneu. 

Diese  £bene  wird  nun  die  beiden  FläuLen  in  i 
schneiden,  und  man  sclirclbt  den  beiden  Fl 
M  eine  BerQbrung  der  n*"  Ordnung  zu, 
ten  Durcligchnittslinien  bei  jeder  Lage 
(d,  i.  fflr  jeden  beliebifjcn  Wertb  von  w)  sich  na 
nung  berühren,  wozu  bekanntlich  erfordert  wir 
mn  eine  kleine  Grösse  der  (k  +  1)'«"  Ordnung  st 
kleine  Grössen  der  l'"  Oixlnung  verstanden. 

Es  ist  nun  dem  Taylor'schen  Lehrsätze  zufi 

dx  dy  -i  \dx^  dxdt/ 

dx  dy  -i  \dx^  dxdy 

somit,    da   mn^jin  —  pm,    und   für   den   gerne 


"^2  l\dx-'        dxV       "^      \dxdy       dxdy) 

+  ..,. 
Sollen   sich   nun   die   beiden  Flächen  nach  der   1^ 
so  muss  der  Ausdruck  von  mn  in  Bezug  auf  li  uo 
Ordnung  werden,  und  somit 

(dZ      dB\  , 


hk 


dy} 


(dz     rf^  \    ^  (dk. 

oder 

/dZ       di  V  /^Z      (/£  \  _ 

Vte  dx)^  ^\dy'  dy}~ 
sein  und  zwar  för  jeden  Werth  von  w  =  lgf/>,  i 
"dass  beide  Glieder  dieser  Gleichung,  jedes  für 
Eine  Berllbrung  der  1*'"  Ordnung  findet  demuacli 
statt,  wenn  die  diesem  Punkte  entsprechenden  ^ 
den  drei  Gleichungen : 
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^      Ar  ihr.  '      dti         Au  '-    ' 


GcDÜgc  leisten. 

Die  BerDhrang  erhebt  Sich  zur  ä'""  Ordnung,  wenn  der  Aus- 
draek'  Tm  mn  'm  Bezng  anf  h  nnd  t  eine  Grösse  3*"'  Ordoung  wird, 
Za  diesem  Bebnfe  mass  nebst  den  GIgn.  (4)  auch  Boch  die  Gleiefaimg: 


oder 


/<?"£       ä^^X       -,       /  d*Z         d'z\^,    ,    /d'Z      (J*A,« 

\di^  - dx^) ''  + '  b^y -  -dxd;j)  ^'  +  w "" dp) *  =  **• 

r 

erällt  werden,  und  zwar  für  jeden  Werth  von  w  =  tgijp,  was  nur 
Diöglicli  ist,  wenn  man  bat; 

d^Z_  d^       d^/  _  d^e_      d^Z  _  d^e 
dx''        da;''     dxdi/       dxdy'     dy*        dy'^'  ' 

Die  GleichtfBgen  (4)  und  (fi),  sechs  an  der  Zahl,  drücken  demnach  die 
Bedingungen  aus,  welchen  die  Coordinaben  des  Punktes  GenQgc  leisten 
nrOssen,  in  welchem  die  beiden  Flflcben  eine  Berührung. der  2*'"  Ord- 
□iing  eingehen  sollen. 

Wie  man  auf  diesem  Wege  weiter  gehen  kann,  ist  klar,  und  man 
siebt  leicht,  dass  eine  Berührung  der  n*""  Ordnung  an  die  Erfüllung 
von  I  +  2  +  3  +  , . .  +  («  +  I)  =  i(«  +  1)  (m  +  2)  Bedingungs- 
ßleichnngen  gebunden  ist. 

Wie  bei  den  Berührungen  der  Corven  ist  auch  hier  gewöhnlich 
die  eine  Flache  vollständig  gegeben,  die  andere  nav  ihrer  Gattung  nach, 
und  die  Aufgabe  besteht  wieder  darin,  die  constanten  Parameter  der 
letzteren  so  zu  bestimmen,  dass  sie  mit  der  gegebenen  Fläche  in  einem 
gegebenen  Punkte  eine  Berührung  von  bestimmter  Ordnung  eingehe. 

Es  sei  z.  B,  die  zweite  Flfiche  eine  Ebene: 
Z  =  aX  +  bY  +  c, 
welche  die  FiÄche  z  =  t\£,  y)  im  Punkte  x,  y,  s  nach  der  1*'"  Ord- 
nung berühren  soll.  Aus  der  Gleichung  der  Ebene  zieht  man  die  Diffe- 
renz ialquotienten  : 

dZ  dZ 

,yje  =  "-  dY^'- 

and  hat  demnach  in  Folge  der  Gleichungen  (4): 
de  ,        df 

"  =  s  =  '''   '  =  ä^  =  »' 


wenn  man  mit  p  und  7  die  ans  der  GieichuiiR  der  FIftc 
gezogenen  partiellen  Üilfei'eniiialqtiotienten  bezeichnet 
Gleichung  der  Ebene: 

Da  aber  für  X  =  jr  und    Y  =  y  auch  i{  =  r   si 
sieht  tlie  Gleichong : 

z  =^x  -{-  qy  -\-  c, 
und  nmii  crbitU  durch  Subtraction  der  beiden  leUsteu 
Z  .r=i,{X-x)Jr<l{Y  -V) 
als  Glcichang  der  berührenden  Ebene,  welche,  wie  ni: 
(;(),  §.  3i)8,  ttbcrcinstinimt.  Man  bemerkt  zugleich,  dl 
der  l'""  Ordnung,  von  besonderen  FftUcn  abgcsoltcn, 
welche  zwisclicn  einer  Ebene  und  einer  krummen  I 
kann,  da  die  Gleichung  der  Bbene  nur  drei  constanti 
hält.  Aber  welche  man  vcrfßgcn  kann. 

401.    Betrachten  wir  noch    die  Berfllirungcn,    wc 
mit  einer  durch  die  Gleichung: 

»  =  ««,  s) 

bestimmten  krummen  Fläche  eingehen  kann.  Der  Kü 
wir  uns  fOr  die  aus  dieser  Gl.  (l)  gezogenen  parti 
quotienten  der  folgenden,  obltchen  Bezeichnungen  bedi 

dz dz dV  d^z    

dx  ^     dy  '      dx*  '      dxd;/"'     ' 

welclie  Grössen  demnach  als  bekannt  zu  betrachten 
wir  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  der  Kugel  mit  a 
messer  mit  p,  so  ist  ihre  Gleichung: 

(« -  ^Y  +  iß  -  !/y  -i-{y-  ^y  = 

Soll  nun  diese  Kugel  die  Fläche  (1)  im  Punkte  x,  i/, 
Ordnung  berühren,  so  wird  erfordert,  dass  die  C 
Punktes  der  Gl.  (2)  Genüge   leisten  und  den  aus  die 

zogenen  partiellen  Ditferenzialquotienten  -p  nnd  —   b( 

p  und  q  einerlei  Wertb  ertheilen.  Durch  Differenzi: 
«rbalteu  wir  nun: 

"ff  +  (>■  — ^ 


1«9 

.     '    ^  ,    dz  de 

somit,    wenn   wir     -   ==  ly,    ,    =</setzeu: 

dso  üy 

a—x  +  {y  —  z)p  =  0,     ß  —  ij  -^  (y    -  i:)(j~o,         (3) 

Die  drei  Gleichungen  (2)  und  (3),  in  welchen  x,  y,  z  die  Coordi- 
DAten  des  Berührungspunktes  bezeichnen ,  enthalten  somit  die  Be- 
dingungen einer  Berührung  1*«^  Ordnung.  Man  findet  aus  denselben 
leicht : 

y^,'-^  +  tf^  +  1  V>>^  +  3^  +  1 ' 

ödJ  diese  Formeln  bestimmen  die  Coordinatcu  des  Mittelpunktes  der 
gesuchten  Kugel,  sobald  der  Halbmesser  ^  bekannt  ist.  Da  jedoch 
diese  letztere  Grösse  an  eine  Bedingung  weiter  nicht  gebunden  ist,  und 
daher  nach  Belieben  angenommen  werden  darf,  so  gibt  es  unendlich 
viele  Kugelflächen,  welche  mit  der  Fläche  in  dem  gegebenen  Punkte  in 
^iner  Berührung  der  1*®"  Ordnung  stehen. 

Die  Mittelpunkte  aller  dieser  Kugeln  Heiden  in  der  dem  Beruh* 
rungspunkte  angehörigen  Normale  der  Fläche.  Man  erkennt  dies  so- 
gleich aus  den  Glgn.  (3),  welche  —  wenn  man  a,  ß,  y  wegen  der  Unbe- 
stimmtheit von  Q  als  veränderliche  Coordinaten  betrachtet  —  mit  den 
Gleichungen  der  Normale  der  Fläche  im  Punkte  x,  y,  z  [Gl.  (2),  §.  399] 
identisch  sind. 

402.  Da  die  Herstellung  einer  Berührung  der  2^®°  Ordnung  zwi- 
schen zwei  krummen  Flächen  die  Erfüllung  von  6  Bedingungsgleichungen 
erheischt,  die  Gleichung  der  Kugel  aber  nur  vier  constante  Parameter 
enthält,  über  welche  wir  nach  Belieben  verfügen  können,  so  ist  es  im 
Allgemeinen  nicht  möglich,  zu  einem  gegebenen  Punkte  einer  krummen 
Fläche  eine  Kugel  zu  construiren,  welche  die  Flöche  daselbst  nach  der 
^^^  Ordnung  berührt.  Es  gibt  also  für  einen  bestimmten  Punkt  einer 
kittsamen  Fläche  im  Allgemeinen  keine  Krümmungs-  oder  Osculations* 
Eflgel,  welche  die  Krümmungskreise  sämmtlicher  durch  den  Punkt  auf 
der  krummen  Fläche  gezogenen  krummen  Linien  enthielte. 

Immerhin  aber  kann  man,  da  die  Herstellung  einer  Berührung  der 
\^^^  Ordnung  zwischen  der  Fläche  und  der  Kugel  einen  Parameter  der 
letzteren,  den  Halbmesser  ^  unbestimmt  lässt,  durch  gehörige  Wahl  des- 
selben noch  einer  Bedingungsgleichung  Genüge  leisten.  Wir  wählen  hie- 
zu  die  GL  5,  §.  400: 


-     —  (■14-  2(u  I s\  -I-  w    ( - 

Kdx*         )^        \dxdy        /  ^       Vdj 

wird,  wie  EDEtn  sieht,  in  dem  Ansdntcke 
er  Glieder  a'"  Ordnung  zum  Versehwinc 
liogB  eine  BerOhniog  2'"  Ordnung  zwisct: 
khrt,  jedoch  nur  in  der  durch  die  Gros» 

llDg. 


renairt 
y,  "0 

man  non  die  i*'  de 
erhält  man: 

GH».  (») 

-!  +  (•/- 

-©'=' 

-l  +  fr- 

,<("« 
-"¥■ 

-(!)=' 

' 

ma„ 

die   ]"  der 

GIgn.  (m)   nach  g. 

(,  -  .) 

d'j, 
dxdy 

rf*  rf«  _ 

dx  '  dy 

diesen  drei  Gleichungen  findet   nun   soCo 
die  GJgn.  (m)  dargebotenen  Werthe  der 


;  man  diese  Wertlie  in  die  Gl.  (5)  und  so 
esteliten  Bedingungsgleiuhungen  (ä)  erfor 

a  -^  x=  —  piy  —  e),     ß  —  ff=  — 
man  zur  Bestimmung  von  ;-  —  a  die  Gl 


-■■  + 


-C-^. -»)+"■('; 


1_+  2*"  +^Pi(!'  +_("  4 

räm  endUch  die  durch  die  Gleichungen  (i 

«   fon   a  —  X,    ß  —  }/,   y  —  e  in  die 


ilUI^I 
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substitnirt ,    so    ergibt   siuh    für    deu    Halbniesser    derselben    folgender 
Ausdruck : 

-  1  _+_?'  +  ^J'3'"  +  0  +  !/")'" 


e  =  ' 


Vi^  +  <i-  +'i. 


(«) 


Fassen  wir  nnn  die  Bodeatung  der  soeben  durch  die  Gleichnngen 
(B),  (7)  und  (8)  bestimmten  BerQhrnngs'-Kugel  näher  in's  Aage, 

Es  sei  (Fig.  30)  M  der  gegebene  Punkt  {x,  y.  e)  der  krummen 
Fläche,  rnid  TT'  eine  die  Fläcbe  in  diesem  Punkte  bcrflhreude  Gerade, 


Fig.  30. 


deren  Projection  UV  anf  die  Ebene 
der  x^  mit  der  Axe  der  x  den  Win- 
kel ifi  ^  arc  tg  M  einschliesse.  Den- 
ken wir  uns  nun  die '  durch  die 
GIgn.  (e),  (7)  und  (8)  bestimmte, 
die  Flache  im  Punkte  M  berührende 
Kugel  construirl,  und  durch  die  Tan- 
gente TT  eine  auf  die  Ebene  der 
xff  senkrechte  Ebene  TTUV  ge- 
legt, so  wird,  vermöge  der  den  ge- 
iiMnt«n  Gleichungen  zu  Grunde  lie- 
genden Bedingungen,  diese  Ebene  die  Fläche  in  einer  krummen  Linie 
Ä'B,  die  Kugel  aber  in  einem  Kreise  a'b'  schneiden,  welcher  die  Curve 
A'^  nach  der  2'*"  Ordnung  berührt. 

Demzufolge  ist  der  Kreis  (('&'  der  Krümmungskreis  und  dessen 
Halbmesser  der  KrümmungshalbuieGser  des  durch  die  Ebene  TV  er- 
zeugten Schnittes  Äl^  der  krummen  Fläche.  Dieser  Krümmungshalb- 
messer steht  mit  dem  Halbmesser  p  der  Kugel  in  einer  einfachen  Be- 
ziehung. Es  sei  n&mlich  N  der  Mittelpunkt  der  Kagel,  dessen  Coordi- 
naten  durch  die  Glgn.  fli)  uud  f7)  bestimmt  sind,  so  ist  MN  =■  (>, 
und  ein  aus  JV  auf  die  Gchneidende  Ebene  TV  gefälltes  Perpendikel 
NN'  trifft  offenbar  diese  Ebene  in  dem  Mittelpunkte  N'  des  KrQmmnngs- 
kreises  a'b\  so  dass  MN'  =  r  der  gesuchte  Krümmungshalbmesser  ist. 
Bezeichnet  man  also  den  Winkel ,  welclien  die  beiden  Halbmesser  ^ 
und  r  einecbliessco  mit  X,  so  hat  man  aus  dem  bei  N'  rechtwinkeligen 
Dreiecke  MNN' : 

r  =  ecosA.  (9) 

Der  Halbmesser  g  der  Berühruugskugcl  hangt,  wie  aus  Gl.  (8) 
erhellt,  nur  von  der  Lage  des  Punktes  M  auf  der  Flfiche  und  der 
Richtimg  der  Tangente  TT  ab ,  nicht  abor  von  dem  Winkel  h ;  er 
blüht  demnach  nnvcrändert,   wenn  eich  die  schneidende  Ebene  TT  um 


il.  Sßtzt  mau  ittihcr  ).  ^=  0,  wodi 
iiic  TW  ^usamuieufftUt  und  der  i 
[§.  ädU]  übergeht,  so  folgt  aus  ( 

er  durch  Gl.  (8)  bestimmte  I 
Ibmesser  des  durcli  dicT 
Ischnittes   der  Fläche   in 

sich  nunmehr  auch  in  folgend 
inngshalbmesscr  irgend  ßir 
ist  die  Projection  (auf  dl 
mangshalbmosserS'des  dm 
^n  Normalschnittes. 
iesen  merkwürdigen  von  Meosn 
ider  Weise  aussprechen :  denkt 
rmale  (Fig.  30)  mit  dem  Krümir 
irgeud  eine  Tangente  TT  gefü 
gakugel  construii't,  so  schneidet 
Ebene  diese  Kugel  in  einem  K 
«  durch  dieselbe  Ebene  mit  der  F 


die    Krümmung  der   Fl&ct 

nung  irgend  einer  Fläche  in  eil 
'  wie  es  bei  Cnrven  mittelst  d 
schiebt  —  durch  die  Beriihmngs 
m  Punkte  gemessen  werden,  w 
vorhergebenden  §.  bekannt  ist,  : 
gt  übrigens  schon  aus  dem  Umsti 
Punkt  nach  allen  Richtungen  dies< 
liehen  im  Allgemeinen  nicht  der 
:  die  Fläche  mittelst  einer  durch 
en  Normalebene,  so  werden  wir 
in  dem  gegebenen  Punkte  als 
1  der  Richtung  des  Schnittes  an 
g  einer  Reihe  von  Norinalschni 
der  Krümmung   der  Fläche   in 
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Bezeichne«  -wir,  wie  früher,  mit  ti  dJe  trigonometrisch?  Tangente 
des  Winkels  j  welchen  die  Projectioii  auf  die  «y-Ebene  ir^nd  einer 
durch  den  Punkt  3:,  t/,  e  der  Fifiche  gezogenen  Tangente  mit  der  Axe 
der  X  eiiischliesst ,  und  legen  wir  durcli  diese  Tangente  eine  Normal- 
fibene,  sa  ist  der  KrOnmangshalbmeeser  §  des  entsprechenden  Normal- 
Schnittes  [Gl.  8,  %  i02]: 

Die*  Delationen  Ewischen  den  Erümmungshalbraessem  der  vn^chic- 
dmen  KonnsleGlmitte  smd  offenbar  unabhängig  von  der  Lage  des  Coor- 
cüi»teii&}9(ems ;  ncAmen  nir  daher,  um  die  Untersuchung  zu  vereinfachen, 
die  zjr-Ebene  parallel  zu  der  die  Fläche  im  Punkte  x,  y,  e  berüliien- 
den  Ebene,  so  wird  für  diesen  Punkt,  wie  aus  der  Gleichung  der  B&- 
riüiriwgsebene  leicht  erhellt,  p  =  {i,   q^O  und  somit: 

Wö'  ilüd  ci  die  trigonometrische  Tangente  des  Winkels  ist,  welchen  die 
Bbeoe  des  y&rmalschnittes  selbst  mit  der  x«-Ehenc  einschliesst.  Geben 
wir  dieser  Grösse  successive  verschiedene  Werthe,  d.  h,  drehen  wir  die 
sohneidönde  Kbrmalebene  um  die  Kormale,  so  Ändert  sich  aach  ^  oder 
die  ErflmmuDg  des  Schnittes;  da  aber  dieselbe  offenbar  nicht  bestän- 
dig zu  oder  abnehmen  kann,  so  wollen  wir  zunächst  diejenigen  Werthe 
von  w  suchen,  welche  dem  KrOmmungshalbroesser  einen  grössten 
oder  kleinsten  Werth  ertheilen.  Setzen  wir  zu  diesem  Ende  den 
ans  (ä)  folgenden  1^^"  Differenzialquotienten ; 

(IQ  ^2{ioH-\-i^{r^t)-s\ 

rfw  (*■  +  2  WS  4-  fa*tY 

der  Nulle  gleich,  so  erhalten  wir  die  Gleichung: 

w'  +  w-— 1  =  0,  (3) 

welche  für  w  die  beiden  Werthe: 

_)^r+y(,— -,)-■+ -4.. 


f  —  VCr "  ()"  +  i 


W 


äarbietet,  von  welchen  der  erste  einem  Maximum,  der  zwente  eincra 
Dlitlimam  deir  Krümmung  entspricht,  wie  man  sich  durch  Betrachtung 
des  2''"  DiiTerenzialquotienten  leicht  Qberzeugt. 


quadratischen  Form  der  Gl.  (3)  folgt  ■ 
lurch  einen  gegebenen  Pnnkt  einer  FlE 
nur  zwei  gibt,  deren  KrUmmung  bezie 
ist,  als  jene  aller  übrigen;  diese  zwei 
kleinsten  Krümmung  werden  Hauptgi 
(»j  und  CO.J  die  Tangenten  der  Winkel, 
nitte  mit  der  a^i'-Ebene  einscbliessen, 
,Wj  =  —  1,  woraus  man  erkennt  [§.  : 
Hauptschnitte  auf  einander  sen 
T  in  einem  jeden  Punkte  einer  krumme 
nsten  ICrQmmung  von  jener  der  grösstei 
1  Winkel  geschnitten, 
bmegser  dieser  grössten  und  kleinsten  E 
auptkrümmungshalbmesser,  ei 
ler  Werthe  von  tu,  und  w^  ans  (4)  in 
folgendem  Wege.  Schreiben  wir  die  Gl. 

ren  wir  dieselbe  nach  p  nnd  w,  indem 
Maximums  und  Minimums  einzuführen, 

eU +  '"')  =  «. 

lung  mit  w  multipHciit  und   von   der   v 

folgende : 

Q(r  +  ios)=l 
Elimination  von  c»  aus  den  beiden  let 
nun : 

f'(rt-s>)-f('-  + 0  +  1=0 
?,  deren  Wurzeln,  welche  wir  im  folgen^ 
ollen,  der  kleinste  und  grösste  Werth  d( 
Man  findet: 

„_•■  +  '  -  V(''-o*  +  'i«' 

"'-  -  2(rt  --,■)  ■ 

i  die  Ebenen  der  beiden  Hanptschnitte 
,  so  kann  man  dieselben  als  coordinii 
imcu ;    lassen  wir  also  etwa  die  Ebene 


HkDptschnitte  zusammenfallen,  auf  welchen  sich  oj,  und  S,  beziehen, 
so  vird  (i>,  =  0,   ci>j  =  XI ,    and   da   venndge  der  Gl.  (3)  <o,  4*  t"«'' 

=  —  ■      —  ist,    nnd   die  Grössen  r  und  (   im  Allgemeinen   nicht  on- 

endlich  sind,  so  masa  für  diese  Lage  des  Coordinatensystems  s  ^  0 
werden.  Hiemit  erh^ten  wir  ans  (6)  für  die  liaaptkraronningGhalb- 
meieer  folgmde  Werthe: 

JJ,  =-V,     Ji,  =  '^.  (7) 

Fdr  irgend  einen  andern  Normal  schnitt,  desspn  Ebene  mit  jener  der 
X2(ß, )  den  Winkel  a  einschliesst,  erhalten  wir  den  Krümmungshalb- 
messer Q  ans  (2),  s  =  0  setzend: 

1  +tga' 

r  +  ^tgO*' 


e  =  r 


oder,  da  1  +  teo*  =  seca"  =  ■    — 3  ist: 
cosc* 

^=  r  coB  a*  +  /  sin  a^, 
Q 
d.  i.  mit  Rücksicht  aaf  (7): 

c=s;"'°' +  «,"""'■  w 

eine  merkwürd^,    von  Ealer  herrotarende  Formel,    mittelst   welcher  i 

der  Krümmangsbalbmesser   q    irgend   eines   Normalscbnittes   leicht   be-  ^ 

rechnet  werden  kann,  wenn  man  den  Winkel  a,  welchen  er  mit  einem 
der  beiden  Hanptscfanitte  einschliesst,  nnd  die  KrOmmongdtalbmesser 
dieser  letzteren  kennt. 

Bezeichnet  man  mit  ^'  den  KrQminiingshalbmesser  jenes  gegen  die 
Ebene  der  xz  nm  den  Winkel  a  +  90"  geneigten  Normalschnittes, 
welcher  auf  dem  soeben  betrachteten,  dessen  Halbmesser  ^  ist,  senkrecht 
steht,  so  ist,  zufolge  der  Gl.  (8)i 

?.n8  der  Verbindang  dieser  Gleichung  mit  jener  (8),  folgt: 

ind  £ese  Oleicbang  zeigt,  dass  die  Summe  der  Krümmungen 
ie  zweier  aufeinander  senkrechten  Normalschnitte  (d.  i. 
ihrer reciproken  Krümmangsbalbmesser)  eine  constante  GrOsse  ist. 


Die  in  den  beiden  vorhergehenden  Paragraphen  entnickellen 

fOr    die   Richtung    der   grössten    und   kleinsten   KrOmmnng 

[auptkrflminangshalbmesser   Eet^en   eine   bestimmte  Lage   des 

isystems    voraas;     um    hiefür    allgemeine    Ausdrucke    zu    er- 

Iren  wir  zur  Gl.  (1)  [§.  403]  zurücli.    Entwickelt  man  den 

do 
inotienten    -  -  ,    und  setzt  denselben  gleich  Null,    so  gelangt 

leichung : 

[(1  +  q^)s^-pgt]  +  w[(l  +q^)r-(l   +  p*)  t] 

^[(1  +|.')s    -~  pq,]  =  0,  (Uli 

:eln  (■^^  und  <o^  die  Richtangcn  der  Hauptschnitte  bestimmen. 

bt  man  ferner  die  Gl.  (l)  in  der  Poim: 


man  dieselbe   nach  ^  und  lu,    und   setzt 


.(S  +  Wt)  =  [pq  +  {l   +  q-')  10]  Vj;«  +  q^  +   1 , 

Lchung  mit  w  malliplicirt   und   von   der  vorbeigehenden  ab- 

e  folgende  gibt: 

ß(r  +  ws)  =  [1  +  P*  4-  Pflw]  Vj)'  +  2*  +  1. 

lirt    man    nun    aus   den    zwei    letzten    Gleichungen   lo.    und 

eder  R  statt  q,  so  findet  man : 

')  -R[t{\^p')    -2pgs  +  r(l  +  2«)]V.^n-V+  1 

un^,    deren  Wurzeln  die   beiden  Haupt krQ mm angshalbmesser 

sind.    Hat  man  diese  berechnet,  so  findet  man  mittelst  der 

in  Krümmungshalbmesser   ^  jedes   anderen   Nonnalscbnittes, 

jen  den  zu  fl,   gehörigen  Hanptschnitt  unter  dem  Winkel  a 

cu  beiden  vorhergehenden  Gleichungen  folgt: 

(1  +  3')ft  -  -e>  qs--pqk        '  ^     ' 

rze  wegen  \p^  -\-  q''  ■\-  i  =  k  gesetzt  ist.  Substituirt  man 
eihe  nach  B,  und  ß,  statt  q,  so  erhalt  man  ebenfalls  die 
der  Hauptschnitte,  nämlich  die  Tangenten  <'j,.  i}^  der  Winkel; 
len  die  Projektionen  der  Tangenten  der  Hauptschnitte  aof 
der  xg  die  Ase  der  j-  schneiden. 


wrr^^ 
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4M,  AaH  der  Gl.  (11)  folgt  nach  bekannten  Sfitzen  aus  der  Theorie 
der  algebraischen  Gleichungen : 


1  rt  —  s 


X 


B,B,        {p^  +  q^  +  iy^ 

-^i        ^2  (pä  +  q""  +  1)^ 

Man  erkennt  hieraus,  dass  die  beiden  HauptkrOmmungshalbmesser 
Jij  und  jRj  gleiches  Zeichen  liaben,  wenn  rt  —  s^y>  0 ;  dasselbe  Zei- 
chen kommt  aber  sodann  vermöge  der  Gl.  (8)  den  KrOmmungshalb- 
raessern  sammtlicher  Normalschnitte  zu,  und  die  Flflche  liegt  daher  in 
drr  Gegend  des  betrachteten  Punktes  gänzlich  über  oder  unter  der 
Benlhrungsebene.  Beim  Ellipsoide,  dem  Hyperboloide  mit  zwei  llölungen 
und  dem  elliptischen  Paraboloide  findet  diese  Eigenschaft  für  jeden 
Punkt  der  Fläche  statt. 

72j  und  R^  sind  von  entgegengesetztem  Vorzeichen,  wenn  rt  —  s^ 
<C  0 ;  in  diesem  Falle  gibt  es  daher  Normalschnitte,  welche  über  der 
BerGhrungsebene,  andere  welche  unter  derselben  liegen,  und  die  Krüm- 
mung der  Fläche  ist  in  beiden  Partieen  eine  entgegengesetzte.  Lässt 
man  z.  B.  B^  negativ  sein,  so  verwandelt  sich  die  Gl.  (8)  in: 

—       cos  o*  —  -  -  sm  a* : 


setzt  man  hier  ^  =  oo ,  so  wird  tg «  =  j+  y    -^  ->  wodurch  zwei  Rich- 

tungen  bestimmt  werden,  in  welchen  die  Krümmung  der  Fläche  (wegen 
5  =  00 )  Null  ist ,  es  sind  dies  jene  Richtungen ,  welche  die  auf  ent- 
gegengesetzten Seiten  der  Berührungsebene  liegenden  Flächentheile  be- 
grenzen, und  in  welchen  die  Fläche  von  der  Berührungsebene  geschnit- 
ten wird. 

Beispiele  hierzu  bieten  das  Hyperboloid  mit  einer  Hölung  und  das 
hyperbolische  Paraboloid  und  zwar  in  jedem  Punkte  der  Fläche. 

Ist  r<  —  s*  =r  0 ,  so  ist  einer  der  beiden  Hauptkrümmungshalb- 
»esser  unendlich  gross,  und  somit  die  Krümmung  der  Fläche  in  dem 
ogehörigen  Hauptschnitte  Null;  dies  tritt  z.  B.  bei  den  Cylinder-  und 
»«geülächeD ,  und  überhaupt  bei  den  sogenannten  abwickelbaren 
Wichen  ein ,  deren  allgemeiner  Charakter  eben  durch  die  DifFerenzial- 
ieichung  2^«^  Ordnung :  rt  —  s^  =  0  ausgedrückt  wird. 

Qkrii.  Höh.  Mathematik,  II.  3.  Aufl.  12 
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Die  Haiiptlirllmniungslialbmesser  sind   der   absolute; 
gleicli,   abei'  von  entgegengesetzten  Vorzeichen,    wenn  die  Bcdingungs- 
gleichnng ; 

l{i  +y}        •2pqs  +  ,{l  +g^)  =  0 
erfüllt  ist. 

Löst   man   endlioli   die  Gl.  (li)    für  li   auf  und   setzt  die  Gri'isse 
unter  dem  Wurzelzeichen  ^  I),  so  erhält  man  die  Gleichnng: 
\l.{i+i.-)    ..  2 i>.j^ +  ,■{!+, /-)\^     -4(,-(     .  .s*)iV  +  ,,*+  l)  =  0^ 
als  He<lingting,   dass  die  UaniitkrQmmungsbalbmcssei'  sowohl  der  GrÄsse 
als  dem  Zeichen  nach  gleieb  seien. 

Diese  Gleichung  lässt  sich  auf  die  Form  : 


['(1  +  y')  - -■(!  +  '/)  +  21'»  (,-'^''^. 


bringen  (wo  der  Kürze  wegen  k'^  =^  p*  ~{-  q^  -\-  1),  nnd  ist  somit 
gleichbedeutend  mit  dem  Systeme  der  zwei  Gleichungen: 

,  +',=  -  .  =  0.  '(1   +  J'")  -r{<+  a')  =  0,  (13) 

oder 

Ist  aber  K,  =  fi^,  so  ist  vermöge  der  Gl.  («)  aueb  q  =  R^  =  Ti^  ffl'r 
jeden  Weilh  von  o;  d.  Ii.  ein  solcher  Pmikt  der  FIficha  hat  die  Eigen- 
schaft, dass  alle  durch  denselben  geTiIhrte  Normalschin'tte  in  diesem 
Punkte  gleiche  Krümmung  besitzen.  Mun  neuut  dergleichen  besondere 
Punkte  der  krummeu  FlTieben  Nabel  punkte  und  findet  dieselben 
durcli  Verbindung  der  Gleichungen  (13)  oder  (14)  mit  der  Gleichung 
der  Fläche. 

407.  Zur  ErlftuteiTing  der  vorgetragenen  Sätze  wollen  wir  dieselben 
auf  das  Ellipsoid : 


anwenden  und  biebei ,    was  offenbar   immer   gestattet  ist ,    «  >■  &  ^ 
voraussetzen.  Man  findet  durcli  Difi'erenziation  dieser  Gleichung:    . 

"  =  -?;•  "  =  -*<,• 

c*(i'''  —  y')         c*xtf  c'(a*— a:*). 


Mit  diesen- Wcrtlien  erliMt  man,    wenn  noch   für  e*  der  aus 
dang    der    Fliehe    gezogene    Wertli    eingeftiliit  wird ,    nacli 

Reduction : 

Die    UleiHiiiiiReii    (l.'()    imx    Bestiminimi;    der   NftliolpunL 
snmit : 

«»  ._  flS  i*  —  ,.- 

ry  ^  i>,   und   -       ^  -    x"  —  -  v/-'  —  («-  —  fc')  : 

welche  die  reellen  AiiÜAsiingen : 

■  f/=z  O.        r 


^±«i/::i:: 


darbieten;  das  Ellipsoid  hat  folglich  vier  Nabelpunkle,  welel 
darcli  seine  grdsnt.e  und  kleinste  Axe  gelegten  Ebene  sicli  bi 
Denken  wir  uns  in  einem  der  Nabelpunkle  eine  Berüli 
nn  da!<  Ellipsoid  gelegt,  und  bexeidinen  den  Neigungswinkc 
gegen  die  ar^-Ebene  mit  6,  so  ii^t  —  wenn  wir  beachten,  i 
Winkel  6  mit  jenem  üliereinstimmt,  unl«r  welchem  die  N< 
Aie  iler  z  begegnet  —  nach  Gl.  ( l ),  §.  399,  allgemein : 

-^Ö  =  ^   ,  2--^-^  ,    oder  sinO  =  ]/ -fj'A 

soiiMf,    wenn   wir  für  ji"  und  <^  die  auf    einen  Nabelpunkt 
Werthe : 


eintehren : 


Bin  6  = 


sraus  folgt  [vgl.  §,  SOS,  T,  Bd.]  dass  die  Bernhrungaebenen 
des  in  den  vier  Nabelpunkten  parallel  sind  zo  jenen  Ebei 
s  Ellipsoid  in  Kreisen  schneiden. 

Bei  dem  Rotationsellipsoide  fallen  die  Nabelpunkle  mi 
iikten '  der  Rotfttionsaxe  zusammen,  wie  aus  obigen  Ausc 
ch  erhellt,  wenn  man  a  =  b  setzt. 


•i  V. 


V  • 


( 


Entwickeln  wir  nocli  die  Ausdrücke  der  Hauptkrfimmungshalb- 
messer  für  einen  gegebenen  Punkt  eines  abgeplatteten  Rotationsellip- 
soids, dessen  Umdrehungsaxe  b  mit  der  Axe  der  £,  dessen  Mittel- 
punkt mit  dem  Ursprünge  zusammenfallen  möge,  und  dessen  Gleichung 
daher  ist: 

x^  +  y^       -2 


a 


+  j.  =  i. 


Da  sämmtliche  durch  die  Umdrehungsaxe  gelegte  Ebenen  die  Fläche 
in  congruenten  Ellipsen  (den  Meridianen)  schneiden,  so  können  wir 
die  Rechnung  für  einen  Punkt  führen,  welcher  in  der  Ebene  der  ncz 
liegt.  Iliedurch  wird  y  =  0,  und  wenn  wir  zugleich  in  obigen  Aus- 
drücken der  Differenzialquotienten  a  statt  &  und  h  statt  c  schreibeD, 
so  erhalten  wir: 


V  =  — 


q  =  {),      r  =  — 


h^ 


n'z^' 


.9  =  0.     f  =  —  - 


&« 


2      ' 


durch  Substitution   dieser  Werthe    in   die   Gl.   (ll)   ergibt  sich,    wenn 
a-  —  V^  =1  e^  gesetzt  wird : 


e^x*f  _ 

5S  . ^'» 


eine  Gleichung,  deren  Wurzeln : 


» 


a^b 


A 


(o*  —  e^'x^Y 


[m] 


die  gesuchten  Werthe  der  beiden  Hauptkrümmungshalbmesser  sind.  In 
dem  Ausdrucke  von  B^  erkennt  man  den  Krümmungshalbmesser  des 
elliptischen  Meridians  [§.  375,  2],  mit  welchem,  wie  2U  erwarten  war 
und  auch  aus  der  Gl.  10,  §.  405  leicht  gefolgert  werden  kann,  der  eine 


R 


e^    r^ 


Hauptschnitt  zusammenfällt.  Da  —'=1 ^ .   ^ ,  und      ,    so   wie  - 


JR 


a^  a' 


a 


a 


echte  Brüche  sind,  so  ist  immer  R^  <C  ^2»  <J-  b.  in  jedem  Punkte 
der  Fläche  ist  die  Krümmung  in  der  Richtung  des  Meridians  ein  Maxi- 
mum,  jene  senkrecht  auf  den  Meridian  ein  Minimum. 

Führt  rtian  statt  der  linearen  Excentricität  die  numerische  €  eii 
indem  man  setzt:  e^  =  a^  —  h'^  =  a^6^,  und  h^  =  a*(l  — fi*),  fl 
nehmen  die  obigen  Ausdrücke,  abgesehen  vom  Zeicheu,  folgende  Form  an 

1  {(a'  -  e^xy\^      „         /a«  —  a^x^\^ 


S. 


i,- 
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enc  der  xe  liegeudcii  oUiiitisulien  Meridians 
eziiicbnct  maD  nun  dun  Ncignngswiiikcl  der 
X  oder  die  Ebene  der  j;j  mit  if,    so  hat 

dx a^e 

de       b'x ' 
von  x^,  indem  man  zugicidi  für  £'  seinen 
dians   folgenden  Werlh   cinsct;;;!,    so  findet 

3*  o*  COSIjT* 

b*  tgfjp'       1  —  4*  siny"' 

s  Wertlies  von  j:*  in  die  obigen  Ausdrücke 

nach  leichter  Reduction : 

r*)^  (l-*^Sinqn=--)3 

er  Geodäsie  lilluligc  Anwcnduni;.  Die  Erde 
Umdrehung  einer  Kliiiisc  um  iln-c  Idoinc 
>h9roid3),  und  ohige  Ausdrücke  geben  die 
messet  (im  Meriiiian  und  senUiccht  auf 
des  Sphäroids,  dessen  geographische  lireite 

>er  R  irgend  eines  anderen  Normal  Schnittes, 
den  Winkel  «  (das  Azimuth  der  Richtung 
t  nach  §,   404,  Gl.  (S): 
_  cos  a*       sin  c^ 

16  von  M,   und  IL  substituirt: 


!^  cos  q>'  cos  «*)  V  1  ^  e'^  sin  fp" 

zwei  unendlich   nahe   liegende  Punkte  auf 

iten  beziehnngsweise  x,  y,  x  und  x  +  dx, 
wir  uns  durch  beide  Punkte  die  Normalen 
den  Durchschnittspankt  derselben,  im  Falle 

rcb  M  gefQhrten  Normale  sind : 

3(f-,)  =  0  =  Jf;)  ^    ' 


eil  Normale  gehe«  aus  dicsou  liervor,  wenu  wir  x  -j-iir 
-  dz  an  lue  Stelle  von  or,  ^,  £  treten  lassen,  und  habe» 
1 :  i^  -|-  (IN  =  ü  und  JV'  +  dN'  =  0 ;  erwägt  man  aber, 
mrautig  des  Durchschnittspunktes  diese  bdden  Gleiehnngcii 
.  (m)  [iV  =  U ,  W  =  ü]  zu  verbinden  sind,  so  erhelli 
sich  dieselben  auf:  dN=i=0  und  rfW  =  U  rcducircn. 
Bich  durch  DifferenKiation  der  GIgn.  {m)  nacli  x,  ff.  z 
mnach : 

äx  +  pdz  =  [^  ^  e)  dp 

dff  +  qde  ={^~^s)d,j, 
man   beachtet,    dass  vermöge  dor  Bedcntuiig  der  Grössen 
(  [§■  401]: 
ilx  +  ijJ)/ ,     dp  ^  rdx  +  sdff ,     dij  =  sdx  -\-  Idif 

+  V*)  ''a;  +  vqdij  =  {rdx  +  s'hj)  {K  —  z),  .   . 

+  «')  dy  +  j.5(I:c  =  (sdc  +  tdy)  (f  -  j) .  '  ^"^ 

von  ^,    I;,    f,    welche   den   vier  Glciehutigen  [m)  und  (h) 
I,   sind  die  gesuchten  Coordinaten   des  Durchschnittsimnk- 

die  Anzahl  der  GlGichungen  jene  der  Unbekaimtcii  um 
)erscli leitet,  so  erhellt  sogleich,  dass  die  beiden  Normalen 
n  schneiden  werden,  wenn  der  Punkt  M'  gcgea  M  eine 
lat,  dass  die  durch  Elimination  von  ^',  >;,  lT  aus  den  Giei- 
and  (n)  resultircnde  Bedinguiigsgicichung  erfüllt  ist. 
te  Gleicliungen  (n)  die  Grössen  'i  und  ij  nicht  enthalten, 
lur  Z  aus  diesen  Gleichungen  zu  olimitiiren,  um  die  er- 
gungsgleichuiig  zu  erbalten.    Man  findet: 

-[(1  +p')s   -i-ö'J  I 

lese  Gleichung,  in  welcher  p,  q.  r,  k,  t  nur  von  der  l.»ge 
IZ  auf  der  Fläche  abiiäiigende,  also  gegebene  Gröeeen  be- 

'  wie  man  siebt  —  das  Vcrhällriiss   --     bestimmt:     denkt 
dx 

unendlich  kleine  Bogensliick  MM'  auf  die  Ebene  der  xy 

st 

itritidic  Tangente  des  Winkels,    welcbcn  die  Projcclion  mit 


=  u.   (t) 


J^^.m^r^TT^' 
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der  .\xc  d«r  x  eiuscWiesst,  und  die  Gl,  (p)  bestimmt  demnach  die 
^iclitung,  in  welcher  man  von  M  aus  auf  der  Fjiäche  fortgehen  nuiäs, 
xtm  zu  einem  unendlich  nahe  liegenden  Punkte  zu  gelangen ,  dessen 
2f^male  Jene  zum  Punkte  M  gehörige  schneidet. 

Da  die  öteiehung  (p)  töm  2**"  Grade  ist,  so  gibt  es  für  jeden 
Punkt  der  Fläche  zwei  mit  dieser  Eigenschaft  versehene  Richtungen, 
welche,  wie  aus  der  Identität  der  Gl.  (jp)  mit  der  GL  (10)  [§.  405] 
unmittelbar  folgt,  mit  den  Richtungen  der  grössten  und  kleinsten  Krüm- 
mung zusammenfallen,  und  demnach  so  wie  diese  auf  einander  senk- 
recht stehen. 

Man  kann  also  von  irgend  einem  Punkte  M  aus  in  zwei  aufein- 
ander senkrechten  Richtungen  zu  zwei  benachbarten  Punkten  gelangen, 
welche  der  Bedingung  Genüge  leisten,  dass  ihre  Normalen  mit  jener 
des  Punktes  M    in  einer  Ebene  liegen  und  folglich  dieselbe  schneiden. 

Geht  man  nun  von  M  aus  etwa  in  der  Richtung  der  grössten 
Krümmung  zu  dem  benachbarten  Punkte  M'  über,  dessen  Normale 
jene  des  Punktes  M  schneidet;  von  M'  abermals  zu  dem  nächsten 
(lieser  Bedingung  Genüge  leistenden  Punkte  u.  s.  w.,  so  erhält  man  auf 
der  Fläche  eine  stetige  Reihe  von  Punkten,  welche  eine  Curve  bilden, 
die  den  Namen  Krümmungslinie  führt.  Da  man  in  gleicher  Weise 
von  M  ausgehend  in  der  Richtung  der  kleinsten  Krümmung  fortschrei- 
ten kann,  so  gibt  es  im  Allgemeinen  für  jeden  Punkt  einer  Fläche 
zwei  Krümm ungslinien,  welche  sich  daselbst  unter  einem  rechten  Winkel 
begegnen.  Denkt  man  sich  sämmtliche  Krümmungslinien  auf  der  Fläche 
verzeichnet,  so  entstehen  zwei  Systeme  von  Zonen,  durch  welche  die 
Fläche  in  unendlich  kleine,  krummlinige,  vierseitige  und  rechtwinkelige 
Figuren  getheilt  wird. 

Die  GL  (p)  ist  nichts  anderes  als  die  Dififerenzialgleichung  der 
Projection  der  Krümmungslinie  auf  die  Ebene  der  xy,  aus  welcher  man, 
sobald  die  Gleichung  der  krummen  Fläche  selbst  gegeben  ist,  die  Glei- 
damg  der  Projection  in  endlicher  Form  durch  Integration  findet. 

Im  Allgemeinen  sind  die  Krümraungslinien  Curven  von  doppelter 
.Krümmung,  und  nur  bei  einzelnen  Gattungen  von  Flächen  erscheinen 
iieselben  als  ebene  Curven.  So  z.  B.  bei  den  Rotationsflächen,  deren 
Meridiane  und  Parallelen  die  beiden  Systeme  von  Kr&mmungslinien 
bilden.  Denn  einerseits  liegen  sämmtliche  Normalen,  die  zu  Punkten 
eines  und  desselben  Meridians  gehören,  in  der  Ebene  dieses  Meridians 
und  müssen  sich  demnach  nothwendig  schneiden ;  anderseits  begegnen 
lie  Normalen,    welche   zu  Punkten   desselben   Parallels   gehören,    der 


?7«I 


■**••■ 


.  t 
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Rotationsaxe  in  einem  und  demselben  Punkte«  und  schneiden  sich  *deiEh 

•  Pf  - 

nach  ebenfalls.  Bei  den  Cylinderflächen  sind  die  geraden  Erzeiigungb- 
lihien  und  die  darauf  senkrechten  ebenen  Schnitte  die  Krümoiungs- 
linien. 


r/.. 


^fr-; 


'^/    \ 


fr- 


409.  Unter  denjenigen  Curaven,  welche  auf  einer  krummen  Fläche 
nach  bestimmten  Gesetzen  construirt  werden  können,  Terdienew  ihrer 
praktischen  Anwendung  wegen  die  Niveaulinien  und  die  Linien 
des    stärksten    Falles  noch  eine  besondere  Erwähnung. 

Niveaulinien  nennt  man  jene  Curven,  in  welchen  eine  krumme 
Fläche  von  horizontalen. Ebenen  geschnitten  wird.  Tiässt  man  daher  die 
Ebene  der  xt/  horizontal  sein,  so  stellt  das  System  der  Gleichungen 

irgend  eine  Niveaulinie  dar;  durciiElimination  von  s  erhält  man  F{x,  y,  y] 
=  0  als  Gleichung  der  Projection  der  Niveaulinie  anf  die  Ebene  der  xy. 

Differeazirt  man  das  obige  System  von  Gleichungen,  so  Icommt 
djR  =  ßdx  +  Q^^l/j  und  dz  =  0,  es  ist  daher 

pdx  -\-  qdy  =  {)  (I) 

die  gemeinschaftliche  Differenzialgleichung  der  Projectionen  der  Niveau-- 
linien  auf  die  :r^-Ebene.  Die  Differenzialquotienten  p  und  q  werden,  wenn 
die  Gleichung   der  Fläche    in    der  Form  F{x,  y^  ^)  =  0  gegeben  ist, 
gewöhnlich  noch  die  Grösse  z  enthalten,  welche  mit  Hilfe  der  Gleicliuag 
der  Fläche  zu  eliminiren  ist. 

Unter  Linien  des  grössten  Falles  versteht  man  jene  auf 
einer  Fläche  verzeichneten  Curven,  deren  Neigung  gegen  die  (horizontale) 
Ebene  der  xy  in  jedem  ihrer  Punkte  grösser  ist,  als  die  aller  anderen 
durch  diesen  Punkt  auf  der  Fläche  gezogenen  Curven.  Geht  man  von 
irgend  einem  Punkte  J/  (^ ,  ^ ,  z)  der  Fläche  zu  einem  benachbarten 
M'  [x  +  dx^  y  -f-  dy^  z  -f  dz)  über,  so  steigt  man  in  verticaler  Rich- 
tung um  die  Höhe  dz  auf  oder  ab,    während  man  sich  In  horizontaler 

Richtung  um  das  Stück  Vfij;-  -}-  dy^  fortbewegt;  die  Grösse 

^?^_        _  päx  +  (jdy  _  jt}jf  qy 

drückt    demnach    die    trigonometrische    Tangente    des    Neigungswinkels 
des  beschriebenen  Bogen  dementes  MM'  gegen  den  Horizont  aus;  dieser 

Ausdruck  ändert  sich   mit   der   willkürlichen  Grösse   y'  =  -/ ,    welche 

dx 

die  RicLtur.g   des  Elementes  MM'  aiigibt,    und  wiid  daher  für  irgend 
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anen  Wertb  von  t/  ein  Maximum  erreichen.  Man  findet  diesen  Werth 

/  =     ,  und  diese  Gleichung,  oder 
P 

qdx  —  pdy  =  0  (2) 

ist  demnach  die  gemeinschaftliche  Differenzialgleichung  der  Projectionen 
der  Linien  des  stärksten  Falles  auf  die  Ebene  der  xj/. 

Aas  der  Vergleichung  der  Gleichungen  (1)  und  (2)  erhellt,  dass. 
die  Niveaulinien  und  die  Linien  des  stärksten  Falles  sich  senkrocht 
darchschneiden. 


\     % 


t  »• 
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\\,  Erzeugung   der  Flächen.    Von  den  einhüllenden  und 

abwickelbaren   Flächen. 

410.  Wir  haben  schon  in  §.  275  u.  f.  f.  die  Erzeugung  von 
Flächen  durch,  nach  bestimmten  Gesetzen  erfolgende  Bewegung  von 
Curvcu  betrachtet,  und  insbesondere  die  cylindrischen  und  conischen 
Flächen,  die  Rotations-  und  windschiefen  Flächen  ausführlicher  erörtert. 
Diese  Betrachtungen  führen  in  ihrem  weiteren  Verfolge  zu  sehr  allge- 
meinen Ergebnissen  fiber  die  Natur  der  Flüchen;  wir  wollen  uns  im 
Folgenden  mit  einigen  der  wesentlichsten  noch  in  Knrze  beschäftigen  . 
und  zunächst  über  die  oben  erwnhnten  Flächen  -  Familien  noch  einige 
Bemerkungen  folgen  lassen. 

Die  Gleichung  einer  Cy  linder  fläche,  deren  Erzeugende  zur 
Geraden  x  =  a£^,   i/ z=  hz  parallel  sind,  ist  bekanntlich  [§.  277]: 

ff  —  bjs  =  f[x  —  az) .  ( 1 ) 

Differenzirt  man  diese  Gleichung  partiell  in  Bezug  auf  x  und  ^, 
so  cihMt  man  [§.  33ö]  durch  Elimination  der  willkürlichen  Funktion 
als  1^®  Differenzialgleichung  der  Cylindertiächen: 


dz  ^^  ,dz 

dx  dy 


{•^) 


welche  Gleichung  ausdrückt,  dass  sämmtliche  Berührungsebenen  zu  einer 
festen  Geraden:  x  =^  az ^  y  z=z  hz  parallel  sind.   In  der  That  ist 


(;  -  ^)  =  0 


ie  Gleichung  ,der  Berührungsebene  [§.  398],  und  die  Bedingung,  dass 
iese  zur  festen  Geraden  x  ^=  az  ^  y  =:  bz  parallel  sei,  wird  bekannt- 
ch  [Gl.  (2),  §.   261]  durch  die  Gleichung 


Iisgedrückt. 


dz    ,       dz 


dx 


'<1h 


:.•.   Y««'/ 


'v->3 


^ 


im 

Wenn  die  cyliiKlrisdie  FlAcho  eine  duvuli  die  ' 
gegebene  Flätihe  berflhren  soll,  wie  dies  /..  ü.  l»oi  t 
Schalten  der  Fall  ist,  wenn  der  leuulitcnde  Pnnkt  u' 
feint  ist,  so  üiehe  luau  aus  der  Gleichnng  1/^=0 
de       ,  de 

n '"" 

liui-cli  eine  Gleicliung  V  ^=  0,  welche  iu  Verbindung 
Dei'ülirungsiinic  des  Cylinders  und  der  FlAcbc  U  ^ 
dcninacb  als  Leitlinie  gewählt  werden  kann. 

Es  sei  z.  B.  die  gegebene  FEcho  ein  KIlipsoid,  c 

die  erzeugende  Gerade  mOgc  zur  Ebene  der  i/^  para 
ihre  Gleichungen  in  irgend  einer  ihrer  Lagen: 

a;  7=  R,  ff  1^  bz  ■\-  (j'  (a). 

.    ,      ,  dz  Cx     dz  i 

Aus  («*)  eniSIt    man   -—  =  —  —^  ;    -~  =  — 

'  ilx  A^e     (ly  , 

llie  in  (^j  snbslituirt,  wegen  n  ^  U,  die  Gleicliung 


darbiete».  Die  Glgo.  {m)  und  (p)  sind  sofort  die  GIc 
rülaungslinic,  welche  als  Leitlinie  dienL  Eliminirt  u 
den  vier  Gleichungen  (m),  (m)  und  ip)  die  Grössen 
balt  man : 

Ä;t{„y  +  {a'-A'){h'C'  +  B')  = 

und  liicraus  durch  Wiederlierstellung  der  Werthe  a=zi 

die  gesuchte  Gleichung  dos  das  Ellipsoid  berührenden 

A*{y  -  bef  +  {x^  —  A'')  {b''C^  +  li")  = 

Die  allgemeine  Gleichung  eiuer  Kogelfincbe,  d 

die  Coordinaten  o,  ß,  y  entsprochen,  ist  [§.  279]  i 


\e  —y/ 


differenzirt  man  diese  Gleichung  parliell  sowohl  i 
nach  if.  z  und  eliminirt  aus  den  so  gewonnenen  z^ 
willklirliche  Funktion,  so  erhält  man  |§.  335]  als 
chang  der  Kegelflächen : 


Jä7 

Uie^e  .tileicliuug  ist,    sobald  wir  a,  li,  y  als  laufcnUe  Cuordiiiateii 

Iteiraditoii,  die  Gl.  der  Berülirungs ebene  im  Puukte  x.  i/,  e  der  Fläulie 

lud  drückt  deinnacb  aus,  dass  alle  DcrQliruugsctiGiieu  einer  Kegclfläcbc 

diircli  einen  festen  P^nkt,  den  Mittelpunkt  oder  Scheitel  geben. 

Die   Aufgabe,    die    Gleichung   des    eine   Begebene   Flttche  U  ^  i) 
bcrührendeu    Kegels   zu    finden,    dessen   Scbeitel    in    einem    gegebenen 
Punkte  S  liegt,    wird   auf  äbnlicbe  Weise   wie  bei  den  Cylindern  auf- 
gelöst.   Durch  Substitution  der  ans  der  Gl.   Ü"  i=  0  gezogenen  Werthe 
de       ,  de 
djc 

sidi  eine  Gleichung  l''=U,  welche  in  Verbindung  mit  der  Gl.  U^O 
der  Berührungslinie  angehört.  Diese  kann  nunmehr  als  I.eitlinie  der 
gKucbIcn  KegelftSchc  betrachtet  werden,  wonach  die  Ableitung  der 
Gleidmng  der  letzteren  nach  dem  in  §.  27l>  und  279  angogobenon 
Verfahren  keiner  Schwierigkeit  unterliegt.  Ist  S  ein  leuchtender  Punkt, 
10  bildet  die  Beruh rungsli nie  [U  =^  ü,  1^  =  0)  die  Grenze  zwischen 
dem  betMchteten  und  unbeleuchteten  Thcile  der  Flache  U  =  0. 

Als    allgemeine    Gleichung    der   Botationsflächen.  habcD    wir 
in  g.  282: 

(a;  — *„)'  +  {n  —  y^Y  -\-  {i  —  \)*=l\xmsu  +y  co8^4-«  cos;') 
erh^ten,  wo  x^,  y„,  e^  die  (Joordinaten  eines  Punktes  der  Rotations- 
sxe,  o,  ß,  y  deren  Neigungswinkel  gegen  die  Coordinatenaxcn  bedeuten. 
Uifferenzirt  man  diese  Gleichung  partiell  nach  x,  z  und  nach  y,  e, 
SU  erhält  man,  wenn  Kürze  halber  die  Funktion  /"(j;coso+i/cosj^+£cos;') 
mit  {'  bezeichnet  wird : 

^('  — ^p)  +  2(«  —  ■^J^J  =r.(cosc  +  «08;'^). 

-^U -.o)  +  ^(— j|  ^r.(cos,.  + cos,^j); 

ehminirt  man  aus  beiden  Gleichungen  die  willkürliche  Fnnkiion  /".     kh 
hat  man  als   1"  Dilfercn^ialglcichung  der  BotationsHAehen: 

9  —  !f^)cmy  —{e  —  e„)  üos,yj  •--  \{x  -x^)a)iiy  —  (ä— ^„)cosc| 


'llf 


^{.v--x,)c„.[i-{ff- 


■lese  Gleichung  spricht  die  den  Kotatiousflächen  eigeuthtimliche  all- 
smcine  Eigenschaft  aus,  dass  ihre  Normallinien  durch  eine  und  dieselbe 
lerade,  die  Sotationsaxc,  gehen.    Denn  die  Gleichungen  der  Rotations- 
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axe  sind,  wenn  f,  ?^,  t  die  laufeiideu  Coordinateri  bedeuten: 


cosa 

§  —  ^0  = (f 

^       cosy 


cos  /!?  ,  ^ 


(6) 


jene  der  Normale  im  Punkte  x,  y,  e  einer  krummen  Fläche: 

^  —  x+p{i—z)  =  0,     rj  —  y  +  ry(r  — ^)  =  ü;         (7) 

sucht  man  durcli  Elimination  von  f,  r^,  f  aus  diesen  vier  Gleichungen 
die  Bedingungsgleichung,  welche  ausdrückt,  dass  die  Gerade  (0)  von 
der  Normale  gesciniitten  wird,  so  kommt  die  Gl.  (5)  zum  Vorschein. 

Von   den    einhüllenden   Flächen. 

411.  Es  sei 

U  =  f{x,  y,  ^,  a)  =  0  (1) 

die  Gleichung  einer  Fläche,  und  a  ein  in  derselben  vorkommender 
Parameter,  von  welchem  die  Lage  der  Fläche  gegen  das  Coordinaten- 
system  und  die  Dimensionen  derselben  abiulngen.  Denken  wir  uns 
nun  der  Grösse  a  stufenweise  sämmtliche  Werthe  beigelegt,  deren  sie 
fähig  ist,  so  entsteht  aus  der  Gl.  (l)  eine  Reihe  von  Flächen,  deren 
jede  im  Allgemeinen  die  nächstfolgende  in  einer  Curve  schneiden  wird, 
und  diese  Durchschnittscurven  werden  in  ihrer  stetigen  Aufeinander- 
folge eine  neue  Flache  bilden,  welche  die  einhüllende  Fläche 
oder  Ei nhöUungs fläche  der  durch  Variation  von  «  aus  (l)  ent- 
stehenden Flächen  genannt  wird,  welche  letztere  beziehungsweise  die 
eingehüllten  Flächen  heissen. 

Auf  dem  in  §.  380  betretenen  Wege  findet  man  auch   hier,    dass 

die  beiden  Gleichungen  : 

dir 


U=0  und     V-  =  0 

da 


ffir  alle  jene  Punkte  gelten  ,  welche  zwei  unmittelbar  aufeinanderfol- 
genden Lagen  der  Fläche  (l)  gemeinschaftlich  angehören  und  somit 
die  Gleichungen  einer  der  oben  erwähnten  Durchschnittscurven  sind,' 
deren  Position  durch  die  in  den  Glgn.  (2)  noch  erscheinende  Grösse  a 
bestimmt  wird.  Eliminirt  man  aber  aus  den  Glgn.  (*2)  diese  Grösse,  so 
erhält  man  eine  neue  Gleichung  zwischen  x,  y,  z,  welcher  offenbar  die 
Coordinaten  aller  Punkte  einer  jeden  Durchsehnittscurve  Genüge  leisten, 
und  welche  demzufolge  die  Gleichung  des  geometrischen  Ortes  sätnmi- 
lieher  Durchschnittscurven,  d.  i.  der  einhüllenden  Fläche  sein  muss. 

Die  durch  die  Gl.  (2)  ausgedrückte  Curve,  in  welcher  sieh  zwei 
unendlich  nahe  aufeinanderfolgende  eingehüllte  Flächen  schneiden,  führt 
den  Namen  Charakteristik  der  einhüllenden  Fläche. 
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Die  einhüllende  Fläche  berührt  8ämmt|iche  eingehfillte  Flächen, 
and  zwar  bildet  jede  Charakteristik  die  gemeinschaftliche  Beröhrungs- 
linie  der  einhüllenden  Fläche  und  jener  zwei  eingehüllten,  deren  Durch- 
schnitt sie  ist.  Denn  die  Gleichung  der  Ebene,  welche  eine  der  ein- 
gehüllten Flächen  (1)  im  Punkte  x^  y^  z  berührt,  ist: 


i^(^ 


^)+l^(^ 


^)+f(f-^)='^- 


Da   ferner   die  Gl.   der  einhüllenden  Fläche    keine  andere  ist,    als 
die  Gl.  (1),    wenn   man    in    derselben  für  «  seinen   aus  der  Gleichung 

-—  =  0  folgenden  Werth,  in  Funktion  von  x,  y,  e,  gesetzt  denkt,    so 
da 

kann    die  Gleichung   der  Berührungsebene   der  einhüllenden  Fläche  auf 

die  Form 


( 


äU      du  da 
—  -  -*-  — ,— 

dx        da  dx 


)(5-^)+( 


dU      dU 
dy         da  dy 
.    (dU  .    du  da 


\dz 


S  ^'^  -  ^^ 


d<t  de 
dU 


gebracht  werden,  welche  jedoch  vermöge  der  Gl.  -  =  0  von  der  vor- 
hergehenden nicht  verschieden  ist.  Hieraus  folgt,  dass,  in  jedem  Auf 
irgend  einer  Charakteristik  liegenden  Punkte,  der  einhüllenden  Fläche 
dieselbe  Berührungsebene  zukommt,  wie  der  dieser  Charakteristik  ent- 
sprechenden eingehüllten  Fläche,  wodurch  die  obige .  Behauptung  ge- 
rechtfertiget ist. 

Ertheilt  man  in  den  Glgn.  (2)  der  Charakteristik  der  Grösse  a 
einen  bestimmten  Werth  (wodurch  die  Lage  dieser  Curve  im  Räume 
bestimmt  wird),  und  lässt  man  sodann  diese  Grösse  in  a  -\-  da  über- 
gehen, so  werden  die  zwei  neuen  Gleichungen: 


dU 
U  +  ~da  =  0, 
da 


da^  da^^  ' 


welche  vermöge  der  Glgn.  (2)  die  Form: 


da 


d^U 


da' 


=  0 


annehmen,  der  nächstfolgenden  Charakteristik  angehören.  Beide  Curven 
werden  sich  im  Allgemeinen  in  einem  oder  mehreren  Punkten  schneiden, 
deren  Coordinaten  sich  durch  Verbindung  der  beiden  letzten  Gleichungen 
mit  jenen  (2)  ergeben  werden. 

Da  die  Gl.  -  -  =r  0  beiden  Systemen   gemeinschaftlich  ist,    so   hat 
da  ' 


man  Hie  lirci  Gtekhurgeii : 

da  da' 

mittctst  weldier  man  für  jede  einzelne  Charakteristil 
einzelnen  Wertli  von  o,  die  Coordinatcii  ilires  Hurclisc 
<Icr  II äclisl  folgenden  bestimmen  kann. 

Die  so  eben  betrachteten  Durchscfinitl.spunktc  j 
ßlinraktcristiken  bilden  in  ilirer  stetigen  Aufeinanderf 
einliOllenden  Fläche  liegende  krumme  Linie,  welche  d 
dungseurve  führt  und,  wie  man  leicht  sieht,  von 
folgenden  Charakteristiken  berülirt  wird.  Die  Gleic 
ergeben  sich  offenbar,  wenn  man  aus  den  GIgn.  (. 
eliininlrt. 

In  den  meisten  Fällen  wird  die  Gleicliang  der  eii 
U  =  0,  mehrere  Parameter  enUialten,  welche  als  sich 
ändernd  angenommen  werden.  In  diesem  Falle  wird 
dieser  Parameter  als  unabhängig  sieh  verändernd,  < 
als  Funktionen  desselben  xu  hetraeliten  haben,  wei 
wenn  »wischen  den  gleif^hzeitigen  Aenderungen  dieser 
bestimmte  Beziehung  stattfinden  würde,  auch  das  Gesi 
der  eingehüllten  Fläche,  und  TolglicU  die  Einhüllungsfl: 
stimmt  bliebe. 

41ä.  Zur  ErUuterung  dieser  Betracliinngen  niöj 
spiele  dienen, 

I.  In  der  Ebene  der  zy  sei  eine  Curve  y  =  if{x 
welcher  sich  der  Mittelpunkt  einer  Kngel  vom  tiulln 
man  suche  die  einhnllende  Fläche  aller  dieser  Kugeln 

Bezeiuhnet  man  bei  irgend  einer  bestimmten  La) 
Abstand  ihres  Mittelpunktes  von  der  Ebene  der  pe  i 
Gleichung  dieser  Fläche  : 

U={x -«)■'  +  Is  -  ,f  (o)l"  +  «'  -  .•« 
durch  zweimalige  DifTerenKiation  dieser  Gleichung  in 
halt  man,  wenn  Kflrze  halber 

■'''>'  =  T»™d  *'>-  =  '•"'«>«-'' 

j;  =  '  ^"  +  t!'  —  f  l'")l  f'i")  =  "■  ■ 
1',?=  [»  -  T(»)I  ')■(")  -  [t' («)]■  -  1 
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a)  znsamm engen ommeo  gehören  der  Olia- 
?']äche  an;  die  Gleichung  dieser  Fläche 
(a)  aus  (l)  and  (2)  eliminirt 
und  (3)  Zusammengenommen  gcliörcn  dem 
hsten  UliarakteriEtiken  an,  und  wenn  man 
'  eliminirt,    so  hat  man   die  Gleichungen 

rye,  auf  welclier  sich  der  Mittelpunkt  der 
Ilallimesscr  li,  &ha 

Gleichungen : 

^^«■^-«''f +  ^' --»■'  =  (>,  I 

?  =  <>■  .  j 

zwei  ersten  Gleichungen,  so  erh&lt  man  : 

inhüUenden  ringförmigen  PI9che. 
chuiigen  gehören  zusammengenommen  der 
ie  man  sieht,  eine  ebene  Curve  ist,  da 
re  Projection  auf  die  Ebene  der  xy  eine 
Gerade  ist.  Diese  Curve  liegt  also  in 
senkrechten  durch  die  Axe  der  e  gehen- 
in der  jy-Elene  mit  der  Axe  der  x  einen 

Ichen  tgu  ^  -  — —     -    oder  cos«  = 

2**"  Gleichung  folgenden  Werth  von  y  in 

x'  a 
man  x  =  x  cos«  =  -       setzt,  in 

S)'  +  ^-  =  ,-■ 

ist  daher  ein  auf  der  Ebene  der  xp  senk- 
ilbmesser  r,  dessen  Mittelpunkt  vom  An- 
um  die  GrOase  R  abstebt. 


kVi 


'ivV 


^^   • 
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Die  drei  Gleichungen  (w)  gehören  der  Wendongscurve  an;  ver- 
möge der  S^*"",  ^  =  0,  folgt  aus  der  2*®" :  a?  =  0,  mit  welchen  Wer- 
then  sich  die  1^^  Gleichung  in  folgende  verwandelt: 

Die  Wendungscurve  ist  demnach  imaginär,  d.  h.  je  zwei  nächste  Cha- 
rakteristiken schneiden  sich  nicht,  wenn  r  <^R\  sie  reducirt  sich  auf 
zwei  Punkte  in  der  Axe  der  je,  wenn  r  >  i2,  endlich  auf  einen  Punkt, 
den  Ursprung,  wenn  r  =  B\  welche  Resultate  mit  der  ohigen  Bemer- 
kung, dass  die  Ebenen  der  Charakteristiken  sftmmtlich  durch  die  Axe 
der  z  gehen,  vollkommen  im  Einklänge  stehen. 

So  lange  die  Form  der  in  der  Gleichung  der  gegebenen  FlAche 
vorkommenden  willkürlichen  Funktionen  unbestimmt  bleibt,  kann  man 
die  angedeuteten  Eliminationen  in  der  Regel  nicht  wirklich  ausfahren, 
sondern  nur  eine  Differenzialgleichung  der  EinhüllungsflAche  bilden.  Zu 
diesem  Zwecke  differenzire  man  die  Gl.  (1)  nacheinander  in  Bezug  auf 
X  und  y,  wobei  a  als  constant  zu  betrachten  ist ;  denn  man  sieht  leicht, 
dass  alle  Glieder,  welche  aus  der  Veränderung  von  a,  sowohl  in  Be- 
zug auf  X,  als  nach  y,  entspringen,  kraft  der  Gl.  (2)  verschwinden. 
Man  findet : 

X  -    OL  -\-  pe  =  0 ,     ^  —  T^C«)  +  3^  =  0 , 
also  ic  -  -  a  =  -     pe  ^        y  —  qp  (a)  =  —  qe  ^ 

und  durch  Substitution  dieser  Resultate  in  die  Gl.  (l)  ergibt  sich 

z^{p^  +  q^  +  l)  =  r* 

als  Differenzialgleichung  der  EinhüllungsflAche  sämmtlicher  Kugeln.  Sie 
drQckt,  wie  man  leicht  findet,  die  Eigenschaft  aus,  dass  das  zwischen 
der  Fläche  und  der  Ebene  der  xy  enthaltene  Stück  der  Normale  für 
jeden  Punkt  der  Fläche  eine  constante  Grösse  (=  r)  ist,  wie  voraus- 
zusehen war. 

Das  hier  eingeschlagene  Verfahren  beruht  überhaupt  auf  der  Be- 
merkung, dass  die  ursprüngliche,  auf  jede  der  eingehüllten  Flächen  sich 
beziehende  Gleichung: 

f[x,  y,  z,  a,  f/)(a),  V^(a)  .  .  .)  =  0 

auch  der  einhüllenden  Fläche  angehört,  wenn  man  nur  nebst  x^  y,  js^ 
auch    a  als    veränderlich    betrachtet,    und   beachtet,    dass   für   letztere 

Fläche    ,    =0  ist.    Die  unter  dieser  Voraussetzung  durch  Differenzia- 
aa 

tion  nach  x  und  y  aus  /'  =  0  gewonnenen  Differenzialgleichungen  wer- 
den  daher    ebenfalls   der   einhüllenden    Fläche    angehören,    ebenso   wie 


k 
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jede  Verbindung  dieser  Gleichungen,  die  man  -  zum  Belmfc  der  Elimi- 
nation von  a  und  der  willkürlichen  Funktionen  —  bilden  mag,  wobei 
man,  wenn  die  Anzahl  der  wegzuschaffenden  Grössen  beträchtlicher 
wird,  zu  den  höheren  Differenzialien  seine  Zuflucht  nehmen  muss. 

II.  Eine  Ebene  bewege  sich  dergestalt,  dass  sie  zu  einer  gegebenen 
Cieraden,  x  =  ag,  y  =:  hz  beständig  parallel  bleibe.  Man  suche  die 
Gleichung  der  einhüllenden  Fläche,  welche  von  der  gegebenen  Ebene 
in  allen  ihren  Lagen  beständig  berührt  wird. 

Wfthlefi  wir  für  die  Gl.  der  Ebene  die  Form:  Ax  -\-  By  +  Cr 
-f  i:=<),  80  wird  die  Bedingung,  dass  die  Ebene  zur  Gei-aden  x  =  a£:, 
y±=6r  parallel  sei,  durch  die  Relation:  Aa  -\'  Bb  -{'  C  =  0  ausge- 
dfflekt,  mittelst  welcher  die  Gleichung  der' Ebene  die  Form:  Ä{x  —  a£:) 
■^  B{y  —  bjff)  4-1=0  annimmt.  Setzen  wir  nun  B  =  (p{A),  so  ist 
die  Gleichung  der  eingehüllten  Ebene  in  irgend  einer  ihrer  Lagen: 

A{x  —  a<e)  +  (f{A)  (y  —  bg)  +  1=0.  (w) 

Durch   Differenziation  derselben  nach  A  erhalten  wir: 

T  —  fiB  -\-  cp  [A)  {y  --  be)  =  0  ,     somit  fp'{Ä)  = ; 

diese  Gleichung,  nach  Ä  aufgelöst,    führt  zu  einem  Resultate  von    der 

/■■p  (ij^\ 

Form  A  =  xli  \    ^    -    L  welcher  Werth  in  die  Gleichung  (n)  substituirt, 

\y  —  bis/ 

('  -- "'  •"  C-=  s) + "  ["•  C-3  d]  '*  -")+'=« 

gibt.     Bringt  man  diese  Gleichung  auf  die  Form: 


X  —  ajs: 
y  —  bjs 


"'  (J  L_-S)  +  9-   {^'  (y--£)]   =  -  yh,,^ 


X  —  (IZ 

and  denkt   sich   dieselbe   nach   der  Grösse     — — —  aufgelöst,    so  wird 

y  —  be 

maa  ein  Resultat  von  der  Form r-  =  F{y  —  be\  oder  x  —  az 

y  —  bz  ^  ' 

=  {y~  bz)  F{y  —  bz),  d.  i. 

X  —  az  =  f{y  —  bz) 

halten.  Dies  ist  die  gesuchte  Gleichung  der  einhüllenden  Fläche, 
reiche  somit  eine  CylinderflSche  sein  wird,  wie  im  Voraus  zu  erwar- 
^n  war. 

Auf  ähnliche  Weise  gelangt  man  zur  allgemeinen  Gleichung  der 
nischen  Flächen,  wenn  man  die  Umhüllnngsfläche  einer  Ebene  sucht, 
^Iche  bei  ihrer  Bewegung  beständig  durch  einen  festen  Punkt  geht. 

HiRR,  Höh.  Mathematik,  11.  3.  Aufl.  X3 


VoD   den   developpablen   Flächen. 

Devcloppablc  oder  abwickelbare  Flächen  hcissen 
welche  durch  die  BewcgUDg  einer  Geraden  entstehen,  deren 
liste  Positionen  immer  in  einer  Ebene  liegen. 
Flftchen  können  daher  als  ans  ebenen  Elementen  von  un- 
Länge nnd  unendlich  kleiner  Breite  bes lebend  betrachtet 
eiche  sich  in  geraden  Linien  (den  erzeugenden  Geraden) 
Dreht  man  das  eiste  dieser  Elemente  um  seine  gerade 
tslinie  mit  dem  zweiten ,  bis  es  in  die  Ebene  des  letzteren 
ionimt;  dreht  man  ferner  das  System  der  beiden  ersten 
rn  die  Durch  seh  nittslinicn  mit  dem  dritten,  bis  es  in  die 
s  dritten  fällt  u.  s.  w. ,  so  werden  nach  und  nach  sSmmt- 
nte  der  krummen  Fläche,  also  die  ganze  dcTeloppable  FI&- 
in  eine  Ebene  zu  liegen  kommen ;  und  von  dieser  charak- 
Etgenschaft,  sich  ohne  Falten  und  Risse  in  eine  Ebene 
abwickeln,  devetoppircn)  zu  lassen,  liaben  die  in  Rede  ste- 
chen den  Namen. 

ann  übrigens  die  developpablen  Flüchen  noch  auf  mehrfache 
gt  sich  vorstellen.  Lüsst  man  eine  Ebene  nach  irgend  einenn 
I  bewegen,  so  ist  die  einhUllendc  FMche,  welche  von  der 
len  Lagen  derselben  berflbrt  wini,  nolhwendig  eine  dove- 
Iche.  Denn  die  einliütlende  Fläche  ist  bekanntlich  nichts 
iie  stetige  Folge  der  geraden  Pure  lisch  nittslinien,  in  welchen 
ifein  an  der  folgenden  Positionen  der  beweglichen  Ebene  be- 
d  von  diesen  Durcbschnittslinien  liegen  je  zwei  nächste 
mer  in  einer  Ebene.  Hieraus  erhellt,  dass  Jede  devcloppablc 
die  Einhüllungsfläche  einer  nach  irgend  einem  g^ebenen 
i  bewegenden  Ebene  angesehen  werden  kann,  so  wie  dass 
eristik  einer   developpablen  Fläche   eine   gerade  Linie  sein 

llich  je  zwei  nächste  Charakteristiken  aof  derselben  ein- 
üche,  also  in  einer  Ebene,  liegen,  so  werden  sich  die- 
renn  sie  nicht  parallel  sind  —  in  einem  Pankte  schneiden, 
.ige  Folge  dieser  Dnrchschnittspunkl«  bildet  eine  auf  der 
m  Fläche,  liegende  Wendungscurve,  welche  von  der 
ik  (oder  der  erzeugenden  Geraden)  in  allen  Positionen 
3rOhrt   wird.     Hieraus   folgt,    dass   man    eine   developpable 
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Fläche  aach  durch  die  Bewegung  einer  Geraden  erzeugt  denken  kann, 
welche  eine  gegebene  Curve  von  doppelter  Krümmang  beständig  be- 
rührt. 

414.  Es  hat  keine  Schwierigkeit,  auf  Grund  der  einen  oder  ande- 
ren Erzengnngsart  der  developpablen  Flächen  Gleichungen  ffir  dieselben 
abzuleiten.  Betrachten  wir  dieselbe  als  einhüllende  Flächen  einer  nach 
einem  bestimmten  Gesetze  sich  bewegenden  Ebene  und  sei 

/s  =  a  +  X  .  q){a)  +  y .  \li {a)  (l) 

die  Gleichung  der  letzteren,  in  welcher  a  einen  willkfirlichen  Parameter 
bezeichnet,  (p  und  i^f  aber  Funktionen  desselben  sind,  durch  deren  Form 
das  Gesetz  der  Bewegung  ausgedrückt  wird. 

Dliferenzirt  man  die  Gl.  (1)  zweimal  in  Bezug  auf  a,  so  kommt*. 

1  +a:(/)'(a)  +  y(/;'(a)  =  0,  (2) 

x(p''{a)  +  yxp"{a)  =  0,  (3) 

and  die  Elimination  von  a  aus  den  Glgn.  (1)  und  (2)  führt  auf  die 
Gleichung  der  developpablen  (einhüllenden)  Fläche.  Die  Glgn.  (1)  und 
(2)  zusammengenommen  gehören  der  Charakteristik  der  developpablen 
Fläche,  welche  somit  —  wie  schon  oben  bemerkt  —  eine  gerade  Linie 
ist,  da  jede  dieser  Gleichungen  für  sich  eine  Ebene  bedeutet.  Durch 
Elimination  von  a  aus  den  Glgn.  (1),  (2)  und  (3)  ergeben  sich  die 
Gleichungen  der  Wendungscurve.  , 

Da  sich  diese  Eliminationen  nicht  ausführen  lassen ,  ohne  die 
Form  der  Funktionen  rp  und  }p  festzusetzen  und  hiedurch  die  Fläche 
zu  partikularisiren,  so  wird  man  zur  analytischen  Darstellung  der  deve- 
loppablen Flächen  das  System  der  Glgn.  (1)  und  (2)  beibehalten,  in- 
dem man  in  (1)  a  als  eine  Funktion  von  x  und  y  betrachtet,  deren 
Form  durch  die  Gl.  (2)  bestimmt  wird. 

Auf  dem  am  Schlüsse  des  §.  412,  I.,  angedeuteten  Wege  gelangt 
man  aber  leicht  zu  Differenzialgleichungen  dieser  Flächen,  welche  von 
einer  oder  von  beiden  willkürlichen  Funktionen  frei  sind. 

Differenzirt  man  die  Gl.  (1)  partiell  nach  x  und  y,  so  erhalt  man 
unter  Anwendung  der  schon  früher  gebrauchten  Bezeichnungen  für  die 
partiellen  Differenzialquotienten,  und  mit  Rücksicht  darauf,  dass  a  als 
eine  Funktion  von  x  und  p  betrachtet  werden  muss,  welche  durch  die 
Gl.  (2)  bestimmt  ist: 

^  =  är  +  '^("^  +  ""'f  ("^  dx  +  ^'''  ^''^dx' 

da    ,        ,   V    .         ,,.  da    ^         . .  ,  da 
q  =  -^-  +  ./'(«)  +  ^9  («)  ^^  +  yil>  («)  ^y 

13* 


difise  Gleichnngen  reduciren  sicli  vermöge  der  Gl.  (2 

aus  welchen  nnnmelir  u  eliminirt  werden  kann,  o!in 
der  Fnnliüonen  rf  und  i/'  etwas  festznsetzoii ;  denkt 
den  ans  der  '2"'"  GleichunK  folgendon  Wertli  von  n 
tnirt,  so  getankt  man  zu  ein«m  Resultate  von  der  F 

p  =  n<i), 

und  dies  ist  die  DiiforenzialKleicliung  der  1**"  Ordnu' 
len  Flftrhen  mit  partiellen  Differenzialien,  welclic  m 
kürliclie  Funktion  cnlliAlt.  Um  nurli  diese  /n  besei 
wir  die  Gl.  (4)  abermals  partiell  narh  x  und  y.  um 

welnhe  Gleichungen,  nach  Kiimiiiation  der  Funktion 
zialgleichung  2**'  Ordnung  der  devcloppablen  Flüche 

r(  —  s*  =  0 
darbieten,  welrhe  keine  willkürliche  Funktion  mehr 
diese  Gleichung  dazu  benfltzen,  um  zu  nntersuclien, 
Flflcbe   developpabel    sei    oder    nicht;    ihre  Gleichuni 
Falle  der  Gl.  (5)  Genflge  leisten. 

Man  gelangt  zu  denselben  Resultaten,  wenn  mar 
FIAchen  als  solche  betrachtet,  welche  durch  die  Bew 
den  erzeugt  werden,    welche  beständig  Tangente  blei 
von  doppelter  Krflmmang ,    welche  der  erzeugten   ab> 
als  Wendungscurre  entspricht.     In  der  That,  sind 
X  =  F{e)  und  y  =  F,  («) 
die  Gleichungen  der  Cnrve ,   und  wühlt  man  in  dersi 
dessen  Coordinate  s  ^  a  ist,   so  ist  für  diesen  Fun 
y  ^  F,  (a),  und  die  Gleichungen  der  Tangente  an  c 
a,^F{a)  =  F'  {«)  (s  -  a) 
y-F,{a)  =  r^{a){s^a). 
zwei  Gleichungen,   aus  welchen  durch  Elimination  vo 
der  durch  die  Bewegung  der  Tangente  erzeugten   de^ 
hervorgehen  würde,  und  welche  Gleichungen  ebenfalls 
analytische    Ausdruck    der    devcloppablen    Flüchen 
können,    wenn    man   in  der  f"  Gleichung  et  als  ein 
und  j/  ansieht,  welche  durch  die  2'»  Gleichung  bestin 
Differenzirt  man  nun  unter  dieser  Voraus  setz  uno 
chungcn  partiell  nach  x  und  y,    so  erhJllt  man   vier 
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Reichen  mao  durch  Elimination  der  GrÖKsen  («  —  a)   ,    und  (s  —  o)    - 

da:  ^  '  dy 

2wei  neue  Gleichuugcn  von  der  Form : 

!,  =  <.(.,),  .i  =  ™,(«) 
findet,    welche   durch  Wegschaffuiig  von  a  wieder   itie   schou  oben  er- 
haltene Gleichung  (4): 

i»  =  /■((/) 

darbieten. 

41G.    Um   diese   Betrachtungen   durch    ein   Beispiel   zu   erlüutern, 
wollen  wir  die  Gleichung  der  abwickelbaren  Schraubenfl&che 

Sachen,    welche  durch  die  Bewegung   einer  Geraden   erzeugt   wird,    die 

eine  gegebene  Schmuhciilinie    beständig   berOhrt.     Mit  Beibehaltung  der 

in  §,  285  getroffenen  Anordnung  des  Coordinatensystems  sind  die  Glei- 

chnngen  der  Schraubenlinie 

-inz  .     2  7ie 

x  =  r  cos  — ,      y  =  r  sin  —  — , 

wo  r  den  Halbmesser  des  Cylinders,  auf  welchem  die  Schraubenlinie 
verzeichnet  ist,  und  h  die  Höhe  eines  Schraubeiigangcs  bedeuten.  Die ' 
Gleichungen  der  Tangente  an  ii^end   einem   Punkte   e  ^  a   der  Curvc 

siud: 

ina  'ZTtr    .Ina.  . 

^_,eos~  =  --^s.n^(.-«}, 

1/  —  r  sin  -j-  =  -^  cos  -^—  [g  —  a). 

Ans  diesen  Gleichungen  ist  iinn  a  zu  eüminiren,    um   die  Gl.  der 

dcveloppahlen  Seh  rauben  fläche  zu  erbalten.    Multiplicirt  man  zu  diesem 

Zwecke   die   erste   mit   dem    Cosinns,    die   zweite   mit   dem    Sinus   dos 

2  na 
Bogcns  — —  und  addirt,  so  kommt: 


'hebt  man  aber  beide  Gleichungen  zum  Quadrate  nnd  addirt  dieselben, 
a  erbau  man  mit  Rflcksicht  aaf  die  letzte  Gleichung; 


Zieht  man   endlich   aus   dieser  Gleichung   den  Werth   von 
ibsütuirt  ihn  in  die  vorhergehende,  so  folgt: 


'  CO.  (-J-  +  — j ; + j,  „.  ^-  _  +  _ 

als  GleichnDg  der  developpablen  Schraobenflache. 

Das  in  der  GleichuDg   erscheinende  Radicai    win 
jn  ^  y"  <;  r-;  es  liegt  alBo  kein  Punkt  der  Fläche 
linders,    anf  welchem  die  Schraubenlinie  verzeichnet 
der  Flftche  als  Wendangscnrve  entspricht,    igt  nach  d 
ten  ffir  sich  klar. 

Setat  man  «  =  Ü,  so  gebt  die  Gleichung  in  folp 


welche   der   Durchschnittslinic   der   Seh  rauhe  nflü  che   i 
augehört,    uud  die  Gl.  der  Evolvente   des  Kreises  ist 
Gylinder  die  Ebene  der  xy  schneidet.    In    der  Tliat 
als  Glcichuijgcn  der  Kreisevolvente  gefunden: 

X  =^  r  cosif  -\-  i-if  sinf/i,  y  =^  r  siiif/'  -  > 
Erhebt  man  beide  G1cichuuf;eii  ;fum  (Quadrat  uud  bil<i 
erhalt  man  x'^  -\-  y''  -    r"  =  r-if",  woraus 

folgt;  addii't  man  aber  beide  Gleichungen,  nachdem  di 
die  andere  mit  sin  if  muUiplicirt  ist,  so  kommt : 
X  eos  (p  -\-  y  sin  (p  =:  r , 
welche  Gleichung  mit  Rflcksicht  auf  den  Werth  von 
identisch  ist.    Zu  diesem  letzteren  Resultate  sind  wir 
auf  anderem  Wege  gelangt. 


II.  ABSCHNITT. 

I  N  T  E  Ü  R  A  1.  R  E  C  H  N  U  N  0. 

ERSTES   KAPITEL. 

liTWICKELTKN    CUNKTIOSKN  KiNEK   VKKANUKKLrull 


begriffe  und  Fundameii talsätze  de 
lutegralrechnung. 

F{j:)  eine  beliebige  Funktion  von  x  und  /( 
iffci-cnzial  doi-selbcn,  so  entsteht  —  wenn 
!  Aufgabe,  aus  ilcin^elbcn  die  ursprOugtichc 
teilen,  durcb  deren  Uiflercnmtion  es  entsta 
die  umgekebrtc  des  Differennirens,  bcisst  di 
iktion  F{x.^,  durch  deren  Ditferenziation 
entsteht,  wird  das  Integral  desselben 
nsclberi   vorgesetzte  Zeiclieii  j  bezeichnet,  so 

d.F(x)  =  t{'^)dx 
Igciide ; 

ill{j!)dx  =  F[x) 

,  indem  man  beiderseits  diffcrenzirt, 

.lljl-{x)^l,  =  d.F(x),- 
l  auf  (I); 

d^l(x)  dx  =  f(x)  dx, 
isa  die  beiden  Zeichen  d  und  j  sich  gegensi 

h  das  DilfGrenKJal  einer  constantcn  Grösse  d 
lucb  d  [F(x)  4-  C]  =  f[x)  dx,  wenn  C  eine 
Sngigc  Grösse  bezeichnet;  hieraus  folgt: 

j;a^)dx=  F{x)  +  c. 
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woraus  erhellt,  dass  jedem  Integrale,  am  demselben  die  nöthige  Allge- 
meinheit zu  verschaffen,  eine  willkürliche  Constante  beigefügt  werden 
muss.  Der  Werth  derselben  bleibt  völlig  unbestimmt,  so  lange  das 
Integral  F{z)  durch  keine  andere  Bedingung  bestimmt  ist,  als  jene, 
den  Ausdruck  f{x)  dx  zum  Differenzial  zu  haben.  In  den  Anwendungen 
der  Integralrechnung  jedoch  auf  bestimmte  Aufgaben  bieten  diese  immer 
die  Mittel  dar,  den  Werth  der  willkürlichen  Constante  zu  bestimmen 
und  zwar  dadurch,  dass  der  Werth  des  Integrals  für  einen  bestimmten 
besonderen  Werth  von  x  bekannt  ist.  Weiss  man  z.  B.,  dass  das  In- 
tegral der  Nulle  gleich  ist  oder  verschwindet  für  den  besonderen  Werth 
X  =  a,  so  hat  man : 

F{a)  +  C  =  0,  somit  C  =  —  F{a) , 
und  folglich 

^f[x)  dx  =  F{x)  —  F{a),  (4) 

417«  Zu  einer  näheren  Einsicht  in  das  Wesen  des  Integrals  führt 
folgende  Betrachtung.  Bezeichnet  man,  wie  oben,  mit  F{x)  jene  Funk- 
tion, deren  Differenzial  f{x)  dx  ist,  so  dass  also  zwischen  den  Funk- 
tionen F{x)  und  f{x)  die  durch  die  Gleichungen: 

d  .  F{x)  =  f[x)  dx,  und  ^f[x)  dx  =  F{x)  +  C  (1) 

ausgedrückten  Beziehungen  bestehen,  so  ist,  dem  Begriffe  des  Differen- 
zialquotienten  [§.  311]  zufolge: 


wo  €  eine  mit  d  verschwindende  Grösse,  somit  auch: 

F{x  +  S)  -  F{x)  =  d[f{x)  +  €]. 
£s  seien  nun  a  und  b  zwei  beliebige,  aber  constante  Werthe  von 
X,  innerhalb  deren  die  Funktion  f{x)  stetig  ist,  und 

h  —  a 


a  ^=  nö,  also  d  = 


n 


so  dass  wir  uns  das  Intervall  h  —  a  in  w  gleiche  Theile,  =  ^,  getheilt 
denken,  so  erhalten  wir,  in  der  letzten  Gleichung  der  Reihe  nach  statt 
X  die  Werthe  a,  a  +  (J,  a  +  2d,  a-f3d,  ...,  a-f(w — l)8=^h—d 
setzend,  folgende  Gleichungen: 

F{a  +  8)-F[a)  =  d[f[a)  +  e], 

F{a  +  2(J)  -  F{a  +  d)  =  ö[f{a  +  Ö)  +  £,], 

F{a  +  3d)  —  F{a  +  2ö)  =  d[f{a  +  20)  +  fj, 


F{h)  -  F{a  +  (n  -  1)  ä)  =  d[f{a  +  {n  -  1)  ö)  +  e,^,]  , 


darch  deren  Aildition  die  fulfjenilc  »ich  er^bt : 

F((.)  -  F(a)  =<l |f(a)  +/■(«  +  J)  +/■(«  +2<I)  + ...  +/-(i  +  («  -1 ).')! 
+  ä{i  +«,+«,  +  ...  +  ..-,). 

I^st  man  nun  n  unendlich  zonehmeii,  wodurch  glciclizcitig  <) 
Qiiendlicli  klein  wird ,  so  verschwindet  an  dor  Grenze  die  Grösse 
d{e  +£,  +  ...  +  6„_,),  und  die  letzte  Gleichun«  verwandelt  sich  im 
t\b)^F{a)  =  limd[f(a)+r{a  +  d)+f{a  +  -iö)  +  ...+l{b-d)].  (-2) 

Die  Grösse  rechts  vom  Gleichheitszeichen  ist  offenbar  die  Summe 
tier  nocndlich  vielen  and  nnendlich  kleinen  Werthe,  welche  das  Diffe- 
rential f{x)  dx  annimmt,  wahrend  x  alle  Worthe  von  a  bis  h  durch- 
läuft;  man  bezeichnet   diese  Summe   allgemein  durch  { f{x)  dx,  indem 

,  juan   dem   Zeichnen  f  (als  Summenzeichen  aus  dem  Buchstaben  S  her- 

voi^egangen),  unten  den  Werth  der  Variablen  bcifflgt,  mit  welclicm  die 
Snmmining  der  Werthe  des  Differentials  l'{x)  dx  beginnt,  oben  aber 
jenen  Werth  der  Yeritnderlichen,  bei  welchem  die  Sumniirnng  schlicsst. 

Diese  Grfisse  J  f{x)  dx,  welche  demnach  durch  die  Gleichung : 

6 

;  ^  f[x)dx=\\md[f{a)->rf{a->rä)  +  f{a-\--id)-\- ...-{- f{h-6)\     (3) 

L  definiirt  ist,  heisst  das  bestimmte  Integral  von  f{x)dx,   genum- 

men  zwischen  den  Grenzen  a  und  h\  a  nnd  b  werden  beziehungs- 
I  weise  die  untere  und  obere  Grenze  des  Integrals  genannt. 

<  Üa  die  Gl.  (3)  an  die  Bedingung  gebunden  ist,    dass  d  nnendlich 

klein  werde,  und  vermöge  der  vorausgesetzten  Stetigkeit  der  Funktion 
f(x)  innerhalb  des  Intervalles  a  bis  b  keine  der  Grössen  f{a), 
t'{a  +  d),  .  .  .,  f{fi  —  6)  unendlich  wird,  so  sind  die  Glieder  der  im 
2*"^  Theile   dieser   Gleichung   stehenden   Summe,    nAmlich    die    Grössen 

f{a)d,  /■(a  +  (I)(i,  f{a  +  2Ö]6,... 
seihet  unendlich  klein,  und  das  bestimmte  Integral  ist  somit  in  aller 
Strenge  die  Summe  dieser  unendlich  vielen  und  unendlich  kleinen 
Grössen,  der  sogenannten  Elemente  des  bestimmten  Integrals.  Die 
Probleme  der  Geometrie,  Mechanik  etc.  führen  sehr  häufig  anf  solche 
immirougen,  und  man  bat  es  daher  dann  immer  mit  der  Ermittelung 
nes  bestimmten  Integrals  zu  thnn. 

Verbindet  man  die  Glgn.  (2)  and  (3),  so  folgt: 

J/-(»)i.  =  P(S)-f(«),  (4) 
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waiauG  mit  Rüuküictit  auf  die  Gl.  (I)  eiliellc,  di 

gral  J  f'{x)  dx  gleich  ist  der  Differenz  zweier  Sp 

lion  F{xj,  welche  der  Gleichung:  d.F{x)  =  , 
dißse  letztere  ßczichung  zwischen  den  beiden 
f(x}  drückt  mau  durch  das  Symbol: 

jl-(x)dx  =  F{x), 
oder  allgemeiner: 

j  rix)  dx  =  F{x)  +  c 

uus,  und  nennt  diesen  Ausdruck  das  unbcsti 
/■(:r)  ,lx. 

Dnrch  die  Gl.  (4)  i^t  die  Ausmittelung  di 
auf  jene  des  nnbestimmten  Integrals  zurückgefi 
Schwierigkeit  dar,  sobald  dos  letztere  angcgehei 
darf  jedoch  nie  übersehen  werden,  dass  die  Ul. 
Funktion  f{x)  innerhalb  der  Grenzen  j:  =  a  ui 
brecliung  der  Stetigkeit  erleidet. 

Lilsst  man  in  dem  bestimmten  Integrale  [Gl 
li  unbestimmt  und  setzt,  um  dies  anzudeuten,  x 


|VW  *.  =  F(x)  -  Fla 


welcher  Ausdruck  die  Summe  sämmtlicher  W 
('{x)  ilx  darstellt  von  x  ^  a  angefangen  bis  i 
Werthe,  welchen  man  der  Veränderlichen  x  heil 
druck  des  Integrals  verschwindet  für  x  ^  «,  wi 
Summirung  mit  x  :=  a  beginnt,  und  man  sagt, 
j;  =  o  an. 

Lässt  man  emilicb  auch  die  untere  Grenze 
auch  ^'((i)  eine  unbestimmte,  gänzlich  willkürlii 
wir  sie  mit  —  C,  so  verwandalt  sich  die  letzte 


'^f(x)dx  =  F{x)  +  i 


wodurch  wir  wieder  zum  unbestimmten  Integral 
die  Summe  sämmllichcr  Werthe  des  Differenz: 
einem  unbestimmten  Werthe  von  x  beginnend 
welchen  man  dieser  Veränderlichen  erthcilen  wil 


Darch  Verbindung  de: 
F{a)  constaut: 


(6)  niid  (7)  erhalt  man    uocli,    weil 

jf{x)  dx  =  ^f{x)  dx-\-  C.  (8) 

Ein  vorgelegtes  Differenzial  f{x)dx  ciiirach  intogrircii,  heisst,  das 
nubcstiminte  Integral  F{x)  suchen,  d.  li.  eine  Funktion  ■F{x),  wclclic 
der   Gleicbang    d  .  F{x)  =  t'{x)  dx    Genüge    leistet.     Integriren    von 

z=:a    angefangen,    heisst    das   Integral    \  f  {x)  dx  ^  F  {x)   —F[a) 

bildeu ,  welches  mau  erhalt ,  indem  man  von  dem  nnbestitnmten  Inte- 
gral den  Werth  desselben  für  x  ^  a  abzieht.  Endlich  zwischen  ge- 
gebenen Grenzen    a   und   b   integriren,    heisst   das   bestimmle  Integral 

(f{x)  dx  =  F{b)  —■  F{a)  snchen,   welches  man  erhalt,  wenn  man  in 

ilem  unbestimmten  Integrale  zuerst  die  obere  Grenze  b,  dann  die  untere 
Gron/e  a  an  die  Stelle  von  x  setzt  und  die  Snbstitutionsrcsultatc,  niid 
iwür  letzteres  vom  erstercn,  subtrahirt. 

Die  hier  gewonnenen  Resultate  werden  durch  geometrische  Itctrach- 


Fig.  31. 


tungeu  sehr  anschaulich.  Lassen  ^ 
immer  gestattet  ist,  /'(■'')  "^'^  ^^^ 
X  ^  0}3  (Fig.  31)  gehörige  Ordinate   mp 
einer  Curve  y  =  f[x)  bedeuten,   nnd  be- 
zeichnen wir  die  von  irgend  einer   festen 
Ordinate  AB   an   gezahlte  Flflche  ABmp 
mit  F(x),    so   ist   (§.  3(171   f(j-)dx   das 
Differenzial  dieser  Flache,  somit 
d.F{x)  =  f{x)dx. 
1  nun  OP=a,  0(^  =  6  zwei  beliebige  Abscissen,  so  ist  die  Fläche 
ABPM=  F(fl),  die  Fläche  AHQN  =  F{b),  somit 
Fläche  PMNQ  =  F(b)  --  F{a\ 
Anderseits  bann  mau  diese  Ft&cbe  in  lauter  schmale  Streifen,  wie 
piKN$,  zerlegt  denkeu;  beachtet  man  nun,  dass  der  Flücbeoinhalt  eines 
solchen  Streifens  von  der  Breite  ^k^^:!)  durch  f{x)  ci  ausgedrückt  wird, 
d  zwar  um  so  genauer,  je  kleiner  i5,  so  folgt  nothwendig: 
ichePJtfWÖ=lim<i{f(a)-|-/'(a-l-(S)  +  /(a-l--2  5)-h...  +  /"(Ä-(I)l, 
.  i.  mit  Rflcksicbt  auf  die  Gl.  (3): 


Flache  PM^q  ■. 


-in. 


Diese  Gleichung,  mit  der  vorhergehenden  verbunden,  gibt  endlich: 


]t{s)dx  =  F{b)  —  F{a), 

übciciiistimmend  mit  den  frOhcrea  Ergebnissen , 
<lasä  vermöge  der  Relattou  (nt).  Fix)  das  nnbe 
/'{x)  dx  ist. 

Es  verdient  bemerkt  zu  werdeo,  dass  die 
directen  W^  vorzeichoet,  um  von  einem  gegebene 

za  dem  bestimmten  Integrale  ^f{x)  dx  zu  gelange: 

stimmte  Integral  würde  sich  auf  diesem  Wege 
da  nichts  hindert,  am  Ende  in  dem  Ausdruck  des 
wieder  x  statt  h  zu  schreiben;  allein  die  liiezu 
tionen,  wie  solche  im  2''°  Theile  der  besagten  Gle 
sind,  nämlich  Snmmirung  einer  Reibe  und  nachbi 
sind  nur  selten  ansführbar,  so  dass  wir  uns  nacl 
zunächst  zur  Entwickelung  der  unbestimmten  Integr 
Während  aber,  wie  aus  der  Differenz ialrechn 
Differenzial  jeder  beliebigen  Funktion  nach  einf 
tungen  von  Funktionen  sich  erstreckenden  Regeln 
sitzen  wir  für  das  umgekehrte  Geschäft  des  Inti 
allgemeinen  Methoden;  ja  in  sehr  vielen  Fällen 
verzichten,  das  Integral  in  Form  eines  geschlosse 
zustellen,  und  zur  Reihenentwickelnng  und  Nfthei 
Zuflucht  nehmen. 

418.  I.  Die  am  Schluase  des  §.  320  znsamni 
zialformeln  verschafTen  uns  durch  einfache  Umkehi 
welche  die  Grundformeln  der  Integralrechnung  bi! 
tugration  zusammengesetzterer  Ausdrücke  zur  Anw< 
können  als  solche  folgende  aufstellen: 


i- 


3!"'  dx^=:~ 


ix  =  ~  +  C;      \<^ dx  =  e' -\- C\      1 

dx  ,  ^   r  *" 

-^  -^  =  arc  tga;  +  C :      1  — i^-— = 
d 


=  arc  sec  a;  +  C 
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««+''';     I  cos  X  rfx  =:  sin  X  +  C ; 

-  -,  K'lt  fü""  jeden  Wertli  von  t»;  eine 
der  Werlh  m  ^  -  1  zu  marhen,  da  für 
'heil  der  GleirhoDK  die  Form  -  erliält  und 
grirt   man  aber  von   x  ^  a   angefangen,    so 

'•(lx=  -  - - 

»M  +  1 

der  Brach  im  2^"  Tlieile  ffir  m  ^=  —  l 
irm  -;  sncht  man  nun  nach  der  in  §.  353 
n  wahren  Werth,    no  findet  man  als  solchen 


J.' 


Eine  ähnliche  Erscheinnng  tritt  immer  ein, 
fttnr  ändert,  wie  dies  hier  bei  dem  Ueber- 
1  znr  logaritfamischen  Form  der  Fall  ist. 

§.  319  aafgestellten  Sätze  der  Differenzial- 
1,  V,  tr, .  .  .  beliebige  Funktionen  von  x  sind, 
tatet,  unmittelbar: 

Cadti  =  a  (du ; 

1«  +  ...)  =  «  ±t>  ±ic  ±..  . 
Ileichung   kann  jeder   constante  Factor,    mit 
sdrack   behaftet  ist,    vor   das  Integralzeichen 
unf  das  Integrationsgeschäft    keinen  Einfinss. 

aus,  dass  das  Integral  einer  Summe  oder 
inmme  oder  Differenz   der  Integrale  der  ein- 
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zelnen  Theile,    vorausgesetzt,    <tass  die  Anzahl  ili 
liehe  ist. 

Mit  Hilfe  der  Gl.  (6),  §.  417,  überzeugt 
diese  S&tze  auch  e:iltig  bleiben,  wenn  die  Integn 
Grenzen  genommen  werden. 

111.  Ebenso  folgt  aus  den  GruadbegrilTcn  de 
dass  man  in  obigen  Grundformeln  an  die  Stelle  c 
änderliclien  x,  eine  beliebige  Funktion  u  der 
kann,    wodurch   diese  Formeln    eine   allgemeinere 


}-  =  ^>-J?- 


Ist  überhanpt,  anter  x  eine  unabhingige  Vei 
^f{x)  ,lx  =  F(x)  +  C. 
3»  ist  auch 

]•/■(«)  rf«  =*•(«)  +  C. 
wenn  u  eine  beliebige  Funktion  von  x  bedeutet. 

419.  Was  die  zusammen  gesetzteren  Differen 
so  muss  man  zum  Bebufe  ihrer  Integration  diese 
Transformationen  auf  andere  bereits  bekannte, 
auf  die  im  vorigen  §.  angeführten  einfachen  F 
trachten.  Die  Mittel,  welrhc  uns  hie/.u  zu  GeboU 
senttiuhcn  folgende. 

1.  Integration  durch  Substitution, 
einer  neuen  Verflnderlichen.  Ist  nünilicb  ^/'{xjih 
gral,  und  man  setzt  il'{x)  ^  s,  so  erhält  man  h 
X  =  '/>(«),  'Ix  =  <f'{e)  tfe,  fol 
|^(«),te=]V[,f(,)ly' (')'!'=]' 
kann  nun,  was  bei  schickUclier  Wahl  der  Funl 
Fall  ist,  das  letztere  Integral :  Jz(r)  de  =  F{t 
ist  damit  auch  das  vorgelegte  bestimmt;  denn  m: 

J/(.)  dx  =  Jz  (.)  <i^  =  r(.)  +  c  =  J 

Beispiele,     l )    Ist  y  =  I    -  -  —  zu  bes 
ja±bx 

a  ±_bx^=  £\  hieraus  folgt  dx  ^  ±,  -j-;  folglicl 


1  f*     _,_  >  , 


nnd  somit,  wenn  man  den  Werth  von  e  wiederherstellt: 

:  ±  I  ?(«    +   bx)  +   C. 

SO  wird 


J= 


-)  ff  ^  l  — ;-  r-7  ;  "ift"  setze  a^  ^  r  I,'  -  , 
Jrt  -f-  oa:'  ^    ö 

1     (■    d«  1 

»=-7^=1^ — r — -,^~r^-^rcUi't  somit: 


(2) 

Setzt 

.„ 

in  dieser  Formel 

6=1   und  rt^  statt 

a,  s( 

folgt 

(3) 

3)  y 

= 

man  3-^+o*=^*,  so 

wird 

x>ix  = 

;(j^ 

and 

y= 

i<k 

xdx 

folgticli   ist: 

Man  erkennt  leicht,  dass  sich  dieses  Verfahren  auf  die  am  Schlüsse 
des  vorigen  §.  gemachte  Bemerkung  grOndet. 

2)  Integration  durch  Zerlegung.  Lftsst  sich  in  der  vor- 
gelegten Differcnzialfunktion  f{x)dx,  f{x)  in  mehrere  Theile  zerlegen, 
also  f(x)  =  ±  ip{x)  +  tp  (a:)  ±  .  .  .  setzen,  so  ist 

y{x)<le  =  +  jq>{x)dx  +^iJ'{x)dx  + 

Beispiele.     1)  Es  sei  y  =  l „,    so    hat    man 


2(1  +^)^2(1 


l   {     dx      ,    l  (    dx  1     ,  ,        J 


j,^. 


[tu  h)  ilicKci'   [''ni'inel 
enieinere  liitf>Kriil : 


■']^ 

in   ijcwniiiKineii  Inl^Rral formen  (I)  bis  (1)   verdienen  ihrer 
rcnduii|r  wet;on  liesonderR  licrvorgeliolien  zu  werden. 
!   theitweiRC    Integration,    eines   der   fmclitbarsten 
:nr    Integration     ziiRammengCsetzlerer    Ausdrüekc,     gründet 
bekannte  Oleinlinnt;: 

(l .  UV  =  »•  ilu  +  M  rfr , 
beliebige  Funktionen  von  x  bedeuten,  Int«ffrirt,  man  Glied 
folgt : 

■r  das  Integral  \f{x)tlx  ?.a  entwickeln,  so  vorlege  man 
i  Paktoren  if  («) .  i!'{x),  von  der  Bcschaifcnbeit .  dass 
F{x)  als  bekannt  betrachtet  werden  kann ;  mau  hat  dann : 

■  =  jfp{T).il<{x)  rix  =  <f{x)   F{x)  -JF{x).dip{x), 

gegebene  Integral  auf  jenes  r  |  F{r) .  dtf  [x)  KurOckRefflhrt 
in  vielen  Fällen  leichter  zu  bestimmen  sein  wird. 

elc.  l)  Es  sei  f)^\xamxdr,  man  setze  m  =  t, 
c;  hiclnrch  wirrt  r  ^=  —  cosa;,  du  =  dx,  tiomit: 
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Jüsa;  +  I  cos  3;  <lc  =  —  3;  cos  a;  +  sin  a;  +  C. 
ix  j^egebeD,  so  setze  man  u:=lx,  dv  =  x"  tix, 
"     -LT'  ^''"* ■ 


'J- 


-  arct^x  .äx    /.u    bestimmen,    setze 
iT*  —  1 


-J: 


-  =  a;  4-      r=      folelicli : 

fffcc       a;^  +  I  ,     , 

a:  —  I       ^  —  arc  Iga;    -  Ix  -\-  C. 

J' 

ung  dieser  Methoden  auf  bestimmte  Klassen 
'enztalTunktionen  gelangt  man  zu  mebr  oder 
grations- Regel  11  und  Formeln,  mit  deren  Ent- 
len  folgenden  Abschnitten   bescli&ftigeii  wollen. 

n  durcli  unendliche  Reihen.  Gelingt  es 
der  vorstehenden  Methoden  oder  durch  eine 
irselben,  das  Integral  in  endlicher  Form  dar- 
II  zur  nflhcrungswcisen  Bestimmung  desselben 
indem  man  das  vorgelegte  l>ifferenzial  in  eine 
■e  Glied  för  Glied  integrirt,  wobei  nur  darauf 
jlieder  eine  integrable  Form  besitzen. 
;ebene  Integral  1  ^f{x)  dx ,  und  die  Funktion 
I    für    alle  Wertbe  von  x  =  a  bis  x  =  b  con- 

«,+«.+%+  «4  +  ■  -  ■  {»») 

dx+ju,dx+ju,'1x  +  .  ..  +  C,  (n) 

e  f«)  ist  convcrgent  innerhalb  derselben  Grenzen 


erweisen,  setzen  wir: 

",  +•,  +  «,  +  .■■  +  «.  +  »("=,«). 

n  Rest    der  Reihe   bedeuten   soll.    Die  Reibe  rechtat 
eine  endliche,  somit  zufolge  §.  418,  H. 

ic  +  J«,  Ac  +  .  .  .  +  |«„*te  +  J<;()(a!,  «)  dx.   (p) 
las  allgemeine  Integrale  I  f/'(x,  n)  üx  =  F(x),   so  ist 


/t(i.  «)&  = 


*■(»)  -  F(.) 


ussetzung,  dass  die  Reihe  (m)  von  x  =  a  bis  x^h 
ber,  fijr  ein  unendlicli  waelisendes  »,  Iim9>(2r,  n)=^0 
elist  folgt,  dass  die  Funktion  (p{x,  «)  ^  F'(a;),ftnd- 
Vertlie  von  x  =  a  bis  x  =  b\  wir  sind  daher  be- 
Differenz F(b)  —  F{a)  die  Gl.  (7).  §.  342  in  An- 
teil ,  und  eriialten  hiedurcli ,  3;^  =  u,  x^  -^  h  ^^h 
F{n)  =  [b  —  a)  F'{a  +  9  (6  —  fl)J.  wobei  6  einen 
roch  bezeichnet.  Hiedurch  verwandelt  sich  die  Gl.  (>*), 
iichtiget,  dass  F{x)  =  ff{x,  n)  ist,  in  folgende: 

n)  ,ix  =  [b  -  a)  f\a  +  Q{b  -  a),  n]. 

n  tf[a  -\-  b{b  ^  a),  n]  einen  Mittelwerth  zwischen 
,  nj;  da  aber  die  Funktion  (p{x,  n)  mit  unendlii'h 
erschwintlet  fOr  alle  Wertlie  von  x  =^  a  hia  x  =*  ö. 
e(ö  —  a],  n]  =  0,  folglich  auch: 

lim  I  <p  [x,  «)  dx  =  ü. 

;,    dass   die   Reihe   rechter   Hand   in   {p)   coDfergirt, 

x=\u,  dx  +   \u^dx  +  Jmj  dx'+  ... 
auch  für  alle  Werthe   von  x,   für   welche  die  Reihe 


<;dx  + 


fu,dx+fu^d 


+  J«,Är  +  Jujdx  + +  a. 

lg  erwiesen  ist. 

Wendung  dieser  Methode  mehrfache  Gelegen- 
gen hier  nur  einige  Beispiele  folgen,  welche 
m  Allgemeinen  erläutern ,  anderseits  zeigen, 
ein  bequemes  Mittel  zur  Entwickelnng  der 
bietet,  wenn  das  Integral  in  geschlossener 
jr  bekannt  ist. 
mg,  dass  X  ein  echter  Bruch,  ist: 


-«  +  ;■--.■- 

(-«' 

—  •■ 

id  integrirt  Glied 

für 

GUfsd  1 

nach  der  Formel 

Ht  man; 

~  'i  '^J^T 

+  . 

■  ■  + 

C. 

(1),   §.  "S.     [ 

1   4- 

-  =( 

(1 

+  «)  +  C  ; 

bestimmen ,  beachten  ivir ,  dass  die  linke 
en  Werth  /(l)  =  0  annimmt;  es  muss  daher 
X  =  0   verschwinden    und   demnach  C  =  0 

x"        x'        iC* 
=  ^-   2  +  3-T+     ■■■ 
ein  echter  Bruch ; 

L  —  x*'  +  a;*  —  K*  +  .  .  .)  dx, 


=  0  geht  diese  Gleichung  fiber  ia  arc  tgO  =  0:  abet 
JT,  somit  C  ==  rit,  wo  r  eine  beliebige  ganze  ZahL  W&blt 
so  gibt  die  Reihe: 

arc  tga;  =  a;  —  ~  +  —  —  y  +  .  .  . 

1  Bogen,  dessen  Tangente  x  ist.  Um  eine  Reihe  zn  erhalten, 

i'^erthe  von  a;  >■  1  convergirt,  kann  man  setzen : 

dx         1 


■H' 


=  ■»  folgt  aus  dieser  Gleichung  arc  tg  k  =  =  C,  somit 
vona;>l: 

jr  1,1  1,1 

selbe  Weise  würde  man  zu  den  Reihen  für  arr.  sina;,  etc. 
Punktionen  gelangen. 

inn  auch  allgemeine  Reihen  für  das  {f{x)  dx  aufslelleo- 
Maclaurin'schen  Lehi-satzes  ist  nämlich: 

0)  +  i/-((l)  +  f-r^  r  (ü)  +  j-~ .,  /"(O)  +  .  .  . ,    («) 

man  mit  dx  multiplicirt  und  integrirt: 

=  c  +  «/•(<>)  +  il r(o)  +  j-'J ., rm  +  ...  (») 

lerzeugt  sich  leicht,  dass  die  Reihe  («)  nothwendig  canver- 
in  (wj)  convergirt.  Denn  die  Convergenz  der  Reihe  (i«)  ist 
ignng  gebunden,  dass  der  Rest  derselben: 


e  Wertho  von  »  anondlich  klein  wo: 
auch  das  entsprechende  Glied  (Rb 
Girenze  haben,  und  diese  Reihe  somit 
in  der  Taylor'schen  Reihe: 

+  *'■■''>  + o'"W  +  -"  +  i 

positiven  echten  Bruch  bedeutet,  f(x) 
stante  Grösse  /(ü)  =  0,  so  wird  f 
d /■("  +  '>(x  +  6/()  =  (/"'(«  — ea;)  =  f/ 
'  wieder  ein  positiver  echter  Bruch 
oh  wird: 


.  die  ßornoolli'sclio  Reihe;  das 
ilung  des  Fehlers,  welchen  man  be 
hergehenden  Gliedc  abgebrochen  wir 


,  r  diu 

11,       an,  so 


tise  auf  das  Integral 

n  j;  ^  0  lehrt,  die  Constantc  C  = 
its  in  §.  ii7  (1.   I}(1.)  konuen  gelernt 


11.   Integration   der   algebraisch 
Uiffereiiziale. 

421.  Wenn  in  dem  gegebenen  DiCerenzial 
die  Funktion  f{x)  eine  algebraische  rationale 
die  Integration  jederzeit  bewerkstelliget  werdi 
ist  jeuer,  in  welchem  l'{x)  die  Form  einer  rati 
hat,  also  \on  der  Form ; 

f{x)  =  cu'"  +  bx-  +  cxi'  H 
ist;  man  hat  dann  unmittelbar  durch  Integral 
nach  §.  419: 

y  =  I  {ax'"  +  bx"  +  ex''  +  .  .  .)  d. 
=;  [  nx'"  dx  -\-  Ibifdx-^  I  fa 

Da  die  Operation  nnr  die  Anwendung  der  für 

Ausnahme  von  m  =  —  1,  giltigen  Formel: 

erheischt,  so  Itönnen  die  obigen  Exponenten  h 
bige  gebrocliene  oder  negative  Zahlen  sein ,  ' 
dass  für  den  Ansnahmsfall : 


I  cx'Ulx 


•  ä.=  {''-^  =  t^ 


Auf  demselben  Wege  gelangt  man  auch  z 

y=j^{ax-"  +  bx"  +  CXI-  +  . 

wo  r  eine  positive ,  ganze  Zahl  bedeutet ,  ind 
Potenz  wirklich  entwickelt.  In  besonderen  F; 
geeignete  Substitution  schneller  znm  Ziele  führ 

Integral : 

y  =  hfl  4-  l,x'«yx'"-'<i 


1  f 

von  e  wieder  her,  so  erhfilt  man: 

r  jeden  Werth  von  r,  mit  Ansnahmo  von  r  =  -  - 1 
n  Werth  folgt: 

'  f*  =  4  +  o  =  '(«±i?r>  +  a     (,) 

hieraus : 

f.. =^(» +  "')  +  «■ 

—  r  an  die  Stelle  von  r,  so  kommt: 

=  ^  «b{r-l){a  +  hx-r-~  +  ''  ''' 

it  sich  hier  and  in  fthnlichen  Fällen ,    wie   man 
td   der  am  Schlosse   des  g.  418  gemachten  Bc- 


J    I; ;-^    läHst   sich   auf  Monome  zurück- 

"-    ■-  bx)"' 

+  bx 


J(o  +  bxy 

\-  hx  =  e,    also   x=  ' 

fdx^_      I     [{i:-  af  d 
f  bx)-'        &"*'"J  ■       >"■ 

tlntwickeluiig  der  Potenz  (j: 

rsiit. 


in  der  zur  Integration  vorliegenden  Dilfereiizial- 
ne  gebrochene  rationale  Funktion,  also 


7i^>rSv- 


j^y:~ 


m 


\r 


,  y  (x)  _  ax"'  .+  />a;'"-*  -f  ex'"-'  +  .  .  '.  .  +  P 


<^bbcl,  was  immer  gestattet  ist,  angenommen  werden  mag,  dass  die 
höchste  Potenz  von  x  im  Nenner  mit  dem  Cocfficientcn  1  behaftet  sei; 
förner  a,  &,....,  /?,  C,  .  .  .  beliebige  constante  Coefficienten,  m  und  n 
positive  ganze  Zahlen  bedeuten. 

Bemerken  wir  zuvörderst,  dass  zum  Behufe  der  Integration  immer 
vorausgesetzt  werden  darf,  die  l?unk(ion  fix)  sei  echt  gebrochen, 
d.  li.  der  Zähler  von  niedrigerem  Gmdc  als  der  Nenner,  also  vt  <^n\ 
denn  ist  w=  oder  >f?,  so  kann  der  Bruch  durch  Division  in  zwei 
TUeile  zerlegt  werden,  von  welchen  der  eine  eine  ganze  Funktion,  der 
andere  ein  echter  Bruch  sein  wird,  dessen  Zfthler  mindestens  um  eine 
Einheit  niedrigeren  Grades  ist  als  der  Nenner.  Der  ganze  Bestand- 
theil  kann  nach  dem  vorhergehenden  §.  leicht  integrirt  werden  *  wir 
haben  es  daher  nur  mit  der  Integration  der  echt  gebrochenen  Pmik- 
tiouoa  zu  thun. 


^1^ 


Ssr 


Es  sei  demnach    '      .    ein    echter  Brucli.     Wie    aus   der  Theorie 

Fyx) 

der  algebraischen  Gleichungen  [§.  9()J  bekannt  igt,  kann  jede  alge- 
braische, ganze,  rationale  Funktion  des  w^"  Grades,  F[x\  in  n  ein- 
fache Factoren  zerlegt  werden;  bezeichnet  man  nämlich  jpiit  a,,  a^^ 
ofg,  ...  of;i  die  Wurzeln  der  Gleichung  F[x)  =  0,  so  ist: 

F{x)  =  (x  —  cc^){x  —  «2)  {x  —  ofg)  .  .  .  (a?  —  or«) . 

Man    kann    nun,    unter   der    Voraussetzung,    dass  ^ unter   den  Wurzeln, 
r^i ,  .  .  .  a,t  keine  wiederholten  sich   befinden,  setzen  : 


'F{,i^       x^   - 


ö, 


+ 


^1. 


X 


«. 


+ 


.4.. 


.» 


«. 


+  ...  + 


:j 


(0. 


wo  j4j,  ^^ ,  Ä.^,...An  constante  von  x  unabhängige  Grössen  bedeuten; 

denn   die  Voraussetzung,    dass    der    Bruch    ;  --[  ein  echter  sei,   zieht 

Fix) 

dieselbe  Eigenschaft  für  die  Brüche  rechter  Hand  nothweudig  nach 
sich  ;  da  nun  die  Nenner  vom  l*'*^  Grade  sind,  so  müssen  die  Zähler 
vom  0*^"  Grade,  d.  i.  von  x  unabhängige  Constanten  sein.  Diese  lassen 
sich  nun  immer  so  bestimmen,  dass  die  Gleichung  (l)  identisch  wird. 
Denn  denkt  man  sich  die  Brüche  im  "2^'^  Theile  auf  einen  gcniein>- 
schaftlichen  Nenner  gebracht,    welcher  oifcnbar  :=  F{x)    ist,    so  wird 


i-t 


\ 


s 


der  Zähler  eiu  Polynom  des  («  —  l)""  Grades  von  der  Form  2I^x"-^ 

-f  JI^j:"  -^  4- . . .  +  Mu,  in  welchem  die  Coeffici eilten  M, ,  ,lf^ ,  ...  .34- 

;)  an  der  Zahl,  FuriktioLcn  der  Grösse»  A^.  Ä^ .  ..  .A„  und  der  Wurzeln 

"}>  "i'  ,"a-  •■■"n  sind;  dieses  Polyuom  inuss  aber,  wegen  der  notiiwen- 

digcn  Identitfit   der   obigen  Gleichung,    dem    Zfihler   lir(^)   sleicli   sein 

niid  zwar  für  jeden  Werth  von  x,  wozu  erfordert  wird,  dass  die  Coefli- 

cienteu  der  gleichnamigen  Potenzen  von  x  gleich  seien ;    durch  Gleich- 

setzong  derselben  ergeben  doli  dalier  nothwendig  n  Gleichungen,  welche  .'rl 

zur  Bestimmung   der  m   Constauten   j1,,  A^,  ...  A„   erforderlich   sind 

und  hinretcLen,  und  bekanntlich  in  Bezug  auf  diese  Unbekannten  linear 

M.    Hicdarch  ist  der  vorgelegte  Bruch  in  eine  Reihe  einfacher,    bo- 

^uannter    Fartialbrflclic   zerlegt,    wouacli    die   Integration    keiner 

wcilereu  Schwierigkeit  unterliegt. 

428.  Eine  wesentliche  Modification  erleidet  das  eben  erörterte 
Veilahren  der  Zerlegung  in  denr  Falle,  wenn  die  Gl. /'(a;)  =  0  wiodcr- 
lioltc  Wurzeln  darbietet.  Denn  wäre  z.  B,  «,  =;  «,  und  man  wollte 
mit  den  nnnmehr  gleichen  Würz  elf aktoren ,    so   wie   oben ,    die   beiden 

~ — ■  bilden,  so  worden  diese  in  einen  cin- 
—  w, 

zigen  Bruch:  ^^^-21—*-=    -       -   sich  zusammenziehen  nnd  der  Faktor 

X  —  Of         a;  —  ßj 

Ji  —  ff,  wflrde  sofort ,  wenn  sflmmtlicho  PartiaJbrüclie  wieder  über 
einem  gemeinschaftlichen  Nenner  vereiniget  werden,  in  letzterem  nur 
einmal  erscheinen,  während  er  in  F[x)  zweimal  vorkommt.  Nichts 
hindert  aber,  einen  Bestandbruch  einzuführen,  dessen  Nenner  (j;  —  a,  )^ 
ist,  und  dessen  Zilliler  somit  auf  den   l**"  Grad  steigen  kann,    so   dass 

der  Bruch  die  Form  -,         -     t;  annimmt;     hieflir  kann   man,    bei    der 

{x-   «,)- 

Unbestimmtheit  von  A  und  .!',  auch  -  '~\i+  "'^'  schreiben, 
welche  letztere  Form  ffir  die  Rechnung  beqncmer  ist.  Hiernach  liefert 
jede  der  Gl.  Fix)  =  U  I-mal  zukommende  Wurzel  //  eine  Reihe  von 
Partialhriiuhen,  b  an  der  Zahl,  von  der  Form : 

(X  - ,?)'  +  {^  -  ßy-  +  ix  -,»)"  +  ■■■+  j,  - ,»■ 

Sind  daher  c.^.  ci^  .  ...  «,,  unter  sich  verschiedene  Wiirzeln  der 
il.  Fix)  =0,  ferner  fi,  ;',  d,  .  .  .  beziehungsweise  b,  c,  d,  .  .  .mal 
Aiolfiiholtc  Wurzeln,  so  wird  man  setzen : 


"'      1 

-ff- 

;  + 
T  + 
i  + 

+  ... 

+ 
i  + 
■i  + 
i  + 

(«:-d)'    '    {^ 

-S)' 

.  Die  Wurzeln  cter  GL  F{x)=-ii  köDoen  i 
seip,  wodurch  aber  oftenbar  die  Zerlegung  nf 
berührt  wird,  nur  werden  im  letEteren  FalJ« 
üche  zum  Vorschein  kommen,  und  zwar,  wie  dii 
:  zwei  conjagirt,  im  Zähler  nnd  Nenner  nur  di 
-  1  sidi  unterscheidend.  Man  kann  dann  d 
ene  Weise  durchführen.  Entweder  vereinigt 
Bestimmung  der  Zahler  in  (l)  oder  (2)  je 
Qche  zu  einem  reellen.  Ist  nSmlich  A  + /'l 
er  nicht  wiederholter  Wnrzeln,  so  entstehen  1 
Qche: 

0.-1- ^.\r^^     j,-i^^,yzz- 

I  Vereinigung  Ober  einem  gemeinschaftlichen  N 
■lpx  —  {'ipl^-Iqii)_  Px  -^  Q 
[x  --  ly  +  ft'  ~  [x  —  Xy  +  fi^ 
t;  dieser,  ebenfalls  mit  zwei  unbestimmten  C( 
cn,  tritt  nunmehr  in  Gl.  (l)  an  die  Stelle  d 
rüclic. 

aber    i  + /(V    ■  l  eine  imal  wiederholte  W 
crmögd  der  Gl.  (2)  fülgciide  '2  Reihen  von  Br 

l-    ,,y-- :)'  "'■(j:  -i- ,,y— i)'-' 

Vv  +  <i,  V  ■-  I        ,         ,      Pi  +  «V  T 


vieder  die  folgenden  setzaa  kann : 


- ^Y  +  ?'*]'-■  '^  ■■■^ {x-xy  +  ,V^' 

evon  sogleich,  wenn  mau  erwägt,   dass  In  beiden 
er  gemeinscbaftliclie  Nenner   sämmtlicher  Brüclie 

[x  —  Xy  -\-  ft"]'  vom  2  <■'"'  Grade,  nnd  dass  beide 
<n  dieselbe  Anzahl  ::=  2  t  von  Conatantea  ent- 
laher  beide  Formen  auf  einen  gemeinschaftlichen 
t  Zähler  beider  Formen  Polynome  vom  (•2i — !)•=" 
n  sich  durch  Gleichsetzung  der  Cocfrtcienten  der 
von  X  genau  so  viele  Gleichungen,  als  erforder- 
lad,  am  die  'H  üonstantcn  P  und  y  durch  jene 
er  umgekehrt,    nnd  hiedurcli  beide  Formen  iden- 

for,    dass  jede   echt   gebrochene  rationale  Funk- 
äclic  zerlegt  werden  kann,  welclic  unter  eine  der 

Px  +Q  _ l'£  +  (J 

i)  die  Vereinigung  je  zweier  conjagirter  Partial- 
1  erst  nach   vollzogener  Bestimmung  der  Zahler 

im  Falle  wiederholter  imaginärer  Wurifelu  geht 

zweier  conjugirter  Brnche: 

I  der  Form : 

a,x-'  +  a,x-  •'+._..  +,.,. 
""[W'-->.i'' +!'']•  "'" 
tc  der  obigen  Itiuchfiimcu  ein  spcLicIkr  t  vll  isl 

die  Integration  unmiflclhar  an  den  imaginnen 
hrt  weiden  jedei.  diosur  Integrale  erscheint  dann 
und  Usst  sidi  mit  Ililfc  der  im  ill  und  V  Gapilel 
leu  Siitze  in  einmi  reellen  und  imagiiiätco  Be 
lehei  letztere  sich  mit  dem  von  dem  lonjugirten 
in  dei  Summe  aufheben  wiid  da  diese  als 
>ifferen/ialb   nothwcndig  reell  sem  muss 
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485.  Zur  Bestimmung  der  Zähler  bietet  sich  zunächst  der  schon 
im  §.  422  angegebene  Weg  der  Methode  der  unbestimmten  Coefticien- 
tcn  dar.  Man  bringe  nämlich  sämmtliche  Partialbrüche  auf  der  rechten 
Seite  der  61.  (2)  auf  einen  gemeinschaftlichen  Nenner,  und  setze  die 
Cocfficienteu  der  gleichnamigen  Potenzen  von  x  in  den  beiden  Zählern 
einander  gleich ;  man  erhält  hiedurch  genau  so  viele  Gleichungen ,  als 
zur  Bestimmung  der  Constanten  in  den  Zählern  der  Partialbrüche  er- 
forderlich sind.  Bei  Anwendung  dieser  Methode  wird  man  sich,  im  Falle 
der  Anwesenheit  imaginärer  Wurzeln,  am  bequemsten  des  unter  1)  in 
§.  424  angezeigten  Verfahrens  bedienen,  weil  dann  nur  mit  reelleo 
Grössen  zu  rechnen  ist. 

Folgendes  Beispiel  möge  zur  Erläuterung  des  Verfahrens  dicnen. 
Die  vorgelegte  Bruchfunktion  sei : 

(p{x)_Ux^+  23x^  +  I2a:3  +  100a:-  +  105^  +  149 
'F(x)~''x''''+x''—ix^  a;^"^^  JÜi'  —  30  '  " 

Ms  Wurzeln  der  Gleichung  F{x)  =  0  findet  man: 

—  3,     +2,     -  1,     —  1,     1  ±  2V—  1, 
und  setzt  demnach: 

-2x  +  5' 


F{x) 


x  +  3^  x  —  2^  {x  +  1)^^ 


a;  4-   1   +  j;^^ 


wo  der   letzte  Partialbruch   durch  Vereinigung   der   beiden   imaginären 
conjugirten  Bestandbrtiche : 

_p—_Q  Vr:.  ^  _  +  _J^.  +  gV^-^ 

x  —  i.-2Y^^^       Ä  — 1  +  2V—  1 
entsteht.     Multiplicirt  man  die  letzte  Gleichung  mit  F{x),   ordnet  die 
rechte   Seite    nach    Potenzen    von    x    und    setzt   die   Coefticienten   der 
gleichnamigen  Potenzen  von  x  auf  beiden  Seiten  des  Gleichheitszeichens 
einander  gleich,  so  ergeben  sich  folgende  Gleichungen: 


11  = 


A,  +Ä,+B,  +  P, 


23  =  -  2^^  +  3A,  +  7?,  +3P+  Ö, 
12  =         2^,  +  2Ä,,  —  B^  —  4^2  —  3P+  3  g, 
100=        4.4,  +  14 A^  — ^  3Pj  +  14i?.  —  IIP—  3Ö, 
105  =— 11J.J  +  29^2  +  17i9,  —  13^^  —  6P—  11  Ö, 
149  =  -10.4,  +  15^2  —  30^,  —  30J52  —  6$, 

aus  welchen  man  durch  Elimination : 

^1,  =  1 ,     A^  =  7 ,     P,  =  - 

findet.  Es  ist  folglich: 


3,     P,=  I,     P=2,     q  =  \ 


7_    _        3  ^1  2x  +  1 

—  2  {x  +  l)»"*"«  4-  1  -X*  —  2a! +6'  . 
ird,  namentlich  wegen  des  Etiminationsgesch&ftes, 
Anzahl  der  za  bestimmenden  Constanten  —  "urie 
ele  —  etwas  bedentend  ist;  wir  wollen  daher 
e  andere  schneller  zum  Ziele   führende  Methode 


en  wir  uns  zuerst  mit  den  Zählern  jener  Brflche, 
wiederholten  Wurzeln  der  Gi.  F{x)  =  0  her- 
timmen,  mnltipliciren  wir  die  Gl.  (2)  [§.  42S] 
ler  von  Ä^,  und  erhalten: 

;jl^w =..+«,.-„,,,        . 

mtliuher  Parti albrüche,  mit  Ausnahme  des  ersten, 
jhung  ist,  so  wie  (2)  eine  identische,  dalier  für 
Lift;  setzen  wir  darin  x^a^.  so  koniint,  da 
*ung,    dass  «,    eine   einfache   Wurzel   ist,    die 

1   Nennern   von  S  nicht   erscheint,    A^=~. 

r  y  —  c(,  einmal  enthalt.  Zur  Ansmittelung  des 
,  machen  wir  von  den  in  §.  353  eutwickeiten 
und  erhalten ,  Z&hler  und  Nenner  des  Braches 
Gleichung  differenzirend : 

ist: 

einen   der  Zahler,    wenn   man    in   dem  Bruche 

th  fsubstitnirt,  welcher  den  Nenner  des  gesnchten 

;irt.'}     Das   Verehren    bleibt    dasselbe,    wenn 

x=^((  in  die  Polyaonic  if(.r)  und  F'ix)  wird  am 
inn  man  die  Polynome  durch  x  —  «  dividirt  und  bie- 
len  Divisionsverfall rcn  [g.  W^\  Gelirancb  macht;  der 
nde  Rest  ist  das  gesuchte  SubstitutionereBuKat. 


i  der  Worzeln  a^,  Oj,  u.  b.  w,,  oder  alle  if 
itesem  Wege  die  complexen  Zähler  bestimn: 

girte  Partialbrüche  in  einen  reellen  verwam 
II.  Um  die  Zshler  jener  Parti albrflclie  za  t 
wiederholten  Wurzel  erscheinen,  z,  B.  die 
.  (2)  [§.  423],  von  der  ömal  wiederhotten 
pllcire  man  die  ganze  Gleichung  mit  F(x), 
^)  =  fl,  x!'(t)  +n,{x~  ß)  M>{x)  +  5s(a! 
.  .  .  +  B,{x  ^  ß)>--^  xp{x)  +  S\ 
l-(x)  das  Produkt  sämmtlictier  Wurzelfakto 
lusnalime  das  Faktors  {x  -■  j9)\  also  F{x) 
S  das  Aggregat  aller  abrigen  Partialbrüclie 
11'  X  -  -  /?  im  Nenner  nicht  enthalten.  Seti 
hung  x  =  ß,    so  verschwinden  im  2""  Tlit 

Vusnalime  des  ersten,  und  man  hat  B^  = 

>n  ('oeTfiri enteil  /'  zn  bestimmen,  difTerenzj 
1)  mal;  der  Erfolg  dieser  Operation  ist,  wie 
n  so  gewonnenen  aufeinanderfolgenden  Gleti 
rer  der  Coefficienlen  J!  von  dem ,  für  3: 
>T  X  —  ß  befreit  erscheint.  Setzt  man  nun 
liungcn  X  -^  ß ,  so  erhält  man  folgendes 
tliche  U  der  Reihe  nach  erhalten  werden: 

i)=ji,  ir(/«)+n(t)B,ir(,?)+2!(s)ff. 

+  <'».!/■(, 

*)  Man  erhalt  diese  Oleichiingcu  leicht  ans  der 
en/iation,  man  knnn  alifr  7iir  im  mittel  baren  Bi 
ekauuten  Gleichung  [§  12'>] 


iiich  machen,    set7t  man  nämlich  »  i^  ( ^  —  ßy 
tn  ilor  LntHickelung  r  ^  |»,  so  folgt: 

[telatioD,  mittelst  welcher  sich  jedes  Glied  der  < 
eclienJen  (mit  demaclbeo  B  lieliafleten)  Gliede 


(6-1). 

■(»- 

(6  -  1 )  . 

.(6- 

(6-1). 

■  (»  - 

22B 
der  in  diesen  Gletclmngen  erscheinaadea  f''unkr 
:,',  kann  auf  jene  der  liöberen  DiffereiizialqncitHa' 
uaktiOQ  F{x)  zDrOckgefüIirt  werden,  was  dann 
ß  irrational  und  in  Folge  dessen  aucli  i/j  (x)  mit 
e«  selbst  in  den  Falle  versehen  ist,  wenn  in 
'oefäcientcD  erscheinen.  Entwickelt  man  nftmlich 
otienlen  des  Produktes  F{x)  =  {x  ^  ßf .  (//(a;) 
.rmel  A" .  tiv  =  wd-"v  +  (',')  du  4^-'  v  + ...  +  vd"u 
11^  i}i[x),  f  =,[x  —  ßy  setzt,  so  kommt: 

,(s  _  1) . . .  (6  _ ,,  + 1)  (.  _  fif-f  ^,^^•| 

-  p  +  3)  (i  -  z?)*-."»'  ,)/(=.) 
- ,,  +  3)  (v  -  ß)i^^"9-(^) 

-,. +  4)(«-n>-.»f,r(x) 
+    (.-,»,1' #»)(«)  ■ 

eihe  iiacli  fi  =  6,   ä  +  1,  ft  +  2,   u,  s.  w.  sein 
x=:  ß,  so  gewinnt  man  folgende  Gleicliuiigeu : 

F^'"{ß)  =  bl^<{ß), 
Fi>-^'Hß)  =  {t.  +  l)\^/{ß). 
F^'-*^>{ß}  =  {b  +  2)lt{."iß),  (4) 

F\''-^>[ß)  =  (b  +  :i)\^-[ß], 

u.  s.  w. 
rossen  )/'(/9),  ^  [ß),  etc.  aus  den  Differenziaiquo- 
F{^),    von  jenem  der  6'""  Ordnung  an,   erliaftaii 

AUF  Be!)timmang  der  Zahler  B^,  B^,  .  -. .  erleidet 
le  Veränderung,  wenn  ß  imaginär  ist;  man  hat 
ir  für  die  eine  der  beiden  eonjngirten  Wurzel 
len  für  diese  erhaltenen  Partialb r liehen  ergeben 
jugirten  Wurzel  herrührenden  einfach  durch  Aen- 
on  V —  I  ;  schliesslich  werden  je  zwei  coujugirte 
reellen  von  der  Form 

[{x-ay+ßf 
Verfahren   an   einem  Beispiele   au  erläutern,    sei 

«■(*)       (.:-.l)(ii'+  1)> 
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in  Parti albrücbe  zu  zerlegen.  Iifaa  findet  leicht: 

?(«)*=(.-  1)  (>;>  +  1)'  =  (»--  !)(«+  1)^ 

und  netzt  demnach : 

9»W _^      j.       -5.       j.     B.     j.  f" 

+  -_        "■. +  J>'  + 

Um  nun  ^  zu  finden,  liat  man ; 

>•(«)     (»>  +  !)"+«(»- ')(»"  + 

somit,  X  ^  1  setzend. 

Zur  Bestimmung  der  Znliler  //, ,  /fj,,liat  man: 
q>[x)  ^=  X  -\-  .'l,    tf'ix)  =^  1,    somit  >p{^  I)  =  ' 

'K^)  =  (/:^.1y  =  (^  -  1)  (^'  -  ■■"  +  ')'• 

,/.'{^)  =  (3;''  ^-x  +  1Y  +  2[x-\)(.x'~X 

folglich:  ,;,(_!)  =  _ifi,     ^,'(_i)  =  + 

Die  Gleichungen  (.1)  [Seite  222]  werden  daher 

■2  =  --  18  B,,      ]  ^  45  ß,  —  18  J 

ans  welchen 

folgt.  ^  Um  die  Zähler  (7[   und  0,  zu  erhalten,  h) 

"■w=(,:_,!'fy:-3,,=(»" ')('  +  !)■(' 

'"'(«)=(«+■■  )''('-ä  +i  \   -  3)"+2(»  -i)u  +  r 

+  2(1-  -l)(x+  l)'(x--    i  +  äV^-"3). 
Setzt  man  in  diesen  Ausdrüclten,  so  wie  in  «f  (x)  um 
JV-3  =  (».  »o  wirf: 

'/■(n  =  !('+v=^i),  •i''<ß)= '-,  * 

*'(/')=  ä(l    -    3V-3), 


Stimmung   von  f?,  und  C^   folgende  Gleichungen :  f 

i90,;      1  =  1(1  —  S  y  —  3)  C,  +  9  C, ,. 

irch  Aeiidevung  <les  ZDichcns  von  Y  —  3  in  die- 

-y^3),     JD,  =  -  '- (3  +  6  V ~"3).  i 


i-l       9(«  +  l)"       3(»+l) 

7  +  y"T  3  —  5  V- 


.') 


l8(l-J-jy-3)'      9(i-j-|V_3)  ^ 

7  —  V— "3  _        3_-(^5  V— 3  5 

18(«-S  +  iV-3)'      9(>'-i+iy^^3/ 
!  der  conjugirten  Partialbrocjie : 

1  7^"— 10a:  — 2  2(a;  +  2) 

3(a:+l)  "'"9{:t^  — 3;+])'       3(:r»--ii:+T}' 

gehenden  Betrachtungen   fahren  zu  dem  Schlüsse, 


er   folgenden   vier   Formen   zarQckge führt   werden 
c_       ^{Ax  +  B)dx        r    (Ja:  +  B)dx 


-  Bf-'  +  Cx"-^  -1-  .  .  .  +  jtf )  dx 

(ix  - «)« +  ß^r 

n  Falle  der  Anwesenheit  wiederholter  imaginärer 
;nng  der  conjugirten  Bestandbrüche  in  reelle  erst 
'  Zähler  vornimmt.  Mit  der  Entwickelung  dieser 
uns  nanmelir  beschäftigen 

..   II.  S,   Ann.  J5 
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Die  beiden  ersten  Integrale  ergeben  sich  anmittelbar  mittelst  der 
Substitution  o;  -|-  a  =  xr,  aus  den  in  §.  418  angefahrten  Grundformeln, 
oder  durch  Anwendung  der  Formeln  (3)  und  (4)  in  §.  420;  man 
findet : 


Ädx 


=i  Al{x  +  ö)i 


A  dx 


(x  +  aY 


{m  —  \)(x  +  a)"»-'' 


(1) 


(2) 


Ferner  wird,  wenn  man  x  —  a  =  jp,   also  a?  =  a  +  ^»   <to  =  Wr 


setzt : 


zäz 


+  {.Aa.  +  B) 


ie 


e*  +  ß*    '    ^"-    '    -nei^ß^ 
■    =^K^  +ß)-{ J— arctg 


ß 


ß' 


f§.  419  n.  430],  folglich: 


{f4±i?if=^  '!(»-.)■+« + ^  -*'-7-" 


(3) 


Das  vierte   der   obigen  Integrale    zerfällt  zunächst  durch  die  Sub- 
stitution: X  —  a=:.ßz,  x  =  ßz  -{-  a,  äx^=^ßde  in  folgende  zwei  Theile: 


r  {Ax-\ 

][(x-a 


zdz 


{z^  +  1 )'" 


+ 


Aa  + 


1  )(;?*+ 1)'«' 


es  ist  aber  [§.  420]: 

zdz 


{z"  +  ir  2(m  —  1)  (^«  +  1)»"-»' 

somit  der  1^  Theil  des  gesuchten  Integrals: 


2  (7n  —  1)  \{x  —  af  +  /?«!'»-*  * 

Jdz 
7  ö-  -    ;-  ZU   erhalten,    beachte  man 
{z^  +1)'" 


dass 


.2 


1  _(;g«-f,l)—   ^»_  1 


somit 


ist.    Wendet   man  n 
tlieilwetsea  Integrati 

an  auf  das  letzte  dieser  Integrale  d 
11  nach  der  Formel : 

f«di.  =  Mr— Ji.rf« 

an.  «  =  ^  und  Av 

edfs                  ,         , 

\_.y,_         _ 

B                              ,               1 

(.•+!)-  2(m  -1)  (.-'+!)- 

»mit,  wenn  man  diesen  Wertli  in  die  vorige  Gleicbnn^ 

j" de z  2  »r    -  3   | 

J(.=  +  \r--l(m  ~\)  (^^  +  ir-i  +2(«  --i)J 
DurcTi  diese  Oleicliung  wird  das  gosuclite  Inte( 
anderen  ftlinlielien  abhängig  gemacht,  in  welchem  df 
Xenncr  um  eine  Einheit  kleiner  ist;  durcli  wiederholte 
sellicn  gelangt  man  daher  schliesslicli  zu  dem  bekannte 

r    de 

Wird   endlich   in   dein  Aggregate   sfimmtlicher   au! 
l.-j----r;^  hervorgehenden  Glieder  der  Werth  von  g-= 
Aa  +  J 

'l\n  Xheil  des  gesuchten  Integrals. 

Zur  Entwickelnng  des  letzten  der  obigen  fflnf  Ii 
die  folgenden  Paragraphe  Mittel  darbieten.  Wenden  w: 
die  vorstehenden  Formeln  anf  die  in  §.  42ö  in  Fartia 
DifferenzialfnnktioD  an,  so  erhalten  wir: 

((11  j!»  +  23  a;*  +  l^Jg'  +  lOPJ?"  +  105a:  + 
J         «•  +  a;*  —  la;*  +  lOas*  +  a:"  —  43a!  ~ 

-J.  +  3+J.--2   J(.-+ir+J.4-f  + 


+  3arc  lg(a;  —  1). 


428.  Die  im  vorigen  §.  entwickelten  Integrale 
Nenner  lassen  sich  noch  nnter  einer  anderen  Form  de 
wir  znnäclist  das  Integral 

r     dx 

ja  -\-  bx  ■\-  cx^' 
und  geben  wir  ihm  die  Form : 


■Jf 


■{r.*-r 


so   erhalten   wir   sogleich,    dnrch  Vergleichang   mit 
vorigen  ^.  !m  Ä  :=  0,  S  -^  1  hervorgehenden  Inte 

f  dx  1  X  —  a 

.   ,  -     at       iac  —  b^  b 


dx 


ja  +  bx  +  cx^      yiac~b^  Viae 

Dieses  Integral  erscheint  unter  imaginärer  Form,  wem 
ist;  schreibt  man  dasselbe  aber  in  folgender  Qestal 

ja  +  bx  +  ex''       \'b^—~Täc  *"^  ^Vb^'^'i 

und   erinnert   sich  der  bekannten  Relationen  [§.  84 

arctgyy^T  =  r7i  +  l-=-izJ-±|  =  rjr+i„ 

so  erhält  man,   da  die  mit  tr  behafteten  Glieder  sii 
liehen  Constanten  vereinigen: 

_1    _    yb^'~-Vac  —  l 
yi*  —  i'äc  yb^~—"iac  +  l 
oder: 

Hex  +  b  —  yb 


f ^x 

ja  +  bx  +  c^~ 


f      _dx_   __ 

ja  ^  bx  -i-  ex"^ 


yb*  —Aac  2cx  +  b  +  yb' 
dar  letztere  Aosdruck  geht  flbrigens  aus  dem  v( 
hervor,    indem   man   zn    dem  Integral  ausdrucke  rcc 


J 


e  gestattet  ist.  Von  deu  beiden  Formeln  (2)  und 
e  oder  andere  anwenden,  je  nachdem  in  dem  ge- 
iac  grösser  oder  kleiner  ist  als  i  +  ''^'^■''■ 
:  0,  so  werden  diese  Formeln  sflnimtlicli  unbraucli- 
dass  dann  das  Integral  weder  durch  LogaritLmcn 
n  ausgedrackt  werden  kaon :    in  der  Tbat  ist   es 


+  e 

..=  y  +  .. 

+  c-^*  = 

->^ 

2«)', 

und   das 

Iber 

in: 

f                      ^ 

ja+bx  + 

-,  =  4  c- 
ex* 

■■■4  +  2; 

Es  ist  ferner: 

d.l{a  +  Si  +  ,-j;")  = 
fojglidi  durch  Unikclmug : 

(6  +  -icx)  dx 
o  +  te  +  a" 

I 


^:;:?5='("+-+-). 


'  \-^^-  -■  +  ■''  ('-j:-^''r-  --  =  '(«  +  ''  +  «•). 

ja  -{-hx  -\-  ex-   '  \a  -\-  hx  -\-  ex-  ~  ' 

somit 

J„  Yi^'^-c^  =  Te  '^^  +  *^  +  '^^  '-  2.J«-+  b.  +-..^' 

wodurch  das  links  stehende  Integral  auf  das  oben   entwickelte   zurück- 
geführt   ist.     Mulliplicirt    man    (4)    mit    A ,    und    addirt    beiderseits 


(•») 


{Äx^rB)dx_A  .^."-^''''^ --■**[__  ''^ 

429.  Setit  man  der  Kürze  wegen  das  Trinom  a -\- hx -\- ex'* -~ 
'  findet  man  : 


.  l)  3^-i X-^' (U  —  [m  —  l)x<'- 

1)  jf-^Ytfa:  — (m  —  l)g— '(6 
X'" 
im  ZAhler  a  +  bx  -{-  cx'^  statt  J 
nizcii  von  X  versehenen  üliedcr  ; 


ese  Gleicliuug  Glicil    für  Glied   i 
xl   rechter  Uanil,    so   gelangt   m. 


3f-'  b{m  - 

~2m  —  n—jyX'—<       v(-2»i     -i 

+  _.«(-: 

^  e{-2m  —'. 

edcrholte  Anwenilung,    indom    nii 
2,    1    (ui   die  Stelle  von  n  trete 


abhängig  macht.     Um    d: 

an  von  der  Gleichung ; 

^  __dx         {m  —  l){bx  + 
■"■-'  —  X'"-'  "      "       X'-  " 

man   im  Zähler  für  bx  ~\-  y  ex'' 
I  —  bx,  so  wird : 

L-.  =  (3-2»)^t--, +  ä"('" 
+  6(1« - 
edweise  Intcgratioo: 

+  6(«.- 


ch   in    diese  Gleichoug   für 
iU8  (l)  folgenden  Werth: 


1 ^{<^ 

eder  zusaramenraft 

■2c(2«t  — 3)        r 


gleichartigen  Glieder  zusaramenrasse 


■b')X--i  +  ( 

leren  wiederliolte  Anwendung   das   I 

islich  auf  (las  im  voiigen  §.  entwiuke 


ind  {i)  bieten,  in  Verbindung  mit 
;  Mittel  dar,  nm  jeden  Ausdruck  voi 
gj-^i  +  Car'-i  +  ..  .  +M)dx 

{a  +  bx  +  cxT 
;  die  fftnfte  der  in  §.  427  betrachte 
en,    welche   bei  der  Zerlegung  in  Pi 
8t- 

wandelt  sich,  wenn  man  —  rt  +  2  a 
ilgende : 

1  b{m  +  n—^) 

a{n-l) 

c(2m  +  w— 3] 

03  letzte  Integral  rechter  Hand,  so  t 

1 b{fn  +  n-2)C 


;(2w  +  «  — Sjf 


udung  dieser  Formel  wird    dae  Int< 
itegralen : 

ydx       \  dz 

Jx^'  )7x- 

jrstere  ist  durch  Gl.  (2)  gegeben;  d 
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liisst  sich  aber  aus  Gl.  (3)  Dicht  ableiteu,  da  dies« 

bar  wird;  setxt  mau  aber   x  ^-.  so  wird: 

Jx{u  +  bj;  +  fx-')-  j(c-  H-i-y 

welches  letztere  Integral  mit  Hilfe  der  GIgn.  (1)  und 

kann ;  zuletzt  hat  man  wieder  1  ;  x  statt  y  zn  set 

Um  die  in  den  beiden  letzten  Paragraphen    i 

auf  ein  Beispiel  anzuwenden,  wollen  wir  die  Integ 

in  Parlialbrfldie  zerlegten  Dttferenzialfunktion   aus 

r       {x  +  3)dx^       _!'    ''^     _'[     ''■"       _ 
J{x+'l){x'  +'iy  -jx  -i       Mj{x+IY 

i  Ulx''  —  10a;  —  -2)  dx       2  (" 

"^ Qj  "'ix^'—'x+~\Y  "  ^aja 

Die  diei  ersten  Integrale  ergeben   sicli    sogle: 
mein  (1)  und  ('2}  in  §.  427,  und  sind: 

Setzt  man  der  Kürze  halber  x^  —  j;  +  1  ==: 

U7z'  -_  10«-  2)^ _ ,  p*;      ,„  (■ 

J      ('■--'  +  !)'       -'Ji-    "     '"J 

nnd  wir  erhalten  mittelst  der  Formel  (1)  in  diesei 


[xdx^ 1      ,    1  j  «'^ 

ix''dx  ■'^     I     I  '^■'^ 


führt  man  diese  Wertbe  in  obige  Gleichung  ein,  st 
I  tlx 


"'Jx. 


behafteten  Glieder  aufheben: 


I 


{Ix'—  lOi  —  2)* 


origen  §.  gibt  ferner: 


Formel  ( I )  desaelbeit  §.  (du  liier  4  ti 


=  2  '(«"      "+  ')  +  :j'V3""'e  -, 


7r  -6  1 


s(»  +  i)(r'-::«  +  fj  +  3'(«  +  i)(: 

gehenden  Betrachtungen  erhellt,  dass 
etchem  fix)  eine  rationale  algebraisc 
ä  Fanktionen  oder  durch  LogaiiÜimeD 
D  kann,  ohne  weitere  Schwierigkeite 
lösung  einer  algebraischen  Gleichung 
;ialbrüche  mit  sich  bringt. 


on  der  algebraischen  irratioi 
Differenztale. 

ation  der  irrationalen  Differonziale  1 
thoden ;  einzelne  Fälle  aasgenommen, 
,  wenn  man  dieselben  auf  eine  mt 
if   eines   der   Fundamental  integrale    z 

elegte  Dtfferenzial  nnr  die  Warzelgrßs: 
b  die  Substitution : 

Yä^bx  —  e 


;  denn  laittclst  der  aas  dieser  RelatiOD  fol 

i'  —  o  «.e*-i  du 

Ö       '  It 

auch  X  and  dx  rational  durch  z  ansgodrttt 
ch  in  dem  allgemeineren  Falle,  wenn  < 
a  -\-  bx 


'y-      \g    +   hxj     '      \b+kxj      '    ■    ■ 

ilt  dieselbe  eine  rationale  Form,  indem  mi 


0  fi  daa  kleinste  gcmsinschaftlicho  Vielfachi 
let;  denn  diese  Snbstitntion  aoliafft  offen 
weg,  und  ftiljrt  keine  ncusn  Irrationaliläl 
fir  X  und  ilx  die  rationalen  Wcrthe: 

_  !,e^  -  «  _  ii{bg  -  ab) 

b  -  hef '  ~        \b  —  hz 


.  B.  das  Integral: 


-^Vl^, 


ickeln,  setzen  wir 

l  +  a: 


I  Substitution    dieser  Wertbe   verwandelt   n 


durch  Zerlegung  in  Partialbrache,   oder  mi 
)  entwickelten  Formeln  sich  leicht  bestimni( 


ke  den  Wcrtli  von  ^  =^  1/ wf 

:egral : 

Vi+x  +  yi-i^ 

inktioii,    deren  irrationaliljit    nur   ar 

iC   V<*  4"  ^^  +  '•■•'''''  ''*iftct ,    also  voi 

«  +  fta:  +  tj;^)  ((«: 

tstitutionen  rational  gernaclit  werden. 

idon,  einen  der  folgenden  Wcgo. 

-\-  (X*  ■=  e  —  xV c\ 
^^^2{fV~c  +  bs  -\-  aV  c)  <L- 

~  -IzVc  +  b 

Berthe   raaclit   das   vorgelegte  Diffort 

IS  Radical  von  der  Forni  Vo  +  ^-c  — 
iat, 

—  '^ya~l>e_—  e~-V'a\  dz 

'-  T^^  +  cf 

^■^  +c 

tation   ertheilt   dem  Integral   eine   sc 
negativ  ist.  In  diesem  Pitlle  seien  a 


■:-)-• 


so  dass  I 

V«  +  bx^^  =  Vc {*"-«,)  (a,  —  ~x); 
diese  Wuinelii  werden  in  praktischen  Fällen  immer  reell  seiu;  deun 
wäreil  sie  imagiulr,  so  würde  das  Oleichuogspolyiiotn  x"  —  -k  —  " 
fnr  jeden  reellen  Wertli  von  x  positiv  [§.  94,  c)J.  somit  das  Triiiom 
a  +  bx  —  ex*  negativ,  die  Wurzelgrösse  Ya  +  hx  —  ex*  und  mit 
dieser  auch  das  vorgelegte  Differeiizial ,  folglich  auch  dessen  lutegral 
iniaginftr  werden  fflr  jeden  reelicii  Wertli  von  x.  Soll  das  Iiitflgral 
also  überhaupt  eines  reellen  Werthes  fähig  sein,  so  mflssen  die  Wurzeln 
«, ,  a.^  nothwendig  reell  sein. 


{x-„,)H'e. 


Setzt  mal 

m„: 

=  V»(. 

_„ 

K«< 

x)  = 

T«  +  bx 

-  cx^  = 

{■" 

oder 

a,  "« 

= 

X  — 

»,) 

,'. 

so  wird : 

.="■; 

"  +  ", 
+  1     ' 

Jx 

•2 

'-  +  1 

v«  + 

fijT  —  rx 

= 

(" 

^ 

+  1 

> 

432.  Wenden  wir  die  eben  vorgetragenen  Methoden  auf  das  Integral 


i 


V«  +  bx  +'cx* 

an,  HO  erhalten  wir  im  Falle  eines  positiven  e  mittelst  der  1'»"  Tr»nfl- 
formation : 


somit  nach  Wiederherstellung  des  Wertbes  von  i 

J 


=  y-'(3'V"=  +  t)  +  e, 


odor ,    wenn   man  den  Faktor  2  y  c   aus   der  Klammer  nimmt  und  di( 


k  '  (^  +='Vc  +  VH=ö:r  +  cx^)  +C.  (1») 

der  2""  Transformation  ergibt  sicli: 

[de  '2  z 

a  Werth  von  ^  wieder  einführt : 

inn  abrigens  noch  unter  verschiedenen  Formen 
bandelt  man  dasselbe  ?..  B.  nach  der  3""  Trans- 
an: 

2    f    d«  2         , 

einen  Werth  =1' -* — — ,  und  beachtet,  dass 
i  der  Gleichung  x^ x ^0   sind ,    so 

2  l/yb*+iac+2cx-b      ,„. 

Vc  ^    yb*  +  iac—2ex+b 

Anadrnck,  wenn  man  2arctg  in  arcda  nmaetzt; 
Inder  Weg,    Es  ist : 

'x _r dx 

X  —  ex''       k/    1  /«   ,   i>  ~^ 

1/  -  +  p-  *  —  * 


^: 


^4f"       V         2c/ 
|/"  + -''^  =  X  setzt: 


I' da 1_  r  J_ 


('^ 


Dieses    Iiiteßrul     gelit     aber    ans    der    Groüdft 

b 

=  arcsina;   liervor,    indem  man      -.    -    a»    die  S( 

läset ;  man  Iiat  also  : 

_  b 

C  dx  1  .    '^       ic 

\  -7^=7-._  ^=-- —  =  -r-  arc  sin  -      .      - , 
J  1/«  +  bx-  rx^       Vc  ^ 

r  äx J_        _^.       2cx  -  b 

J  (/n~+  bx  —  rx^      "V'c  '      '     yidc  +  b" 

Setxt  man  in  ( 1 )  b  =:  0  und  scbreibt  sodauii  b  stat 

f-yJ^ = ,4- '('  V» + V«  +  fa" 

and  hieruns: 

Jvlirp  =  "'  +  '^+'-'  +  ' 

Anf  dieselbe  Weise  erhfllt  man  aus  (4): 


-.  =  wT  "•^'^  Sin  a:  1/   — |- 


JVa  — fe'       Vb 

Aus  (1)  und  (4)  folgt  ferner,  wenn  man  —  - 

■  statt  <tx  setzt,  und  scliltesslich  o,  —  b,  c  statt  ( 


l  .        6»  — 2o 

-7  ■  =  —j=  arc  Bin  — v ______ 


=  0  folgt 

aas 

der  letzten  Gleich 

I  ~ 

arc 

Bin-  =  er  — arc 

X 

=  f —  «"■«':«■ 

L-i/-»-  - 

_  = 

arc  sec«  +  C. 

429  entwickelten  Kednctionsforn 
Trinoms  (o  +  Ja-  +  cx^)  entlial 
K  mittelst  für  jeden  Wcrth  von 
:  gleicUfatls  für  jeden  Werth  ( 
inn  von  Nutzen,  wenn  sie  zuletzt 
>ieB  findet  statt,  nenn  m  und 
\.  429  vorausgesetzt  wurde ;  aber 
s  Trinoms  X  ^  o  +  6j;  +  ex* 
ganze  Zahl  bedeutet,  weil  in  dies 
rigen  Paragrapbe    betrachteten  Ii 

0    n    eine   ganze    positive    Zahl 
ir  Kärze  wegen: 

X  =  o  +  Ja;  -[-  ex*, 
n  (2),  (1)  und  (3)  des  g.  429 

_        2  (fc  +  2ca:)  VI 
X  ~  (2i»  —  1)  (4ac  —  6*)  ZP 

8c(i>-i)     r_d 

"^  f2j.  — l)(4ac-6»)J  z»^' 
a^-'Vx      _  6(2^  —  2«+  1 
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(Ix 


n 


a?" 


XP^X 


c{'2p  +  n  —  2)C 


2a  ( 
dx 


f-  2n  —  3)  f 

n  —  1)     Ja*-i 


dx 


xi'Vx 


(3) 


Der  Gebrauch  dieser  Formeln  ist  für  sich  klar.  Für  «  =  1  wird  die 
Formel  (3)  unbrauchbar;  man  wird  in  diesem  Falle  ^=  setzen, 
wodurch 


dx 


J 


xXpVx 


y^v  dy 


{c  +  hy  +  ay*)»'yc  +  by  +  ay^ 


wird,  welches  Integral  nach  (2)  zu  behandeln  ist.    Mittelst  dieser  For- 
meln werden  die  Integrale  linker  Hand  zuletzt  auf  das  Integral : 

dx     _     2  (6  +  2cx) 

xy  X  ""  {iac  —  b^)yT 

zurückgeführt,  welches  sich  aus  (I)  für  j?  =  1  unmittelbar  ergibt 

Setzt  man   in  (l)  — p  statt  p  und  in  (2)  und  (3)  — p  —  1   an 
die  Stelle  von  p,  so  gelangt  man  zu  folgenden  Formeln: 

h  {2p  —  2n  +  5)  fxp VX  dx 


fX"  Vx  dx__  _Xi^  VX 


+ 


+ 


-  2n  +_5)  f: 
n-l)-J 

2jp  — n+4)  [XP V 


2a  ( 
c(2i> 


Vxrfx 


(G) 


Die  letzte  Formel  wird  für  n  = 


1  unbrauchbar;  es  ist  aber: 
X^  dx   ,   ^  CXP  dx   .      Cx  XP  dx 

.V-x  +  Tl7x-+j  VI" 

YXdx 


=  /j [X'--' yXdx  +  c  [a; X'"-»  Vx  ^ia;  +  a I ^^  - 


a: 


dos   2^  Integral    die   Formel   (5)   in    Anfiprach 


m  a*»"  Theile  der  Gle 
en;  das  zweite  fQhrt 
ende  Integral: 

""  Theile  aus  dem  vorigen  §.  bekannt  sind. 

n  Fall  j>  =  0   gehen    diese  Formeln  in  folgende 


ntegralen  im  a**"  Theile  der  Gleichung  kann  das 
citelt  werden;  das  zweite  fQhrt  zuletzt  auf  das, 
ib  bestimmende  Integral: 


■Icn     J'Vz  c»     J    yz     ' 


'  (2n  —  3)  (       dx 
«(""2)1'      i' 

«("-l)Ji— Vx' 

VX       4oc  — i'f«!^ 
+  ~8C^JVX' 

yx_»(2»+i]r  _,^^- 

2)         2c(»+2)J  ' 


(10) 
(11) 


IC  (»  +  2 
c(» 


-'^j.-Vx.i«.  (12) 


Vx 


b{2n  —  5)(yxdx 
"2o(n—  l)J   a;— ' 

c(n  — 4)ryz<irc 
"»("-')J   *-    ■ 


(13) 


die  letzte  schliesslich  das  durch  Gl.  (8)  gegebene 
nimmt. 


:  erscheinen  in  den  Anwendungen  der  Mathematik 
mischen  Differenziale  von  der  Form: 


iy  =  a:""-'  (a  +  bjfy  Ar, 
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und  verdiene»  dalicr  eiue  besondere  Betrachtung.  I 
und  n  beliebige,  p  nnd  g  jedoch  ganze  Zahlen;  ü 
heschadet  der  Allgemeinlieit,  vi  als  eine  ganze,  n  ai 
live  Zahl  vorausgesetzt  werden,  da  im  Gegeiifalle  ei 
formatioii  genügt,  um  dem  Ausdrucke  diese  Kigensch 
Zum  ßeliufe  der  Integration  kann  man  iiunllc 
auf  eine  rationale  Form  zu  bringen  snclien.  Sah 
Ende 

a  +  bx"  =  e', 
so  wird 

und  hiemit 

"       hn\      h      ) 
nnd  dieser  Ausdruck  wird  rational,    nenn  —  eine  gn 
Setzt  man  aber 


liiemit  verwandelt  sicli  das  gegebene  Differenzial  in 

und  wird  rational,  wenn      ■{ —  eine  ganze  Zahl  ist. 
«        q 

iBt  weder  -  noch   -  +        eine   ganze   Zahl ,    b< 
«  n       q 

mische  Differenziat  im  Allgemeinen  nicht  rational   ge 

man  sucht  dann  dasselbe   dnrch  Reductionsformcln   a 

Form  zu  bringen,  zu  welchen  man  mit  Hilfe  der  thei 

leicht  auf  folgende  Weise  gelangt. 

Der  Kürze   halber  sei    -  ^  »■  and  a  +  öa;"  = 
2 
wir  die  Formel 

i«*  =  «'-J"'" 
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in  Anspruch  nehmen,  und  «  =   a  -\-  bx^)'' ,  dv  =  a;'"'  ^  dx  setzen,   wo- 


X 


m 


durch  du  =  hnr[a  +  6a?")'*""*  x^~^  dx^   r  =  —   wird: 


m 


ix:^-^  X'  dx  = 


af«  X' 


—    3?»»+"--*  X'-i  dx. 
n   J 


(1) 


/>«  r 
in  ni 

Bestimmt    man   aus    dieser  Gleichung   das  Integral    rechter   Hand,    und 
schreibt  m  —  rt  statt  w?,  nnd  r  +  1  statt  r,  so  erhält  man: 


jx^ 


-» X'-  ^^ 


^r»-»  X'  +  i  m  —  n 

hn{r  -f  l)~~6w(r  +1) 


-.—.X  fa?»»-»-!  X''+^  f/a-.     (II) 


Diese  Gleichung  verwandelt  sich,  wenn  man  im   Integrale  rechter  Hand 
X^^*=  X''.X=  X'(a  +  fc^«)  setzt,  in  folgende: 

J  hii{r  +  1)       6w.(r  +  1)J 

b{m  —  w) 
hn 


dx 


m  —  n)  c        .  ^^    -, 

(r+  1)J 


ans  weicher  durch  Zusammenfassung  der  beiden  mit  demselben  Integrale 
behafteten  Glieder  folgt: 

rr»»~'  X'-  f?a?  =  ,  r~  -r-  ,     -  ,  )       .      i\  rr'"-"  "*  X''  dx.        (HI) 
J  6  (wr  +  ni)       h  [nr  -\-m)J  ^     ^ 

Diese  Formel  liefert  wieder,  durch  Auflösung  nach  dem  rechts  stehen- 
den Integrale,  wenn  man  noch  m  -\-  n  statt  m  schreibt,  die  nach- 
stehende : 

l>-,  xrä.  =  ^-^''  -  '^'+^  +  »")  f  X-»-'  X^  dx.       (IV) 

J  am  am  J 

Wenn  man  endlich  auf  das   letzte  Integral   der  identischen  Gleichung : 

f  a?«-^  X«-  dx  =  f  a?"»-»  X'-^  (a  +  fta?»»)  dx 

—  a  fa?"»-"  X»"-*  dx  +  6  fa;''»^'*-^  X»*-*  e?a; 

die  Formel  (III)  in  Anwendung  bringt,  so  ergibt  sich: 
|ar™  iX'-dfa:=afa:"'-i  X'*"*  dx 


+  b 


l      X' 

\b{ni 


am 


fa:"'-^ 


-1  X^^  dx 


}• 


nr  -\-  m)       b  (wr  +  w) 
(lit  nach  Vereinigung  der  gleichartigen  Integrale  im  2^"  Theile: 


c        ,  ^    ,  x^  X'^     ,      anr 

I  a;"»-*  X'*  dx  = 

J  nr  -{-  m       nr  -|-  m 


f  a^-i  X'-i  dfa;. 


(V) 


IG" 


Aus 

dieser 

Gleiclmng 

folgt    Ectiliesslicb 

durch 

stitntion  von 

r  +  1  stau 

r: 

1 

I"-'  X' 

dis  =  - 

a;"-X'*'         «r  +  M  +  i 

Die 

Formein   (1)  —  (VI) 

sind    DDii    die 

gesnci 

Man 

sielit,  dass 

die 

(1).  . 

m 

vergrÖEsert,  r 

vermin 

die 

(II)  .  . 

M» 

vermindert,  r 

vergrßs 

die 

(III)  .  . 

m 

vermindert  1 

ohne  i 

die 

(IV)  .  . 

m 

die 

(V).  . 

r 

ebne  i 

die 

(VI)  .  . 

'■ 

nnd  es  hängt  in  jedem  speciellen  Falle  von  det 
ponenten  m,  m,  r  ab,  welche  dieser  Formeln 
vorliegenden  Integrals  znr  Folge  hat.  Verschwinc 
dieser  Formeln,  so  wird  dieselbe  nnbranchbar ; 
Eich  aber  das  Integral  immer  auf  Monome  odi 
rück  fähren  nnd  sind  daher  Rednctionsformeln 
Isuterung  ihres  Gebrauches  wollen  wir  dieselt 
vorkommende  Integrale  anwenden. 


-JW^.V 


435.  Um  das  Integral  1--  -^      zu  ent» 

der  Formel  (IV)  Gebraacb,    und  erhalten,    m  - 
setzend : 

r      da: X  2ji  - 

J (o  +  fti»y  ~  Mp  -  17(0+  6^7"^'  ^"Ip 
Ist  $  eine  ganze  Zahl,  so  wird  man  durch 
dieser  Formel  zuletzt  zu  dem  Integrale: 


äx  1  ,       l/ 

--C  tg  a:  1/  ^ 


Ja  +  ia:»       yoj 

gelangen,  welches  ans  §.  419  bekannt  ist.  Uebri 
sem  Falle,  wie  leicht  einzusehen,  auch  durch  Ze 
zum  Ziele  kommen,  doch  ist  der  Gebrauch  de 
facher. 

Ist  p  von   der  Form      ,  so  führt  die  wied 
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obigeu  Formel  das  vorgelegte  Integral  schliesslich  auf  das  aus   §.   432, 
Gl.  (5)  bekannte  Integral: 

dx 


1 


\a  +  hi"  ~  Vö 


l{x'^h  +  Vä  +  hx')  +  G 


Zurück. 

Mit  Hilfe  der  Formel  (III)    findet  man    ferner,  m  -{-  1    statt   m, 
n  =  2 ,     r  =  —  I  setzend : 


+  ^^^        « (*» 


eine  Formel,  welche  —  wenn  m  eine  ganze  Zahl  ist   —  das  vorgelegte 
Integral  auf  eines  der  Integrale: 

dx 


Jv« 


oder 


C     xdx  1    /- 

J-Va+^x^'^^b^^ 


+  bx' 


reducirt,  je  nachdem  ni  gerade  oder  ungerade  ist. 

Lässt  man  a=  ),  b  =  -—  1  sein,  so  folgt  aus  der  obigen  Gl.  (2): 


J'^'^dx  a;'"-*yi  --x'       m  —  1  f  ^"'~^  dx 


(3) 


und  man  erhält  durch  wiederholte  Anwendung   dieser  Formel   die   fol- 
genden  Ausdrücke : 

Wenn  m  ungerade : 


__-^     =  —  ^ Ix^-'  + 

l  —  x^  m       [  ' 


X 

VI" 


m 


1 


m  —  2 


r  X 


IM— 8 


+ 


+ 


(•/n --  l)_(w  —  3) 
{m  ^^2)(rw~-"4) 
(m    -  1)  (w     - 


u; 


IM— 5 


4- 

I       •••  • 


ilr^l + ''^  ( 


i) 


wenn  »*  gerade: 

-; — ^-_ —  — _  L  ^ Z.  fvH  -I 

Vi — -P*  w 


f 


+ 


tn 


■  ■■+ 


m  - 

(w 


-  X 


in— 3 


2 


+  ... 


l)(w--  3) 


(m  —  2)  (w  —  4) 
(m  —  1)  (w  — 3)...3 


...3    1 
.-2^1 


+  ^7     — \^  ]  —  -Vx-  ~^  arc  sina;  +  C. 

^wi(w  — 2)(»>  — 4)...2  ^ 


(5) 


Setzt  man  in  (IV)  —  »t  +  1  an  die  Stelle  von  w,  ferner  n  =  2, 
=  —  y,  so  erhält  mau : 


('!) 


___  yä+bx* Kiu_—-2)(_J^__ 

c*~      a(ffl  — 1)«™-''     a(m  —  l)Jx"-^'\/a-{-lj:*' 

Formel  das  vorgelegte  Integral,  je  Dachdem  i»  eine  gerade 
e  Zahl  ist,  zuletzt  auf  einea  der  beiden  Integrale 

C       dx  ,1'        dx 

1-r-     ^^=^  oder    1 — , — 

jya  +  bx''  jx^a-^-bx^ 

t  wird,  welche  man  mittelst  der  Formeln  in  §.  432  findet, 
lort  6  =  0  setzt  nnd  dann  b  statt  c  schreibt. 
I  Integral   ix'^ya  -\-  bx"  dx  za  entwickeln,  wird  man  zn- 
«Ist  der  Reductionsformel  (V)  das  Radical  in   den  NeoDCr 
;  man  erhftlt,  m  +  1  statt  m,  «  =  2  und  r=^  setzeud ; 

- ,  „^     x'"*'yz~+bx* 

f  6«*  dx  =      —        ' 

m  +  '■* 

Integral  rechter  Hand  nach  den  Formeln  (2)  oder  (fi)  die- 
behandelt wird,  je  nachdem  m  eine  positive  oder  negative 


a    r  ^^__ 

orme 

ine  p 

f      x-'dx     __  C  X^'-jdx 


itimmnug  des  Integrals 


der  Reductionsformel  (111)  m-\-  ^  statt  m. 
liednrch  zur  folgenden  Formel  gelangen : 


[Vax  +  bx^       a  ('2m 


jy<Le  +  bx'' 


wiederholte  Anwendung  das  gesuchte  Integral,  je  nachdem 
3r  negativ,  schliesslich  auf  eines  der  Integrale : 


o+bx' 


dx  1  .    2&X— a   ,    ^ 

r-= ~  ^  -~  arc  sin ■ \-  C  i\ 

V      bx'       ^b  a  ^ 

l  wird,  welcUo  unmittelbar  aus  den  Formeln  (I)  und  1  ) 
hervorgehen ,  wenn  man  das  constante  Glied  unter  d<  1 
in  =  0  setzt.  Das  letztere  Integi-al  ist,  wie  jedes,   welch  s 


durvli  einen  Kreisbogen  ausgedi'fickt  wird ,  mannigraltiger 
fähig,  auter  welcben  die  folgenden,  als  die  einfachsten  bemerkt 
können : 

Jdx  2  .  \/bx  ,  ^  1  .  2t^  , 
— ^i-.7T^=  -^  -.—  arc  sin  l/ h  C ^  -r-  arc  sin  vers \- 
yax^hx*      V&            '    «              Vö                    <» 

welche   sich    s&mmtlich    nnr   dnrch   die    wUtkürlicbe   CoDStante 
scheiden.  *) 

Mittelst  der  Redactionsformel  (V)  erhält  man  ferner,   indi 
fl  :=  ],  r  ^  ^  und  m  -J-  I  statt  m  setzt: 


wo  »an  das  Integral  recliter  Hand  nach  Formel  (8)  in  diesem  § 
behandelt  werden  kann. 

Setzt  man  in  (12)  m  =  U,  so  folgt,  wenn  man  zugleich  die 
für  f»  :=:  1  in  Anspruch  nimmt: 

J  ib       "       ^  »l'Jyax  +  bx* 

für  a  ^  2a,   b  =  —  1    ergibt   sich   hieraus,    mit  RDcksicbt  an 

J'V-^ßa;  — :E»dc  =  i(ar  — o)V2na:~ar'  +  yarcsin^^^+( 

486.  Fallt  ein  irrationales  Differenzial  nicht  unter  eine 
den  vorliergeh enden  §§.  betrachteten  Formen,  so  kann  dasselbe 
zelne  Falle  ausgenommen  —  nur  durch  Reihen  iutegrirt  werden 

Zur  ErlfLntcmng  des  Verfahrens   mögen  folgende  Beispiele 


^\V^ 


K'-J 


Um  das  Integral  \y  ~. ,t  ^^  ^^  bestimmen,  hat  man, 

der  Voraussetzung,  dass  c  nnd  x  echte  Brflche : 
=  (l-A-)*(  !-«■)-' 
'('-''"'-O'"  -27176  "'jX 

wie  mau  leicht  findet,   arc  siu  ^— -  =  aarcsiiil/ 


-  ,-  =  I  +  A,x^  4-  A.^x*  +  ^j;"  +  . 


-i-.'. 


3_  1     1     ^       1.1    , 

3.5        1.3    1     2_  1^    1^ 
~i^~  'i  .4  ■  2  *"  ~  2  ■  271  ^ 


man  die  letzte  Gleichung  mit  dx  und  integrirt,  eo  er- 

^  =  ^  + J'^r'^'+J  A-^'  +  j  V+     ■■  +  (?. 

ena  nicht  eben  nothwendig,  die  Funktion  in  eine  nach 
Tortschreitcnde  Reihe  zu  entwickeln,  wenn  nar  über- 
r  eine  integrable  Form  erhalten.  So  kann  man  im 
die  WurzeigrösBO  yl—x''  im  Nenner  unverändert 
erhält  danu: 

_  C      dx       _  ,    j  r  i"  (lir  1 . 1    T  a:*  de 

nach   Formel   (6)    des    vorigen   §.   gefunden    werden 
)  Weise  erhalt  man  das  Integral 

die  Potenzen  der  Binome,  unter  der  Voraussetzung, 
eclite  Brüche,    und  multiplicirt  die  beiden  Seiben,    so 


=  x  +  lA,x'+\A,x'+~A,x^+...+  a 


■i';"  -.    ' 
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^.= 


A  = 


J.== 


1  1 

1.3.5    ..  ,    1.3    1     .   2    ,    1    1.3    .   .    ,    1.3.5    „ 
274:6  ^  +  2-:4  •  2  "  ^    +  2  •  274  ''    +  2 ."4 . C  *  ' 


u.  s.  w. 

Auch  kann  man,  den  einen  Wurzelfactor  beibehaltend,  setzen : 


äx 


y(r_^V-)(i  — fV) 


dx 

VF— £ 


1      ^  I       x^dx 
+  274  « J  Vi  _- 


dx 

"~-~    7   ~|      •   •  •  » 


welche  Integrale    sofort    mittelst    der  Formel    (2)    im    vorigen   §.    ent- 
wickelt werden  können. 


IV.  Integration  der  transcendenten  Differenziale. 

n)  Differeiuiale  mit  Exponentiulgrot>t$eii. 

437,  Wenn  ein  Differenzial  transcendente  Funktionen  enthält,  so 
ist  die  Integration  nur  in  besonderen  Fällen  in  endlicher  oder  ge- 
schlossener Form  ausführbar,  wenn  es  nämlich  gelingt,  das  Differenzial 
durch  Substitution  einer  neuen  Variablen  auf  eine  algebraische  integrable 
Form  zu  bringen  oder  durch  geeignete  Reductionsformeln  auf  ein  be- 
reits bekanntes  einfaches  Integral  zurückzuführen. 

Erscheint  das  vorgelegte  Differenzial  als  algebraische  Funktion  der 

Exponentielle  c"*',    so  wird  dasselbe  durch  die  Substitution:    e*^^  =  z, 

Iz  *     \  üz 

x  =  — ,   dx  =   —    algebraisch  und  kann  sofort  nach  den  Methoden 
a  a  z 

der  vorhergehenden  Abschnitte  behandelt  werden.  So  wird  z.  B.  mittelst 

dieser  Substitution: 


Setzt   man    nun   V^*^  —  1  = 


1 
a 


dz 


{z  +  i)Vz^  -l 


y,    woraus    z  = 


1  +r 
2y 


dz  = 


y 


o-..a 


2y 


äy  folgt,  so  verwandelt  sich  das  letzte  Integral  in 


•*» 
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«J' 


dl)        _  i 1_  _  '2 1_^_ 


^ 


es  ist  somit,  wcnu  man  das  constante   Glied  mit  der  willkürlicheu  Con- 
stanten vereinigt,  und  den  Werth  von  s  =  (^^  wiederherstellt : 


e''*^  äx 


1       a^  ef""  -^  \ 


Wenden  wir  auf  das  Integral  ^oif^&^dx  die  Regel  der  theilweisen 

Integration    an,    indem    wir   in    der    Gleichung    \udv=-uv  —  ft7c?M, 
u  =  0?'",  dv  =  c^^dx  setzen,  und  beachten,  dass 

n  gOJS 

\c^^dx= 1-  C 

J  a 


ist,  so  erhalten  wir  die  Reductionsformel : 


•m  fifix 


J*                              X    6              W  (* 
X"'  €^dx= X"'-  ^  e"-^  dx. 
a           aJ 


(1) 


Ist  nun  m  eine  positive  ganze  Zahl,  so  gelangt  man  durch  wieder- 
holte   Anwendung    dieser    Formel    zuletzt   auf    das    bekannte    Integral 

lf&''^dx^  und  erhält  sofort: 


X'"  c""^  dx 


a 


mx 


m— l 


a' 


+ 


m{m  —  \)  X 


m-2 


tt' 


•  ••  +  (-1)'". 


m{m  — 


— i)..2.n 


+  a    (2) 


Bestimmt  man  ferner  aus  Gl.  (1)  das  rechter  Hand  stehende  Inte- 
gral und  setzt  —  m  -j-  1  an  die  Stelle  von  w,  so  folgt: 


fe«-^  dx e'^^  a      fe^  dx 

J~äj"»~  ~  ~"  (w  —  1 ) a;"'-i  "^  m^TJ  a;»«-^  ' 

und  man  erhält  durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Formel: 


(3) 


e^^dx 


X 


m 


{m  -  1 ) 


ax  r 


1  + 


ax 


+ 


a^a;^ 


...+ 


^ni-  2  -j.m-2 


w  — 2)    '    (•>«  — 2)  (w  — 3) 


+••• 


(»»  — 2)(w  — 3)...2j  '   {m 


J^(iw— l)(wi  — 2)...2.lJ 


x 


(4) 


—  ist  einer  wdtereii  Reductioii  iiicht  fällig  und 

imung    desselben    zur    Reihenentnickelang   seine 
Ir  jeden  Wertli  von  x: 


-''  +  T  +  jr.2  +  3r:T.i  +  ---     w 

fälleu,  wenn  m  eine  gebrocliene  Zalil  ist,  oder 
in  anderer  als  der  oben  betn  chteten  Weise  mit 
nuss  gleichfalls  zur  Reihcneiitwickelung  geschritten 
liung  kann  man  sich  aber  lif.afig  der  Reget  der 
mit  V ortheil  bedienen. 

itegral  von  der  Form  jV(j;)  e"-"  dx,    so   hat  man 


<fo  =  (Wi*:  _'.lr(a:)e«*rf^. 


W^" 


I  ein  Logaritbmas,  so  wird  t''{x)  algebraisch  und 
:and  nur  mehr  eine  Transccndente  enthalten; 
fenn  f^x)  ein  Kreisbogen  ist. 

rationaler  Bruch,    so   kommt   man   unmittelbar 
rtialbrOche  auf  Integrale  von  der  Form 


e"^  dx          ,       le"-  lis 
^-  =  Ae""  \ , 


-  a  =:  z  setzt,  wo  das  Integral  nach  (4)  weiter 


hj  l.<iBOiilli<niei:Ue  DilTer^niialn. 

wir  das  Integral   ^x"'\lji)''  äx ,    so    erhalten    wir 
Regel  der  theilweisen  Integration : 
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Ist  H  eine  positive  gtunc  Zahl,  so  kommt  man  < 
Anwendung  dieser  Formel  zuletzt  auf  das  bekannte 
und  man  erhält  somit : 

„(«-!)... 2. n 

■•-  (»l  +  l)"'  J^ 

Aus  (1)  folgt  ferner,  durch  Rcductiou  auf  das  recht 
Integral  und  Substitution  von    —  w  +  1  an  die  Stella 

Jx''dx_  x""*-  m^\^x''<lx 

{ixf  -,'  («  -  1)  {Ixf-'  +  »"  -^J(/ar)"- 

ircli  wiederlrolte 

m 

K 

)(«— 2).'..2.iJ    Ix 

■J' 

I 

wodurch   dieses  Integral   auf  das   im   vorigen  §.    in  G 
trachtete  zurückgeführt  ist.  Man  findet  hiernach: 

J"  j, "+'"+        T    "  +  2^1.2     "  +  3 

somit,  wenn  man  den  Werth  von  ^  ^  ix  wiederherste 


'    3        1.2 
Fflr  m^O  erhält  man  aus  ('2).  (4)  und  (5)'. 


und  durch  wiederlrolte  Anwendung  dieser  Formel: 

wi  +  1 

ilQx)~*~^{n--'i){}xf-^ 

(m- 


Das  Integral    I     -      kann  in  endlicher  Form  nicli 
Setzt  man  lx  =  t/  (also  x^c".  x"  =  c"*i',  itx  = 
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^{lxYdx—x[{Ja^)  —  n (7«)»-»  +  n{n  —  l)(/x)«-^  — . . . ± w !]  +  C,  (G) 

dx ^r^j ^ 

+  (n  —  2)  (w  —  3)  (7a;)«-»  +  ••  •  +  [W^¥i\h\ 

+ (^"_  r)'(tr—  2) ; .'.  2  .ij  ^  "^  ^^         ^^) 

Für  »1  =  — 1  kann  wohl  die  Formel  (4),   nicht  aber  jene  (2)  benfitzt 
werden ;  man  hat  aber,  Ix  =  g  setzend : 

'^^y^=\^äs=^=^^l^+c,  (9) 

X  J  W  +  l  M  +   1  ^     ' 


(10) 


f  ^    =P^=  '         = - +  c 

\x{lxy       )*«  (n— 1);?"-»  («— 1)  (te)»-' "'"      ' 

Man  sieht  übrigens  leicht,    dass  jedes  Differenzial   von   der  Form 

dx 
f. (Ix) .  — ,     unter    f{lx)     eine    algebraische   Funktion    der   Grösse    Ix 

verstanden,  durch  die  Substitution  Ix  =  £  algebraisch  wird.  Logarith- 
mische Differenziale  von  der  Form  f{x,  Ix)  dx  werden  durch  die 
Substitution  Ix  =  e  in  die  Exponentialform  /*(e',  z)  e^  dsf  umgewandelt 
und  können  dann  nach  dem  vorigen  §.  behandelt  werden.  Auf  diesem 
Wege  hätten  wir  ebenfalls  zu  den  Formeln  (1)  bis  (8)  gelangen  können. 


c)  Goniometriflcho  und  cyclometrische  DiiFerenziale. 

489.  Da  alle  goniometrischen  Funktionen  sich  durch  irgend  eine 
derselben  algebraisch  ausdrücken  lassen,  so  wird  ein  Differenzial,  weV 
i^hes  nur  solche  Funktionen  enthält,  eine  algebraische  Form  annehmen, 
wenn  man  eine  der  darin  erscheinenden  Funktionen  einer  neuen  Ver- 
änderlichen   g  gleich   setzt.     So   wird   z.   B.   mittelst   der   Substitution 

/ djs 

siDOP  =  jt,    cosx  =  y  1  —  £'^    dx  =  --- ^— ,  das  Integral : 

Vi  — £* 
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J  == 


j 


dx 
sinrr  +  cosic 


J 


äs 


^Vi  —  r«  +  1  _  ^2 


und  kann  nun  leicht  bestimmt  werden;    denn  setzt    man,    um    rational 
zu  machen,  Vi   -     ^-^  =  l     -  yz^  so  verwandelt  sich  dasselbe  in 


7^     _  ^  ,i;2  - 1 + .^/  ^  ^. 


und  man  hat  somit,  wenn  man  den  Werth  von 

1    — "    I'  1    —  <£''*  1    -  -  cos  X 

y  = T, — —  =      —  —  '    =  ya  Ix  wiederherstellt: 

1/2    12  +  1    -tg  Ja: 
Wendet  man  dieselbe  Substitution:  sin.'r  =  ;r,   cosa;  =  |/l  --£-, 

dx  =  ^         _     auf  das  allgemeinere,  eine  häufige  Anwendung  findende 
\  i  —  £:- 

Integral : 

I  sinar*"  cosx"  dx 

« --  1 
an,    so  eriiält  dasselbe  die  Form  f-c"'(l  -    £:^)    ^     dz,  in  welcher  man 

das  binomische  Integral  erkennt;  man  kann  daher  für  dasselbe  die  in 
§.  434  entwickelten  Reductionsformeln  in  Anspruch  nehmen.  Einfacher 
ist  jedoch  die  unmittelbare  Entwickelung.     Setzt    man    ndmlich    in   der 

Gleichung :  j  u  dv  =  ur        (v  du  , 

u  =  sin  x'"'  \     dv  =  cos  x"  sin  x  dx , 
somit 

du  =  (m  —  1)  sina:"**"*  cosrr  dx,  v  = ,— ,  , 

^  ^  w  +  1 

so  erhält  man  : 

sina:'""'  cosa^+^ 

4--    .      Isina;'"' ^  cosa:"^^  flic.  (1) 

«  +  IJ 

Hieraus  folgt,  wenn  man  |  tt  —  x  an  die  Stelle  von  x  treten  lässt, 
und  m  mit  n  vertauscht: 

r  .  «1         sina;™-*^*cosir"-^   ,   n  —  Ir  .     „.^«         «  9  ,       z^x 

I  sm  rc"* cos  rc"  r?.r  =  —  _    _     _J-  -  I  sinir"'+*  cosrr"-^  aar.     (2) 

J  m  +  1  ^  w  +  1 J  ^ 


I  sin  x^  cos  a:"  dx  = 


Setzt  man  im  Integrale  rcelitcr  Hand  der  Gl    (l)  sinx"-- p,osa;"  +  * 

fällt  dasselbe  in  zwei  Tlieile,  iiiiJ  die  Formel  (1}  verwandelt  sich  durch 
Vereimgniig  der  gleichartigen  Integrale  in  folgende: 

f  .     _  „  ,  sinar'"-' co3T"+'    ,    wf      ■  I  r  .  ^  .     ,    , 

lainx^cosT^  ^Ir^    -  -  -  +    -    .-     Isin.r"'    -cosr"  ilr,  (3) 

aus  welcher   man,    ni  +  2  statt  w   schreibend,    die   nachsichende    ge- 
winnt: 


I  sioa;"'  cosa;"  (lx  = 


in  je'"'*'  cosa;' 

m  +  1    ' 

m  +n  +  2  c 
+  I  sina^'^^cos^r"  rfjr. 


^;rp 


Setzt  man  endlich  in  den  zwei  letzten  Foi-meln  l  /i  —  x  statt  x, 
und  vertauscht  m  mit  n,  so  ei^ibt  sich: 

r  .     „          „   ,         sina:""  'cosa:"-'        w  —  1  i-  .      ^        _.   o  .  ,.» 

sinr'"cosa'"  flx=  - h      -;       Isina-^cosa:"— rtar,       (5) 

(  .  ,  sinar™*'  cosa'"+i 

lsiTia-'"cos3^  rfa;^ 

J  *<  +  1 

Durch  wiederliolte  Anwendung  dieser  Formeln  auf  ein  Integral 
der  iti  Rede  st«henden  Form  wird  dasselbe  schliesslich  auf  ein  Integral 
znrüi'kgefflhrt,  in  welchem  der  Zahleawertli  der  Exponenten  von  sina: 
und  cosx  die  Einheit  nicht  Oberscbreitet,  nnd  welches,  wenn  ni  und 
n  ganze  Zahlen  sind,  unter  den  folgenden  neun  Integralen  sich  vor- 
finden muss,  wobei,  der  Kürze  wegen,  die  Constante  allenthalben  weg- 
gelassen ist: 

|(Ia;  =  a:;      j  cosa;  rfx  =sina:;      Isinarrfa;^  —  cosa;; 
I sin ^  cos a;  (ix ^  Jsinx';     I  .--  =  ?  tg^a;;     1        ■  =  ?tg(J  si  -f-  ä^); 

ItEKte^  —  /cosx;     Icotga:  ife^/ sinar;      1-; —    —  =  ;tga:. 

J^  J  I  sin  a- cosa; 

Die  drei  ersten  dieser  Integrale  sind  unmittelbar  bekannt:  die 
gcnden  erhftit  man  leicht  anf  dem  im  Eingange  dieses  §.  augeden- 
en  Wege,  oder  kürzer  durch  einfache  Umformungen.  Es  ist  nflmlich : 


1 X  cos  iE  rfa!  =  l  sin  a; .  (i  sin  a;  =  J  sin  x-  -\-  C, 

M? —  =  fe»A»f  ■.'':i'  =  fll«ii  = ,  ig  j,  +  c. 

.  «  COS  4  «        1  Bin  4  a:  cos  I  a;'        I  tg  j  x 

,=^fra  =  "'(i' +  '->  +  ''• 

,        fsinairfar  fd.cosa- 

1    cosa:  I    cosx 

leosa;  dx      \d.s\nx       ,   .  „ 

ixdx  =  \—.—    =1 =7sina;  +  C, 

I    sinx  I   cosx 

dx 

dx  fcosaf"        {d.tfix        _        ,     _ 

=  1-—  = =  ltgx+  C. 

txcmx       I  tga;         1   tg« 

idere   Fälle   der  obigen   allgemeinen   Formeln    verdienen 
kt  70  werden : 


•4x  =  —  ^-^   -^  +  --^Jsfll «--'<)», 

(') 

c                          cosa;                 m  —  2  f    dx 
»--        (m-l),i,,—    '   »-jjBin.-'' 

(8) 

sin  a;  cos  a;*^'       n  —  1  C 

(9) 

X    _           sin  I                » -  2  r     it 
äa;^       (»    -  1)  cosar"-'  '^  ti—  ijcosa:"-*' 

(10) 

jig«-  dx  =  ^^'-j  -  jtga:— '  dx. 

(11) 

fco^a?  dl  =  -  ?"_*';'  -  fcol,«--'*. 

(1-2) 

Potenzen  sinx"',  cosa^  können  liekanntlich ,  nenn  i 
positive  Zaiileii  sind,  durcli  Sinusse  oder  Cosinusse  de 
Bogens  x  ausgedrQckt  weiden  |§.  79,  T.  Bd.];  hiedurcl 
äs  Mittel  7.nr  Entwichelung  der  Integrale  Jsinx~dx 
in  x""  cos  x°  ('x  unter  der  Voraussetzung  positiver,    ganzei 


2.17 
csos  Verfalircn  nimmt,   nie  leicht  za  Qber- 
.Je  in  Anspruch: 


C   .  ,  COStBX     ,      _        f  ,  S1D»M3;     ,     „ 

Xsmmxdx  ^ +  C,     I  cosmx  ax^ \-  C, 

J  m  J  m 

f.  ,  cos(wi  +  «)a:       cos{m  —  n)x    ,     _ 

J  2(iH  +  n)  2(w  —  n)       ' 

C  ,         sin(m  4-  ti)x    ,    sin  (m 


2(«.  +  ")"^     2"{m-«)     ^     ' 
r  ,  ,         ,         sin  (»1  —  n)x      sin  (mi  -\-  n)x   ,    „ 

J  ™  "•""•"*  =  -21»  --») ^2^+  ")     +  ''■ 

Ton  welchen  die  beiden  ersten  sich  unmittelbar  ans  den  Formeln 
fsini  dx  ^  ~  ccsT,  \co%x dx^=%mx  ergeben,  wenn  man  mx  an  die 
Stelle  von  x  treten  Iftsst;  die  drei  folgenden  erbltlt  man  leicht,  wenn 
man  in  den  bekannten  goniometrischen  Formeln : 

2  Bin  a  cos  Ä  =  sin  (a  +  ^)  +  sin  (o  —  ft) , 

2coBa  cosi  ^  cos[n  +  Ä)  +  cos(o  —  b), 

2  sin  rt  sin  ö  =  cos  (a  —  b)  —  cos  (a  +  ö) , 

a  ^  mar,  b  =  nx  setzt,  mit  cfx  mnltiplicirt  nnd  sodann,  mit  Hilfe  der 

zwei  ersten  Formeln  integrirt. 

So  ist  z.  B.  8  cos  X*  =  cos  4i  ■4-  4  cos  2a:  +  3 ,  somit 

I  cos  I*  du  :=  ^  I  cos  41  (iE  -|~  4  1^3  2x  dx  ■\-  \  \dx 
=  5 j  sin 4 a;  +  ^  sin  2x  4~  | a;  +  f-* 
Eine  zweimalige  An wendnng  der  Formel  (9)   im   vorigen   §.   gibt: 
I  cos  x^  (fa;  ^  sin  a:  (^  cos  a;'  +  g  cos  a:)  +  8  a:  +  ^ , 

welclier  Ausdruck  mit  dem  vorhergehenden  identisch  ist. 

Ebenso    hat    man,     wegen    sinx^  =  —  \  sinSa:  -|-  |  sina;    und 
posj:'  =  j  cos2a:  +  j  ,  durch  Multiplication  dieser  Ausdrücke: 

I  sin  r^  cos  x''  dx  ^  —  J  |  sin  3  a:  cos  2  a:  lir  +  !  I  sin  a;  cos  'Ix  dx 


:  —  l  fsin  3  a:  cos  2  a;  Ar  +  I  fi 
-  jt  I  sin 3 a:  ria;  +  \\\ 


sin  X  dx 

■^  sd'o  cos5x  —  ,!  cos3x  ^  cosa^)  +  ^■ 
Dasselbe  Integral  würde  man  mit  Hilfe  der  Rednctionsformeln  (3) 
<1  (5)  des  vorigen  §.,  jede  einmal  in  Anspruch  nehmend,  in  folgender 
rm  ünden: 


[31*  dx  =  ■^(sma:*  —  J  sina;*  —  |)  cos«  +  C. 

übrigens  noch  bemerkt  za  werdeD,  dass  in  dem  Falte, 
egrale  (sinx*"  cosx"  (ix  einer  der  beiden  Exponenten 
igerade  ist,  die  Redoctionsformeln  entbehrt  werden 
fahren  erhellt  sogleich  ans  folgendem  Beispiel: 

=  [sina;*co8J*.8ina;rf3:=  —I  {1  —  coBa;*)cosi*.rfcos2r 

=  I  C0B3;*.dcoEx  —  Icosx^.  dcosx 
=  l  cos  a;*  —  ^  cos  a;'  +  C, 
Integrals  mit  der  früheren  wieder  identisch  ist. 

it  der  Regel  der  tlieilweisen  Integration  erhillt  man  fOr 
i^sinj^dx   und    f^;'"  cosa;  dx  leicht  folgende  Rednctions- 

n  a:  rfa;  =  —  a;"  cos  a;  +  m  I  a:"-'  cos  a;  da; , 
8xiia!  =  a;™sina:  ^  m  ix"^*  sina:  äx, 

imer  das  eine  Integral  auf  das  andere  reducirt  und 
ent  m   um   eine  Einheit   lierabgedrQckt   wird.     Zuletzt 

einem  der  bekannten  Integrale  fsinxilx,  fcosa;  dt. 
[-  1  an  die  Stelle  von  m  and  reducirt  auf  die  integrale 

ergeben  sich  die  Formeln: 

X coBj:     1__  rain  x  dx 

~  ^~  {m  —  1)  a:*^  ~  m  — TJ  ~'^^-    ' 

_  1^  fcosaTAc 


(2) 


(m  —  1)  x"- 
i  Anwendung  schliesslich   auf   eines   der   beiden  Intc- 


(sina:  dx         jco 

J   '    '   J 


endlicher  Form  nicht  angegeben  werden  können.  Durch 
»lien  for  sin  x  und  cos  x  erliftlt  man : 


-.™-  -W     W-     T 


'^•'■e,' 


Uiüx  dx p   I    ^  ^        1  a:^       1  rr^ 

J      X     '~     "*"  1  1  ~~  3  3!  "^  5  51  ~ 

cosxdx       ^   ,    ,  1  rc*   .    1  a;* 

=  C  +  (X  —  , \-  ^ . 

X  ^  2  21^44! 
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(3) 


(*) 


So  findet  man  z.  B. 

I  x^  slnx  dx  •=  —  x^  coso?  +  3  I  a;^  cosa?  da;; 

I  a?^  cosa?  fla?  =  a;^  sina?  —  2  I  a;  sin  x  dx ; 

I  a;  sin  ar  r?a:  =  —  x  cos  a;  +  I  cos  x  dx  =  —  x  cos  a?  +  sin  a:  +  C ; 


somit 


i^ 


x^  siiia;  dx  =  —  a;^  cosa?  -\-  3a;*  sina?  +  6^  cosa?  —  Gsina;  -f~  ^' 
Betrachten  wir  noch  die  Integrale: 

A  =  1  c"»^  cos  hx^^  dx  und  5  ==  l  e*»-*^  sin  bx"*  dx , 
and  machen  wieder   von    der  theilweisen  Integration  Gebrauch,    in  der 
Gleichung   |  w  (iv  =  wv  —  iv  du^   dv  =  e^^  dXj    also  v  =  —  e^^    und 
beziehungsweise 


(C( 

\si 


I 


cos  bx^  .     ,  i —  bm  cos  6a;"*~*  sin  bx  dx 

,    ,      ,  somit  du  =^  {      ,       .    1   «   1       r     ■. 

sin  bx^  I      ow  sin  oa;"*~*  cos  bx  dx 


setzend,  so  erhalten  wir : 

e"*  cos  bx^ 


A  = 


a 


bfH  c 

H I  e"*  cos  bx"^~^  sin  bx  dx , 

a  J 


B 


e"*  sin  bx^       bm 


e"*  sm  öx'^       om  c 
a  a  J 


im) 


sin  bx"*~^^  cos  bx  dx. 


Bezeichnen  wir  die  Integrale  rechter  Hand  mit  A  und  B",  so  er- 
gibt sich,  wenn  wir  dieselben  abermals  integriren,  und  zu  diesem  Ende 

dv  =  e^  dx,  also  r  =  -  e***,  und  beziehungsweise: 

a 

f  cos  bx^~~^  sin  bx 

l  sin  6a?"*~ '  cos  bx , 


somit 


J[ —  b{m  —  1)  cos  6a;"*"-*  sin  Z»a;*  +  ^  cosfca;'»]  dx 

{b{m  —  1)  sin fta?"**"* cos fca?^  —  b  sin^a?"*]  da?, 

17* 


KU 


1 


j( 


3, 


«.-1 


■  -* 
.1 


2ßO 

d.  i.  vermöge  der  Relation  sin  hx'  +  cos  l/x'  = 

I       [h{m  —  \)  s[n  hx'^-^  —  bm 
setzen : 

e"*  cos  Ji«""— '  sin  &a;       bm  ^    i_''('''^l 

^ e"sin6a!'"-'cos6a!   ,   &»»  „       ^('"  —  • 

a  a  n 

Sabstitniren  wir  endlich  diese  Werthe  in  d 
einigen  die  beiden,  die  gesuchten  Integrale  A 
Glieder,  so  erhalten  wir: 

r  ,       ,         e""  COB  fei""-'  (a  cos  bx 

I  r"'»  cos huf"  dx  = — '     .    ,-r 

J  f    +  "  '• 

,  mfm  ^  1)  i*  f  ,, 
«*  +  o*m'    J 

f        .   ,        ,         f"*  sin  ftar"*-'  (a  sin  bx 
lc"*smo3;'"  rtj-  ==  -     -  - ^  -__^  . 


.(» 


m  — ^  1)  &*  f 


Je  nachdem  m  gerade  oder   nngerade  ist, 
holte  Anwendung   dieser  Formeln    die  in  Rede  s 
dnes  der  folgenden  reducirtt 

r  .     ,         e"'(n  cos  ix  +  6  sii 

I  c"  cosöj;  dx  = „-  .—rrr 

J  a*  +  6* 

C     ,    .    ,      ,  «"'(a  sin  ix  —  b  cO; 

J-"  "°'"^=-  -   „'  +  ,,■   - 

von  welchen  die  beiden  letzteren  ans  (5)  und  ( 
Mit  Hilfe  der  beiden  letzten  Formeln  (7)  und  [i 
gral  Je**  sinx"' cosx"  (Jx  gefunden  werden,  we; 
sin  a:"' cos  x"  nach  Vielfachen  des  Bogens  x  ent 
fragliche  Integral  in  solche  von  der  Form  1  c''*cos6; 
zerfilllt. 

Lässt  man  in  (5)  und  (C)  —  m  -{-  2  an  d\ 
80  erhält  man  Redactionsformeln  fflr  die  Integi-al 


und      .  -ri^' 


ao&bx" 

zu    den    entsprechenden   Integralen    mit   dem 
1    (je   nachdem   m    gerade    oder    ungerade) 
:lio    letztere   nicht    weiter    angegeben    werden 
it Wickelung  noth wendig  machen. 

r  uns  noch  mit  dem  Integrale: 

j"        dx 

ja  -\-  b  cosx' 

,    also  Bini  ^  Vi  — y^,dx--=-- —         _:_ 

Vi— s' 


len  Vorschriften  des  §.  43i  itional  gemacht 
in  §.  428  entwickelten  Formeln  integrirt 
och  kürzer  unmittelbar  zu  einer  rationalen 
tion: 


2(te 
■  — -  —  ^  folgt.  Hiemit  wird : 


«       ''ß+b-+ 


(a-ö). 


mittelst  der  Formeln  (2)  und  (4)  in  §.  419 
-  b  positiv  oder  negativ  ist.  Setzt  mau  nach 
ir   e    seinen    aus    ohiger   Relation    folgenden 


-  cosa;__j  /'i 
\-  cos 
>>6-: 


|/asinäj"_ 


+  C,    (2) 


-  -cotg^a:  +  C.    (4) 


(fa  ^    _  1_         /^b  "+  g  -i-  V&  —  a  Ig  I 

+  &  cosj;       y^i  _  J"i     \yr+^a  —  Vö"^^(  tg^ 

'ür   «=  +  6    werden    diese    Formeln    unbiaiidibar ;    in 
ist  aber  unser  Integral,  für  a  =  +  h': 

dx  \{      dx  l{  dlx  l       ,       ,    ^ 

rt(l  +  cosa:)      rtlÜcosYa;''      «  Icos^j'-      a 

dx  1  1      dx      1  I   (i  I  ai 

—  cosa;)      «l2  6in|x'^       aisin  \x^ 

lau  bat  auch : 

ixdx     _  1  [{a  +  tcosa;  —  a)(iB_  1    l"/  rt  \ 

JcoBX      öl        a-j-öcosa;  '')*         a+b  cos  x) 

Jcos  j-  rf:c      jr       a  I  dx 

a  -\-  b  casx       b       6  I  a  +  fe  cos  j; ' 

\{f  ■\- g  eosx)dx (         dx  1     cmxdx 

1     a  +  ft  cos  a:  I  a  +  i  cos  a;         I «  +  &  cos  x ' 

rermöge  der  Gl.  (5): 

[(/•+  gcosa;)rfa! ^       6/"—  «j;  l 

J     a  +  b  co"s /    ■"  6    "^         ft        Ja  + 


-  ii  cosa;' 


(6) 


welche  Formeln  die  links  stehenden  Integrale  aof  das  durch  die 
inngen  (1)  und  (2)  bestimmte  zurückgeführt  sind. 
Jm   endlich   eine   Reductionsformel   für    das  allgemeinere  Integral 

I-  ff  C03.c)rfa:  ,    . 

- ~-    zu  erhalten,  setzen  wir 

+  b  cosa;)" 


Ccos3;)tic       ,  , 
b  cosa;)""' ' 


{f -\- g  CQSx)dx j4sina:  .lU^"^ 

I  (a  +  ftcosa:)»"  ~(^  öcosä^)--'      J(«  + 

j  Annahma  gerechtfertiget  sein    wird,    wenn   sich    die  noch  anbe- 
ten Coefficienten  A,  B,  0   so   bestimmen  lassen,  dass  sie  dieser 


en.    Dilferenziren  wir  zu  dieseni  Ende  die  Glei- 
nach  Division  durch  dx  und  WegBchaffung  der 

{a  +  b  cosj)  4-  (»  —  I)  ^6(1  —  cosj:*) 

+  { B  +  C  cosx)(a  +  b  cos x) , 
iD  cos  X  geordnet : 
C]  eosji*  —  [Aa  +  Bö  +  Ca  —  g]  cosj; 

~[{n~  \]Äb  +  Iia^n  =  0. 
0  A,  B,  C  so,  dasB 

(k  — 2)-4  —  C  =  0. 
in  +  Bb  +  Ca  ~  ff  =  0, 
~~  l)Ab  +  Ba  —f=0, 
')  identisch  und  somit  richtig.    Aus  diesen  Glei- 
r  die  Wertlie : 
gg  —  >>l'      _       g  _  «/"^  ft? 

,  _  (»-2)(g.ff-bn  ^''' 

iH-l){a*-br 
it,  immer  reell  und  (mit  Ausnahme  der  beiden 
=  +  ft)  endlicli  sind.  Mittelst  der  Formel  (7) 
c  siehende  Integral  auf  ein  anderes  ähnliches 
Ehes  dieselbe  Formel  mit  Benatzung  der  Formeln 
werden  kann. 

M  ;^  1    ist   bereits   durch   die   Formel   (6)    in 
^1)  nad  (2)  erledigt.     Ist  aber  a=:b,  so  wird 

.-«.J^-(.+cos.)^--     '^ 

a'  "J  ( l  +  cos":r)"  "^  a» J  ( l  +  cos  x)-' ' 
ition:   1  +  cosa:  =  2  cos  j  a;^: 

_ /■_—?[/'>*_,     _^_  f ^L?__. 

2"--'  d"  I  cos  4  a;^  "^  2"~*  a"  I  cos  ^  j:*"-- ' 

Formel  (10),  §.  439  entwickelt  werden  kOnnen. 
mmt   man   durch   ein   ganz    ähnliches   Verfahren 


Ein  Iiilegrul  von  der  Fonn  ^f{e)<ls,  wo  ^  eii 
Funktionen    aresina:,    arccosj,    arc  tg-e,    eli 

jederzeit  auf  ein  gonioinetriscliea  znriickfQliren . 
arc  cosx   u.  s.  w,   einer   neue»  VeränJeilichen 

tteUt  der  Sul)atitution  arc  t>inj;=;r,  j-  =  sin^,  d 

1  /'(arc  siuj!)  dr  =^  \f{^)  cosr  dx\ 
X  =  z,  X  =  ige,  da:  =  sece^  ds  wird : 

I /'("rc  tgx)  (U- =  \  f[s)  sec £*  ds .   u.  k.  w. 
ntegral  die  Form: 
\t'(x)  arc  sin  j:  dx,     \f(x)  arc  cos  xilr,  u.  s.  w 

1er  Bogen  durch    titeilweise  Integration    weggesc 
tlicli  das  Differeuzial  desselben  algebi-aiscii  ist. 
i.  B.   das  Integral  J  x"  arc  sin  x  tlx  zu  bestimme 
.   (udv  ^  uu  —  jväu  :  tue  ;=  j;"  rfjr ,     u  =;  art 
-,    (i«=  -  — _:     _  ,  SO  folgt: 

1  Vi  ^^■ 

x'*'  arc  sin^  1      |  x"*' 

tegral  rechter  Hand  nach  §.  435  entwickelt  wei 

ration  der  höheren  Dif fcrenzialausd 
}ränder  liehen  und  der  partiellen  Di  ff 
unktioncn  mehrerer  veränderlichen  < 

Wir   haben    bisher   das    1'"  Differenzial  dy  = 

als  gegeben  betrachtet  und  die  Aufgabe  verfolgt 
inglichen  FuQktion  zurückzukehren.  Es  kann  a 
.  B.  das  «*' Differenzial  gegeben  sein;  die  Wie 
inglichen  Funktion  erfordert  sodann,  wie  leich 
■ige  Integration  des  vorgelegten  Ausdruckes. 
H  z.  B.  das  2"  Differenzial  d^ff  =  f{x)  dx'  gei 


=  f{x)  dx,  somit,  t 


dx  dx 


:ioii   mit  dx :   ilg  =  dj:jl\x)  dr  +  C  dx, 

\l\x)  dr  •\.Cx  +  C. 

it  man  kOrzer  l  |/'(j:)  i/j:^  oder  J''/(j')rfj^. 
t  inaD    durch  eine   dreimalige  Integration 

[x)  dx  +  Cx''  -\-  Cx  -\-  (" 
'  +  (Jx"  +  Cx  +  C". 

^^^1  ((x(arclgx  +  C')=  larctgj;(tc  +  CJi; 

rgibt  sich  aber: 

'^^^  =  ^arclgx- J((l  +2;")+  (T. 

ctg^-J/(I  +a:»)+r^+  (T. 

eiu    solches   Integral   höherer  Ord- 
£urflcl(zu führen.    Denn  mittelst  tbeiiweiser 

X  \l'{x)  dx  —  \£f{x)  dx\ 

-  -e  I  l\x)  dx'  —  \x  dx  l  f{x)  dx 

■.^xf{x)dx-^'^^fi^x)dx-\-{^x-'t{x)dx 

1;  —  •ix\xf{x)dx  -\-  ix''f{x)dx]; 


fax)  di>  =  j-i--  U'^ri.')  *t  -  3i' Ji/(» 

u.  s.  w.  Das  Gesetz,  nach  welchem  diese  A 
fällt  in  die  Augen  und  Ifisst  sich  leicht  durch 
«  +  1  venficiren.  Die  eischeinenden  Coeläciei 
coefücienten.  Aus  der  Form  der  Eiitwickelun 
dass,  wenn  man  jedem  der  n  einfachen  Integn 
gral  H**'  Ordnung:  {""{'{x)  djf  zerfatlt,  eine 
tiinznfagt,    wie  es  sein  muss,   das  Integral  J  f(i 

^0^"""'   +   Cjjf"-'   +   C^j^-»  + +   0«_2 

wird,  wo  die  willkürlichen  Constanten  C^,  C, 
Zahl,  sich  nicht  miteinander  verbinden  lassen, 
Potenzen  von  x  mulliplicirt  sind. 

44B.  Bfttrachten  wir  noch  den  Fall,  wem 
zialqnozient  höherer  Ordnung  einer  Funktion 
unabhängigen  Vcrfindcrlichen  gegeben,  und  di 
aus  demselben  die  ursprüngliche  Funktion  w 
Aufgabe  bietet  keine  Schwierigkeiten  dar,  da 
immer  nach  je  einer  Veränderlichen  anszufoh 
fordert  werden. 

In   der  That,    der   partielle  DifTerenzialqui 

einer  Funktion  u  der  zwei  unabhängigen  Vari 
bekanntlich,  indem  u  zuerst  etwa  nach  x  diffe 
conatant  betrachtet,  and  die  so  erhaltene  Gcöt 
renzirt  wird,  wobei  wieder  x  die  Rolle  einer  C 
folf!t,  dass  man  umgekehrt  von  dem  gegebenei 
doppelte  Integration  zur  primitiven  Funktion 
man  zuerst  nach  t/  integrirt  und  hiebei  x  al 
hierauf  das  gewonnene  Resultat  nach  x  integri 
betrachtend.  Diese  Operation  wird  dadurch  ani 
dH 


ist,  schreibt: 


'S^i'. 
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d'u 


Da  in  -    —  die  Ordnung  der  Differenziation  beliebig  ist  [§.  330], 
öip  cLy 

ao  ist  auch  die  Ordnung  der  Integration  im  Allgemeinen  ganz  will- 
kürlich, und  man  hat  daher: 

«  =  jj  f{£,  y)  (^x  dy  =  jt^x  I  l\x,  y)dy  =:^  dy^  f{x,  y)  dx. 

Findet  man  durch  Integration,  etwa  nach  y^  f  /  (-^^  y)dy  =  F{x,  y\ 

so  hat  man  dem  Integrale  F[x,  y)  noch  eine  Grösse  hinzuzufügen, 
welche  in  Bezug  auf  die  Integrationsveränderliche  y  constant ,  d.  i. 
von  dieser  unabhängig  ist;  dieser  Bedingung  entspricht  aber  nicht  nur 
eioe  coustante  Grösse,  sondern  jede  beliebige  Funktion  von  x\  um 
daher  dem  Integrale  die  nöthige  Allgemeinheit  zu  verleihen,  wird  man 
setzen : 

J  /X-^1  y)  ^y  =  ^{^^  y)  +  ^r{^y 

wo  (f{x)  eine  ganz  willkürliche  Funktion  von  x.  Multiplicirt  man  nun 
diese  Gleichung  mit  dx,  integrirt  nach  x,  und  beachtet,  dass  wegen  der 

Unbestimmtheit    von    (f(x)    auch    ^(p{x)  dx    ganz    willkürlich     bleibt, 

und  somit  hiefiir  (/'(a;)  gesetzt  werden  kann,  so  erhält  man: 

u  =  J^a?J/Xd?,  y)  dy  =  J  F{x,  y)  dx  +  i/i(aj)  +  (/',  (y/), 

wo  wieder  ip,  {y)  eine  willkürliche  Funktion  von  y. 
Bestimmen  wir  beispielsweise  das  Doppelintegral : 


u 


J  J 


/p2 ^.2 


dxdy, 


so  erhalten  wir,  zuerst  nach  y  integrirend : 


u 


r  x^i yi        r        „ 

j^x^  +  y'^Y  J        x^  +  y' 


da,  wie  man  leicht  findet, 


X 


,2 


3  Integration  nach  x  gibt  nunmehr: 


y    j  _     y_ 


u  =  y 


dx  X 

^^  +  y^  y 


2Ü8 

unJ  wenn  wir  die  willkürliclicn  Funktionen  bin 

M  =  arc  tg      -h  V'(^)  +  ^■ 

In   uleiclier  Weise  folgt  aus  -, -,    ,    =/■ 
dxdffdz 

"  =  J'JI''^-''  *■  ^'  '^  '^^  ''^  +  'f^""'  ^^  "•"  ■ 
wo  wieder  <p,  il',  j(  willkürliche  Funktioueii  von 
hSngig  Verfinderlichen  sind,  und  die  Ordnung  i 
di-eifaclien  Inlegrale  JJj  l'{x,  y.  s)  dx  dt/  Ji  im 
willkürliche  ist.  Dass  diese  Betrachtung  auf 
von  Vciänderlichen  ausgedehnt  wetdeii  könne, 
nennt  solche  Integrale  im  Allgemeinen  vielfa 
insbesondere  doppelte,  dreifache  etc.,  j< 
auszuführenden  Integralionen. 


ZWEITES  KAPITEL. 

VON  DEN  HBSTIHMTKN  IHTBGB&I 


446.   Das  beatimmte  Integi-al  ^f{x)dx 
kannt,  dui'ch  die  Gleichung: 

j/V)  rf^=: lim Ö \f{a)  +  l\a  +  rf)  +  [{a  +  -id) 

delinirt,  als  die  Grenze,  gegen  welche  die  Sumn 
6Vip)  +  f(«  +  i)  +  n.a  + -iS)  +  . 
bei   dem   unendlichen  Abnehmen  vou  6  convergi 
wir  mit 

^f{x)dz  =  F{_x)+C 


f(x)dx  bezeichnen, 

v  =  Fib)  —  F{a).  (3) 

dass  die  Funlttion  f{x)  von  x  =  a  bis 
der  Stetigkeit  erleidet, 
es  bestimmten  Integrals  folgen  sogleich 
«D,  welclie  eine  liftufige  Anwendung  finden, 
iss  in  einem  bestimmten  Integral  der  Name 
u  beliebig  gelindert  werden  kann;  denn 
und  (3)  ist 

b 

Fia),^r{w)d!,=F{b)-F(a). 


)  dx  =  jat,)  dy. 

x)dx  =  F{x)  +  C: 

F{.)    y{x)dz=F{a)^F{b\ 

dx  =  —  \f{x)Ax. 


-jy^-i 


irationsgrenzen   mit   einander    vertauschen, 

[liehen  des  bestimmten  Integrals  verändert. 

egral    kann    immer    in    eine    Snmme    von 

len ,  welclie  sich  anf  dieselbe  DitTerenzial- 

fanktion   hcdehen ,    verwandelt   werden ,    indem    man  —  zwischen    die 

lutegrationsgrenzen  a,b    neue  Werthe   a,ß,...   einschiebend  —  das 

Integrationsintervall  b  —  a  in  mehrere  Intervalle  zerlegt;  es  ist  nümlich: 

b  a  b 

^f{x)  dx  =  JV(3^)  dx  +  jr{^)dx, 

b  "  ß  b 

J/-(x)  dx=jf(x)  dx  +  fr(x)  dx  +  ^f(x)dx;  u.  s.  w. 
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Denn  da  nadi  Obigem: 
n  b 

jf[x)dx  =  F{a)  -  F{a),    jf{x)dT.  =  1 

so  Imt  man  durch  Addition  dieser  Gleichungen: 

^f(x)  dx  +  \f{x)  dx  =  F{b)  -  F{<l)  : 

Auf  dieselbe  Weise  recbtfertiget  sicli  der  Satz  fi 
zabl  eingeschobener  Weithe ,  und  man  Oberzeugt 
selbe  aucli  fOr  den  Fall  gilt,  wenn  einer  oder  m 
ansserliaJb  des  Intervalls  a  big  b  liegen. 

4)  Sind  u,  v  Funktionen  von  x,  so  ist  bekE 

und  hieraus  folgt: 


|„*=(„„).-(o,-).  -J«. 


wenn  mit  (wr)«,  (wr)/,  die  Werthe  von  uv  beziebi 
und  X  ^  b  bezeichnet  werden.     Denn  setzt  man 

^ttdr:=uv  —  (f{x),  so  bat  mau  nach  Gl.  (3):  Ji 

—  lip{b) — i/'(m)]i    wodurch    die    Behauptung    gi 

y(i.)-y(.)=|,.i„. 

5)  Lassen  wir  in  der  Gleichung: 


J/Wdi^j^W'  +  J/-« 


a=  \{a  +  b),  d.  i.  dem  arithmetischen  Mittel 
gleich  sein ,  und  nehmen  wir  an ,  dass  die  Funk 
Werthe  von  x:  a  -fi  und  o+/',  welche  zu  beii 
in  gleicher  Entfernung  von  demselben  liegen,  der  2 
nach  gleiche  Werthe  annehme,  so  sind  die  beiden 


x)dx  und  l/'(ic)  dx, 

en,  einander  f^leicli,  und  es  ist  dann : 

=  2  \f{x)  <}x  =  2  [f{x)  äx. 


5x  dx;      I  cos «*  rfa;  ^  2  fcosai*  dx. 

der  Funktion  f{x),  von  x  =  \{a  -\-  b)  aus, 
nach  gleich  und  von  entgegengesetztem  Vor- 

bigen    beiden  Integrale  ebenfalls  gleicli,    aber 

hen  sein,  und  es  ist  dann: 


j/-(x)  dx  =  0. 


ilx  =  \i,     lsina;*Är^O. 


■■<f{x).x {x)  uud  uimmt  an,    dass  die  Funk- 
le stetig  seien  von  a  bis  b,  so  hat  man,  kraft 


.  .  .  +  (pib  -  d)  x(l>  -  d)]. 

voraus,  dass  die  Funktion  xi^)  ^^^  Zeicben 
bis  X  ^  b,    so   dass   also   die  Grössen  x  (")! 

s&mmtlich  dasselbe  Zeichen  haben,  und  be- 
n  kleinsten  und  grössten  Werth,  welchen  die 
dieser  Grenzen  annimmt,  so  liegt  der  Werth 
obigen  Gleichung  nothwendig  zwischen  den 
US  demselben  hervorgehen,  wenn  man  an  die 
f{a  -i-  d),  .  .  .  .  (p{b  —  d)  einmal  den  klein- 
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sten  Wcrth  K,  dann  den  grössten  Wertb  G  substituirt,    d.  I.  zwischen 
den  Werthen: 

KAimd[x{a)  +  y^{a  +  d)  +  , , .  +  x{b  -  d)]  =  /TJx  W  dx. 


und 


GAimd[x{a)  +  ^{a  +  d)  +  . , .  +  x{h  "  ä)]  =  ^Jx  W  dx 


a 


SO  dass  also  unter  obigen  Voraussetzungen: 


K  ^x (^)  ^^  <  [<P  (^)  'X{^)dx  <C  G  f x(^)  dx 


u 


a 


(1 


ist.  Von  dieser  Bemerkung  kann  man  oft  mit  Nutzen  Gebrauch  machen, 
um  fOr  ein  bestimmtes  Integral,  dessen  Werth  niclit  genau  angegeben 
werden  kann,  Grenzen  aufzufinden,  innerhalb  welcher  derselbe  liegen 
muss. 

Wünscht   man    obige    Relation   in    Form    einer    Gleichung    auszu- 
drücken,   so  beachte  man,    dass  —  eben  kraft  dieser  Relation  —  das 

b 

Integral  ^(f{x) ,  x{^)  dx    gleich    gesetzt    werden    kann    dem    Integral 

a 
h 

Jx(^)  dx,    multiplicirt  mit  einem  zwischen  K  und  G  liegenden  Werthe 

n 

von  (jp  (a?),  welchen  man  mit  q)[a  -\-  (i{b  —  a)]  bezeichnen  kann,  unter 
0  einen  positiven  echten  Bruch  verstanden.  Man  darf  demnach  unter 
der  Voraussetzung,  dass  die  Funktionen  (p  {x),  x  (^)  ^^n  x  =  a  bis 
X  =  b  stetig  verlaufen,  und  die  Funktion  %(«)  innerhalb  dieser  Grenzen 
ihr  Vorzeichen  nicht  ändere,  setzen: 

b  h  b 

^f{x)  dx=^(p{x),x{^)  dx  =  (p[a  +  e{b  —  a)]  ^xi^)^^-     W 


(I 


Für  x{x)  =  1  geht  diese  Gleichung  in  folgende  Ober : 


^f{x)  dx  =  {b-  a)  f[a  +  6(6  -  a)], 


(5 


welche  Gleichung  leicht  geometrisch  zu  deuten,  und  mit  Gl.  (7),  §.  342, 
identisch  ist. 


Iß  bestimmfer  Integrale  wird  oft  dadurch 
;  der  ursprünglichen  Variablen  eine  neue 
)ei   im  Allgemeinen   aoch   die  Grenzen  eine 

Ist  nämlich  J/(-c)  dx  das  vorgelegte  Inte- 

£,  so  folgt  hieraus:  x  =  q>{e),  cix-:=((>'{i:)de, 

P 

i  ß  jene  Werthe  von  z  sein-  werden,  welche 
X  entsprechen,  also: 

'  stetig  verlaufen,   nenn  x  von  a  bis  b  sich 

isformationsformeln,  welche  sich  durch  An- 
leicht ergeben,  sind  folgende: 

b 

ägrale  ^f[x)  dx,  x  =  e  +  h,  so  wird  für 
=  6 :  s  =:.  1/  —  /i,  somit : 

dx  =  \f{z  +  ;o  dz,  (I) 

tt  ft,    1  +  /(  stall  a  schreibt  und  umkehrt: 

+  '')  <*^  =  \\\^)  «fa--  (2) 

t  sich  die  erste  dieser  Gleichungen  in : 

Ax  =  jf(a  +  z)  dz,  (3) 

'her   die    untere   Grenze   auf   Null    gebracht 

dem  Integrale  rechter  Hand  in  Gl,  (3), 
rr=:0:  y  ^0;  iär  z  =  b  —  n:  y=], 


jr{a  +  *)  ih  =  (ö  -  a)jaa  +  {b  ~  n)  g]  dy. 

it  Rucksicht  anf  Ol.  (3): 

h  t 

^f{x)  dx  =  {h^  a)  Jz-ln  +  {b^a)  y\  dy,  (4) 

welcher   Formel   ein   Integral   mit   beliebigen    Grenzen   in   eia 
mit  den  Grenzen  0  and  1  verwandelt  wird. 

tzt  man  endlich  in  dem  Integrale  rechter  Hand  in  Gleichung  (4) 

=  B,  woraas  für  y  =  0 :  *  =  0,  für  y  ^  1 :  c  =:  oo  folgt,  so 

mit  ROcksicbt  anf  Gl.  (4): 

j«.,^=(.-«)j;[t±^f].^..     (5, 

h  ist  ein  Integral  mit  beliebigen  Grenzen  in  ein  solches  mit 
jnzen  0  nnd  oo  amgestaltet. 

»ige  Vorsicht  wird  bei  derartigen  Transformationen  in  dem 
rfordert,  wenn  die  Auflösung  der  Gleichung  ifi{x)  =  e  mehrere 
für  X  darbietet,  da  nan  die  Frage  entBteht,  welcher  dieser 
in  das  vorgelegte  Integral  zn  substituiren  sei,  Betracht«n  wir, 
in  diesem  Falle  einzuschlagenden  Weg  deutlich  zn  übersehen, 
{x)  als  Gleichung  einer  ebenen  Carve,  and  seien  a:  ^  g*,  (e), 
(<■),  X  =  <f<^  (e),  ...  die  durch  Umkehrnng  dieser  Gleichung 
en  Werthe  von  x  in  Funktion  der  Ordinate  e ,  BO  ist  zi  - 
klar,  dass,  wenn  die  Curve  von  x  =  a  bis  x  =^h  nur  steig , 
ir  fällt  (in  welchem  Falle  t/''(a:)  innerhalb  dieser  GrcnzwerU  s 
sein  Zeichen  nicht  ändert),  einem  jeden  zwischen  e^  =:i}i{i) 
=  !/'(&)  liegenden  Werthe  von  c  nur  ein  reeller  Werth  von  f 
:hen  könne,  und  dieser  ist  dann  in  das  Integral  zn  substituirei . 


Hat  aber   die  Funktion   £  =  if'  ^x)   für    einen  zwisclien  x  = 

(Fig.  32)  und  x=^b  =  OB  liegenden  j-jg.  32. 

Werthvona:,  2.  B.  x:=a  =  OG  ein 

Maximum  oder  Minimum,  CD=\l'{a\ 

so  wird  es  zwischen  .<4^=Ä,  =  t/'(a) 

und  BN^J!^-:=\}j{^b)  liegende  Wer- 

the   von  e   geben ,   z.  B.   e  =:  OP, 

welchen  zwei   reelle  Werthe  von  x, 

Pm  and  Pn,  entsprechen.  Sind  nnn 

diese  beiden  Werthe,  wie  dieselben 

ans  der  Auflösung  der  Gleichung  e^=tli{x)  folgen,  T  =  y,(«), 

von  denen  der  erste  von  e:^AMbis  e^CD,  der  zweite  v( 

bis  e  =  BN  gelten   mag   (welche  Unterscheidung   in   jedem 

Falle  keinen  Schwierigkeiten  unterliegt)  und  zerlegt  man  das 

Integral  folge ndemiaassen : 


P -...m^^\ 

~Ö        A  C 


jf{x)dx  =  jfix)dx-{-jf(x)d 


so  wird  man  in  dem  ersten  x  =qij[e),  in  dem  zweiten  x  = 
sabstitniren  haben,  und  hat  dann: 

jf{x)  (te  =  J  /-[y,  {*)]  <r\{£)  dz  + 1  /-[.y,  (^)]  f-,  {z) 

Der  Vorgang,  wenn  die  Funktion  e  =^  H'i"^)  mehr  als  ein 
oder  Minimum  innerhalb  der  Inlcgrationsgrenzcn  darbietet,  1 
in  einer  Wiederholung  des  eben  dargestellten  Verfahrens  1 
wold  keiner  weiteren  Erklärung. 

Zur  Erläuterung  dieses  Verfahrens  wollen  wir  das  Intcf 


^?(-> 


ittclst  der  Siibstihition  : 


'ansformiren.  Man  findet  leicht,  dass,  für  x=^-^ 


y^" 


=:  sVfii,  wird;  der  einem  Maximum  entsprechende 

kommt  liier  nicht  in  Betracht,  da  sich  das  Intcgrat 
positive  Werthe  von  x  erstreckt.  Wir  haben  demni 


^  a 

=j/("  +  '-)*=j/{"  +  '-)'"+j 


ZU   setzen   und  erlialten    dnrcli  Auflösung   obiger  C 
beiden  Werthe: 


Nun  wird  für  a;  ^  0 :    «  :=  co ;   für  a:  =  1/ 

3;  =  a>:  «:=(k,  und  es  muss  somit  in  dem  1**"  1 
^  =  (»  der  Wertli  a;  =  0 ,  im  2**"  Integral  dem 
Werth  x=<x  entsprcclien ,  was  nur  dann  der  Fal 
wir  in  das  1**  Intcgrat  den  Werth  von  x  mit  dem 
das  2*"  jenen  mit  dem  unteren  Zeichen  einfiiliren. 

J=l\f{:,)(l  --       ''-      -),lc  +  ^    l/'(^)(l 

oder  nach  Vertnuscliung  der  Grenzen  in  dem  erste 
höriger  Reduction: 


Dem  letzteren  Integrale  kann  man  noch  eine 

indem  man  \  e^ — 4«^=;^,  also  -     ^__     —  =;  ti 

setzt;  die  Grenzen  in  Bezug  auf  y  verwandeln   siel 
00,  und  man  erhält: 


«v' . 


i 


,  I 
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f(ax  +  ^^dx  =  ^  f{Vy^~+~üb)  dy.^  (7) 

0  Jq 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  /*(ajc-| —  j=jp|l«ic-|--j  — 'Iah  | 

=  F ia'^x' ■\'-^  ,    so   geht   im   2*«"  Theiie  f[Vy^+^)    über    in 
F0y'^  +  4aö)'^  —  2ö6]  =  ^(3/^  +  2f/ft),  und  man  erhält  daher: 

F  (aV  +  ~)  dx  =r:  ^  lp(t/«  +  2a6)  df^.  (8) 

0  Jo 

Betrachten  wir,  als  zweites  lieispiel,  das  Integral: 


l  'in 

.1 


J  =  I  f{a  cosx  -{-  b  sin  x)  dx , 

Ü 

und  setzen  zum  Behufe  der  Umformung: 

a  cos  X  -^  b  sin  x  =  s, 
^   ergibt   sich   hieraus    als  Bedingung  des  Maximums  oder  Minimums: 

igx  ^=     ,    welcher  Gleichung,    wenn    wir   mit    l    den   kleinsten  Bogen 
a 

bezeichnen,    dessen  Tangente   -  ist,  die  Werthe  .r  =  A,  A  + /r,  A  +  27r, 

a 

etc.  entsprechen,  von  welchen  jedoch  nur  die  beiden  ersten,  als  inner- 
halb der  Integratiousgrenzen  liegend,  in  Betracht  kommen;  für  den 
jten  y^'^^^J^  ^  ejjj  Maximum  =  a  cos A  -j-  ^  sin  A  =  ^a^  ^  b^  =  k,    für 

den  "l^"^  ein  Minimum  =  —  {a  cosA  +  ^  sin  A)=rr  —ya-^  -f.  ^'^  =  —  ^' 
Wir  setzen  demnach: 

X  k  +  jT  2;r 

J=zif{^)  dx  +  JV'(~^)  ^^-c  +  jVC-^)  dx. 
0  l  X  +  it 

Um  noch  dx  durch  <:  auszudrücken,    ziehen    wir  aus  obiger  Glei- 
chung für  js,  indem  wir  durch  a  dividiren,    und  tgA  statt  —  schreiben, 

Jie  Gleichung: 

,-  .        ^cosA       ^ 

und  hieraus : 
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sin  (yl 


X 


j       _       ^^ 

''       —  k  Äsiii(A  — r) 


dz 


Da  nun  sin  (X  —  x)  von  o;  =  0  bis  u:  =  A  positiv,  von  jc  =  i 
bis  X  ^=1  -\-  7t  negativ,  von  x*  =  A  +  ^  bis  o?  =  27C  wieder  positiv 
ist,  so  hat  mau  für  das  1*®  und  S*»*  Intervall  das  obere,  ffir  das  ^i^ 
das  untere  Zeichen  zu  nehmen,  und  erhält  sofort,  weil  für  j:  =  0  und 
==  2/1 :  z  =  a,  für  oj  =  A :  z  =  k,  für  jc  =  A  +  yt :    z  ^=-  —  k  wird: 


Tb 


,7  = 


^' 


■  -  Z' 


somit,  wenn  man  in  dem  mittleren  Integral  die  Grenzen  vertaascht, 
und  die  beiden  äusseren  Integrale  in  eines  mit  den  Grenzen  —  k,  +  /•: 
vereinigt,  und  schliesslich  addirt: 


m 


J  =  I   f{a  cosic  +  6  sinx)  dx  = 


0 


r*  t\z)  dz 

in  x\  rZ.c  =  2  I        , 


.2 


Man  kann  diesem  Integral   noch   eine    andere  Form  geben,    indem 


71. 


man  z  =^k  €\\\if  setzt,  wodurch  sich  die  Grenzen  nach  if  in  —  ~-  und 


7t 


4-   :-  verwandeln ;  man  erhält  dadurch : 
^    2 


f[a  cos  a?  4"  ^  sin  x)  dx  =  2 


wo 


f{k  sin  (p)  d(f , 


(») 


Ä;=ya2'+  b^. 


448.   Bei  der  Entwickelung  des  Begriffes  des  bestimmten  Integrals 

b 

J  l\x)  dx,  so  wie  bei  den  bisherigen  Erörterungen  über  dasselbe,  wurde 


a 


vorausgesetzt,  dass  die  Funktion  f[x)  innerhalb  der  Grenzen  a  und  h 
keine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  erleide.  Nur  unter  dieser  Bedingung 
hat  das  bestimmte  Integral  in  jedem  Falle  einen  bestimmten  Werth 
und  ist  derselbe  durch  die  Gleichung: 


^f{x)  dx  =  F{b)  —  F{a) 


a 


gegeben,  wenn  F{x)  -\-  C  =  (f{x)  dx   das   unbestimmte   Integral   von 
f{x)  dx.  Wird  aber  f{x)  für  irgend  einen  zwischen  a  und  b  liegenden 


'<     K. 
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Wcrth  von  x  unendlich,  so  gilt  obige  Gleichung  nicht  mehr  unbedingt. 


Nehmen  wir  beispielsweise  das  Integt 


dx 

--,  in  welchem  die  Funk- 


tion  f{x)  =       für  den  zwischen  —  1  und  -[-  1   liegenden  Werth  von 
x  =  0  unendlich  wird,  so  gibt  obige  Gleichung : 


— i 


dx 


X 


=  Z(+1)-Z(-1), 


welcher  Ausdruck  unbestimmt  ist  [vergl.  §.  82,  I.  Bd.];  dieselbe  Un- 
bestimmtheit würde  zum  Vorschein  kommen,  wenn  man  etwa  das  Inte- 
gral zerlegen  und  setzen  wollte: 


Jdx I       ^^    i_  1  ^    ^  


0(Q  -f-  00. 


Man  kann  jedoch  von  dieser  Zerlegung  in  etwas  modificirter  Weise 
mit  Yortheil  Gebrauch  macheu,  um  über  die  Natur  eines  solchen  Inte- 
grals Aufschluss  zu  erhalten. 

Ist  nämlich  a  der  besondere,  zwischen  a  und  b  liegende  Werth 
von  ic,  för  welchen  f[i()  eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  erleidet, 
und  bezeichnet  man  mit  e  eine  unendlich  kleine  Zahl,  mit  jtt  und  v 
zwei  positive,  willkürliche  Constanten,  so  kann  man 


«      fM 


I  f{x)  dx  =  lim|  I  f[x)  dx  +  \f{^)  ^^^ 


(a) 


(f 


« 4  rf 


setzen,  jedes  der  beiden  Integrale  nach  obiger  Gleichung  entwickeln 
und  die  Grenze  suchen,  gegen  welche  die  Summe  derselben  bei  un- 
endlich abnehmendem  e  convergirt.  Diese  Grenze  kann,  je  nach  der 
Beschaffenheit  der  Funktion  f{x\  eine  endliche  bestimmte  Grösse  sein, 

b 

welche  letztere  dann  auch  den  Werth  des  Integrals  f/*(a;)  öfo?   darstellt; 

a 

sie  kann  aber  auch  unendlich  oder  unbestimmt  sein,  wo  dann  auch 
der  Werth  des  Integrals  unendlich  ist,  oder  unbestimmt  bleibt;  in 
letzterem  Falle  pflegt  man  jenen  besonderen  Werth,  welchen  das  Inte- 
gral annimmt,  wenn  man  die  unbestimmten  Constanten  /li,  v  der  Einheit 
gleicl)  macht,  den  Hauptwerth  zu  nennen.  Demzufolge  hat  man 
z.  B: 


=  Um[i{~(.e)-'(-0  +  '(+l 
L     1  vej  V 


t,  ilass  —  wegen  der  Willkürlichkeit  der  Grössen  fi .  v  — 
dieses  Integrals  unbestimmt  ist.  Selzt  man  /'  ="  i'  =^  I, 
icli  0  als  Hauptwertii  Jieees  Integrals. 

Was  die  Ausniittclung  des  Wertlies  eines  vorgelegten  be- 
jitegrals  betrifft,  so  bat  dieselbe  im  Ailgcnieirien  keine 
lit,  ivenn  die  unbestimmte  Integration  der  unter  dem  Zoicben 
I  DifferenzialTunktion  aui-gefilhrt  werden  kann.  Ist  nämlich 
-  F(x)  +  6',  so  hat  man  bekanntlich 


^f{x),U  =  P{b)~  F(a). 


ilgcnden    Beispiele    werden    zur    ErlAuIerung    des  Verfahrens 
zugleich  einige  bemerk enswertlic  bestimmte  Integrale  kennen 


tat  bekanntlich: 


dx  1  j:       [        «'-f 

-|-  j;         a  a      J  \  a^  —  x 

f"         dx 


»  +  X'       -la 


I 


Vi- 


er  [Gl.  (3),  §.  Jas]: 


I  ^jf"-^  dz 


i  das  erste  Glied  im  S""  Tlieile  fflr  j:  =  0  und  für  j;  - 


Durch  wieilerliolte  Anwcndunf;  dieser  Formel  golaiigt  iiia 
licli ,  je  iiuchdem  m  gerade  oder  angerade ,  auf  eines  ( 
Integrale : 

f       dX  71        P     .V  <ix 

y~- .-^- y. -■?='■ 

\s  erste  üben  schon  ani 

i     X  (Ix 
Integra!  1      ^  = 

man  daher  in  obiger  (ileicliung,  um  die  beiden  Ffillc  /u  Irei 
mal  2if,  das  andere  mal  'in  -|-  1  statt  uf,  und  setzt  der  I 
n  I,  H  —  2.  H  —  .1,  ...  an  die  Stelle  von  h,  so  erlifiU 
so  erlialteiien  Gleii^liungcn  in  eiiiamler  substituirend: 


von  H'eltben  das  erste  üben  schon  angefnbrt   ist,    das  zweite 
nubeslimmten  Integral  1      =  --  V'        -c"  sicli   ergibt 


1 


j:^"(ij;     _  1  ..-(.D.?.  .  .  (2m  —  3)(2«- 
,1  I  --,>~2.4.(1.8.  ..(2,. --2)2,. 


■.."■»■■U^2.4.,;.S...(2„-212,, 
J„V'l    -    ^">        :i..-,.7.i)...(2«    -  1)(2«-|-  !)■ 

Bezeichnet   man    das  1"  dieser   beiden  Intcgi'ale   mit  .A„,    d. 
Ji\,>\,  so  erliSit  man  durch  Division  beider  Gleichungen: 

.-.    |i.:(.r>...(-j«       1)1  [;(.■.. 7.  ..(■_>«+  \)] _  J,„ 

-2  ■[•_'. 4. .1...             -2«  ||-2.l,t;...  -in  \-f^, 

■;(  _:i.-2.-L4.i;.i; 2k  .  -2«  j 

2  ~i":3."ä.ü".5:7";r.\2«-  i)"(2h""i)(2«  +'iyj, 

Der  Bruch    '-'-  hat   beim   nnendlidien  Wachsen    von  i 

heit  zur  Grenze.     Denn   man  hat,    mit  7*,    ,  das    ähnliche  li 
der  Poten*  .c*""'  im  Zähler  bezeichnend, 

•Tin^i  -2«  Ji„, 

Betrachtet  man  nun  diese  Integrale  als  Summen  und  er 

silmmtlichcn    Elementen    derselben     (wegen    "  -<;  jr  <[ 

\^^  <i  x'"'-'   ist,    so   ist   noihwcnijig   ■/;(«*  i  <C  J»,  <;^  t/'s, 


"r^W^ 


»,♦... 
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1  <  -— ?_  ^  y^—^  »  folglich,  da  lim  f^-  =  1,    auch  lim  =  1. 

v2«  +  l  «/ 2/1  +  1  «'211+ 1  <^2«  +  l 

Aus   dem  obigen  Ausliucke    von   --  folgt  daher,  wenn  man  n  unendlich 


zunehmen  lässt: 


7r_  2   2.4.4.6.6.8.8... 

-*  i..t).O.D*0*f»f*«7«.. 


der  bekannte  W  a  1 1  i  s 'sehe  Ausdruck,  welcher  bereits  in  §.  157,  I.  Bd., 
auf  anderem  Wege  gefunden  wurde. 

Setzt  man  in  den  zuletzt  entwickelten  zwei  bestimmten  Integralen 
(4)  und  (5)  einmal  sinu?,  dann  cosjc  an  die  Stelle  von  ;r,  wodurch  sich 
die  Grenzen  für  die  erstere  Substitution  in  0  und  \  tt,  für  die  zweite 
in   \n  und  0  verwandeln,  so  erhält  man: 


./r 


r.      V..    7          r         .,     ,          1 .3.5.7  .  . .  (2w  — 3)(2«  — 1)   71     ,. 
sm  x^''  dx  =    cosx^»  dx  =  -    ;- i-^ ^ .  — ,  (6) 


0 


J>T 


0 


s" 


I  sin  u;-" + *  d^i;  ^=  I  cos  x- 


2.4.6.8..  .(2«  — 2)2» 
2«  +  i.7,._^^-^-^^-^-    •(^^^*-^^)^^^ 


dx  = 


0 


0 


:-5.5.7.9...(2w  — l)(2w+l)' 


(7) 


Ausdrücke,  welche  man  übrigens  auch  aus  den  unbestimmten  Inte- 
gralen ^sinx^^  dx,  Ijcosx''^  dx  [Formel  (7)  und  (9),  §.439],  unmittelbar 
ableiten  könnte. 


Für  n  =  1  erhält  man : 


iTT 


i^ 


I  sin  x^  dx  =  I  cos  x^  dx  =  ^-~. 


(8) 


0  0 

Mittelst  der  theilweisen  Integration  findet  man: 


J  a  a  J 


— 1  A—ax 


'  r^o;; 


(m) 


nimmt  man   dieses  Integral   zwischen  den  Grenzen  0  und  oo,    so   ver- 
schwindet  das  1^  Glied   im  2**"'  Theile   der  Gleichung,    da   es    sowoV 
für  X  =  0   als   auch   für   a;  =  oo   sich   auf  0   reducirt  (vergl.  §    351 
und  354) ;  man  hat  daher : 


oo 


oo 


I^ 


-ax 


dx 


n  c 

=-  u«-» 

aJ 


e~^  dx. 


0 


h 
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holte  An>venduiig  dieser  Formel  gelangt  man  zuletzt, 
B  positive  Zahl,  zu  dem  Integrale : 


\x"e''"dx=--'  -~i^:^,-'  ■— .  (in) 


I  j"  r-'^dx  =  1  -2.3.4  .  .  .  n.  (11) 

diesem  letzten  Integral  e~^  ^  s,  wodurch  x=^l-~, 

,   und  die  Grenzen  0  und  oo  sioh  beziebungs weise  in 
;hi,  SU  bat  man  aucti : 

J  (l  ^Yde=  1.2,3.4  .  .  .«.  (1-2) 

aber  in  dem  obigen  Integral   (lit)   a  -{-  bi   statt    a, 
so  folgt: 

J  (<*  +  fti) 

=  COB  bx  —  ( sin  bx : 

jsbxdx  —  i  \ x" e ~" sinöx dx ^  .-^''—.--T . 
J  (n  +  fti)"*' 

wenn  «  +  i*  =  r(c08qp  +  '  siny): 

_  1 

i+i       r"+i[cos(n  4-  1 )  ijri  -|-  t  sin  (h  4-  1)(/>J 

co3(«  +  1)  (p  —  i  sin  («  +  1 )  <p 


a''  -\-  b",  <p  ^  arc  tg  — : 

-■cosHm  +  l)arctg- J  — --^sinU»  +  l)arctg-J. 


Substituii't  man  diesen  Wcrth,   so  erhält  man 
<Ier  reellen  und  imaginäreo  Bestandthcilc : 

I  x" e'""'-  cos bx  rix  :=  —-  '-    '^  ^  ^  cos  1  {n  + 

I  ^  e-^  sin  öx  ilx  =  -■-  ■     -„-^-j  sin     (»  + 

Für  n  =  i)  rcducirt  sich  die  Factoneüe    1.2.3. 
Theilen  dieser  Formeln  auf  die  Einheit,  und  da: 

r  6  1  a  r  ^1 

cos  larc  (g-  [  =  -  sm  I  arc  tg-  I 


ist,  so  liat  man : 


Zu  diesen  Formeln  gelangt  man  auch,  wenn  ii] 
Formel  (»),  «  -|-  äV—  l  an  die  Stelle  von  <i  tre 
miltelbar  mittelst  der  unbestimniten  Integrale,  Gl.  (' 
Uebvigens  darf  in  denselben  a  nicht  =^  0  gesetzt 
die  Gl,  (m),  von  welcher  wir  bei  der  Ableitung  a 
nähme  ansschlicsst. 

Aus  der  Gl.  (I),  §.   13t*,  folgt: 

x'"*'  Ix  1        l" 

nun  ist  für  x  =  I  :  x"'  +  '  lx  =  Ü;  für  .c  =  0:  j;'" 
mit    Hilfe    der    in    §.  354    gelehrten  Methode    leicb 


I'-"-" 


X"'}xllX  := I  X"'  dX  =  - 

m  -\-  IJ 


In  §.  442  fanden  wir: 
für  tt*  >  b'^ : 


ja  -\-  h  cosx 

für  (i*  <  ö" : 


6  cos»      Vi,"— „•    V'  +  o— Vi  — otüä« 


a  -\-  b  cosx      yi- 


J^ 


Jo(l  +cosa;) 
Hieraus  folgt: 


«l^v^ 


p         (iE  _  1  _ 

1   fl(I  +cosa;)       a  ' 

Man  kann  in  diesen  Formeln  a  immer  als  |iositiv  bctrac 
im  Gegenfallc  diese  Eigenscliart  durcli  Acndcrung  des  Zei 
ganzen  Integrals    li  erbeige  führt   ivci'deii    könnte;    ist   nan  h  n' 

wird  für  den  Wertli  cos3;:=      der  Nenner  o  —  icosa;'=() 
■■  b 

tritt  innerlialb  der  Integrationsgrenzen  eine  Untcrbrecltong  der 

ein,  wenn  ein  Wertli  von  t  cxistirl,    wclclier  obiger  Gleicliu] 

leistet;    ein  solcher  Wertli  findet  offenbai',    aber  auch    nur  < 

venn  r  <^  b;  hieraus  folgt,  das  für  ein  negatives  b  das  zwei 

unzulässig  wird,  während  das  erste  in  Kraft  bleibt. 

460.  Die  Ausmittelung  des  genauen  Werthes  eines  1 
ntegrals  gelingt  auch  ^ehr  hilufig  in  dem  Falle,  wenn  die  ui 
itegratinti  nicht  ansfQlirhar  ist;  im  Allgemeinen  mflssen  abci 
itegrationsgrenzen  bestimmte  Werthe  haben,  welche  el)en 
er  Funktion  unter  dem  Integralzeichen  besonders  enlspre 
irzüglichstcn  zu  diesem  Zwecke  zu  Gebote  siebenden  Hilfsmi 
ir  im  Folgenden  kennen  lernen. 
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Eine    der    fruchtbarsten    Methoden    zur    Answerthung    bestimmter 
'Integraleist  die  Differenziation  unter  dem  Integralzeichen. 

b 

Der  Werth  eines  bestimmten  Integrals  f /'(a?)  dx   hängt   bekanntlich  nur 

a 

von  den  Werthen  der  Integrationsgrenzen,  und  den  etwa  in  f{x)  vor- 
kommenden Constanten  ab,  und  kann  mithin  als  Funktion  dieser  Grössen 
betrachtet,  und  nach  einer  oder  der  andern  derselben  differenzirt  werden. 

Ist    demnach    a    eine    in    f{x)    erscheinende    unbestimmte    Gon- 
staute,  und 

b 

f{x,  a)dx  =  (p{a),  (l) 

a 

wobei  wir  zunächst  voraussetzen  wollen,  dass  die  Grenzen  n  und  h  von 
c(  unabhängig  seien,  so  können  wir,  da  die  Gleichung  für  jeden  Werth 
von  a  oder  wenigstens  für  alle  Werthe  innerhalb  gewisser  Grenzen 
besteht,  a  +  Ja  statt  a  setzen  und  erhalten  hiedurch : 

b 

f{x,  a  +  ^cc)  dx  =  q>[a  +  ^ß) » 

a 


I 


J 


und  durch  Subtraktion  beider  Gleichungen: 

b 

J  [/"(^i  cc  +  Ja)  —  f{x,  a)]  dx  =  ff{a  +  Ja)  —  qp(a) 


a 


woraus  durch  Division  mit  Ja  die  Gleichung: 

f{x,  a  +  Ja)  —  f{x,  a)  ^   _  y  (g  +  Ja) 


Ja 


dx 


<p{a) 


Ja 


sich   ergibt.    Der  Zähler   linker   Hand   lässt   sich   mit  Anwendung  der 
Taylor 'sehen  Reihe  in  folgender  Form  schreiben: 

f{x,  a  +  Ja)  —  f{x,  a)  =  Ja  /"„  (o?,  a)  +  ^  Ja^  T«  (^,  «  +  6  ^a), 

wo    6    einen    positiven    echten  Bruch   bezeichnet   und    der   den  Zeichen 
f\  f"  beigefügte  Buchstabe  a  bedeutet,  dass  diese  Differenzialquotientc 
nach  a  genommen  sind.    Hiedurch  verwandelt   sich   aber   die  vorherge 
hende  Gleichung  in  folgende: 

P  Cb 


"n  (-.  «  +  6  Ja)  ä.  =  ^S-  ±ÄZ-.?i«) 
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welche,  wenn  wir  z/a  unendlich  klein  werden  lassen,  übergeht  in: 

rb 


da  da  ^ 

ja 


im  I  ^a  I    f'a  [x,  Of  +  6  /ja)  dx  j  . 

Ja 


Ist  nun: 


lim  \/la  \  f'u  («,  a  +  6  z/a)  ^  I  =  0 ,  (w) 


so  folgt  ans  der  letzten  Gleichung: 

■ 

;  [^n^^iAa^^'^m,  (2) 

F  ]         da  da  ' 

d.  h.  um  ein  bestimmtes  Integral,  welches  eine  unbestimmte  Constante 
a  enthält,  nach  dieser  Constante  zu  differenziren,  genfigt  es,  die  Funktion 
unter  dem  Integralzeichen  nach  dieser  Constante  zu  differenziren,  vor- 
ausgesetzt, dass  die  Bedingung  {m)  erfüllt  ist.  Dies  ist  aber  immer  der 
Fall,  wenn  die  Grenzen  a,  h  endliche  Grössen  sind  und  gleichzeitig 
f"a{pi^  «)  von  X  =  a  bis  x  =  b  nur  endliche  Werthe  hat;  denn  ver- 
möge der  Gl.  (5)  [§.  446]  ist  das  Integral : 

Jr«(a:,  a  +  6Ja)dx  =  {b  --a)r«[«  +  6  (6  —  a),  a  +  öz/«], 

a 

und  hat  demnach  unter  den  obigen  Voraussetzungen  einen  endlichen 
Werth,  daher  das  Produkt  desselben  in  die  Grösse  Ja  mit  Ja  selbst 
gegen  0  convergirt.  In  jedem  anderen  Falle  bedarf  es  einer  besonderen 
Untersuchung,  ob  die  Bedingung  (m)  erfüllt  ist. 

Man   sieht   leicht    ein,    dass  eine  solche  Differenziation  im  Allge- 
meinen beliebig  oft  wiederholt  werden  darf,  dass  also  allgemein: 

^v(^» «)  ^^  ^  ^'  y  (^) 

da^  ^a'* 

Wendet  man  nun  dieses  Verfahren,  welches  man  mit  dem  Namen : 

ifferenziation  unter  dem  Integralzeichen,  bezeichnet,  auf 

in  bereits  bekanntes  Integral  an,    so  ist  klar,    dass  jede   neue  Diife- 

3nziation  desselben  in  Bezug  auf  eine  darin  vorkommende  willkürliche 

ODStante  den  Werth  eines  neuen  bestimmten  Integrals  liefert,  welcher 

^uf  anderem  Wege  vielleicht  nur  schwierig  zu  erhalten  wäre. 
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Dio  Formel  ('2)  eifordert  oine  ErgSnznng  in  ä 
Gren/Rn  a  und  h  Funktionen  von  t<  sind.  Setzt  m 
Intcgi'al:  \f{x.  a)dx  =  F{x,  a),  so  hat  man  i 

jf{x,  a)  dx  =  F{b,  ß)  -  F{a,  < 

somit,  nenn  a  und  h  von  a  ablijlngig  sind: 


dF(b,  a)  j_  dF{b,  a)  ab    _  dF{a, 
db      '  da  da 


tlF(b,  a)      dF{a,  a)      „   -, 

ca   ist   aber   — -■; — ' —    — ^^ offenbar    das    i 

da  da 

Integrals,    nacli    a   so   genommen,    als   ob  a  und  b 

unabliflngig  «Uten;  mithin  zufolge  der  Gl.  (I)i 

dF{b.  «_)   _  dF{a.  a)  _  Uf{x,  a) 


ferner    hat    man  wegen      ---^-         =:Lf[x,  «):    - 
''- 1°;  "' = /■(«,  n),  folglicli; 


^jn«,  „),i,=  ['"'2°' .''  +  /■((., «) 


Folgende  lieisjiiele  m5gcn  KUr  Erlflutcrung  dien 
Man  findet  leicht  auf  gewöhnlichem  Wc^e: 


und  hieraus,    indem  man  hcidcrseils  n-mni  hinlci 
fl  differcn^irl   [vergl.  §,  327) : 


Ha-  \a  +  »•/ 

#  /  1  \  _  l.3.l,...{-2n-i) 


,    1.2.3...« 


i:- 


_  I  .  3 . 5  .  .  .  (2«  -  1 ) 1_       -. 

~  1  ."a.3V4  .  V".""«  ""  '2'a-yH  ' 

_  1 .  3 . 5  ■  .  ■  (2«  —  1)        ?r 

"2.4."(;  ..  .    ""2«        ■  2«"  Vo  ' 


Aus  der  Gleichung:  1   „  ■ — ;=     arctg       folgt: 

J^a^  +  x"       ia' 

differenzireii  wir  uach  a,    wobei  von  der  Gl.  (3)  Gebrauch  zu 
ist,  da  die  obere  Grenze  Ton  a  abhängt,  so  kommt : 

]^{a''  +  x^f~^  '2a^  4a''     '    "J^K  +  a:*)*         8a 

Wir  sind  in  diesen  Beis)iielen ,  welche  zu  vermehren  unnö 
von  bereits  bekannten  Integralen  ausgegangen  und  durch  Differe 
zu  neuen  Integralen  gelangt. 

Die  Operation  kann  aber  auch  auf  ein  vorgelegtes  noc 
kanntes  Integral  mit  Erfolg  angewendet  werdeo,  wenn  die  I 
ziation  unter  dem  Zeichen  f  auf  ein  bekanntes  Integral  fahrt,  l 
das  Integral: 


.j;r.»... 


~dx 

i  finden,  differenziren  wir  nach  a,  und  erhalten: 
'^-  =  -jV-sinte  ^  =  -  ^-^^-,  (Gl.  (16), 


Zur  KeniitnJRs  der  Oonstanle  C  vcrbilft 
Inlegral  J  für  t  =;  0  verecliwinflet;  mithin  f 

cliuiifr  n  =  —  arc  Ig  00  -j-  C.    somit  ('  =  - 


-  arc  tß     ;  es  ist  also 


,Jj.-^. 


J  = 
7u  bcslimmeii,  so  erhält  man,  nach  «  differeii 


wo  keine  Conslanle  beizufügen    ist,    weil    J 
Es  ist  also 

I 

f'(f-l)j-J^^  !''(>"■      l)dj 
J.  "  J.  '" 

folglich 


JJ 


Retrachlen  wir  noch  das  Integral : 

J  =  p(l  +  2  «<-os,T  +  . 
iluridi  Differenziation  nacli  a  ergibt  sicli : 
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da  I    1  +  2  a  cos  a:  +  a 

nan  hat  man,  die  Formeln  (5)  und  (1)  in  §.  442  in  Anspruch  nehmend  : 

r         cosa;  -|-  ö  X        a^  ~-  [  t  dx 

Ir^  2a  cosat -H  rt*       "2«  -la      1 1  +  2a  cosir  +  a* 

—  _  .  j ..  --^- .  -..     _.  arc  ff  I  l'    -      -  „  tR  -3:1 ; 

2a^      2«        V(|  +  „=):<-  4«^         H^    1  +a^+2«   ^2    J' 

es  iat  aber: 

y[[+~„Y--  4o''=V(l  -  a')*  =  ±  (1   -  a«), 


wo  das  obere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  wenn  a  <C  U  ^Ets  untere,  wenn 
«^1,  weil  die  Formel  die  Substitution  der  positiven  Werthe  dieser 
Wurzelgrüssen  erbeisclit;  wir  erhalten  also  für  den  ersteren  Fall: 

I        cosa;  4-  a  ,  x        1        ^    /i  —  al\  ^, 

I    -      ^  dx  t= arctff  l  -      -  ta     x)  ,  a  <^  1, 

II  +  Socosa:  +  n'  2a       n  *'\l  +  n^2    /'       ^    ' 


I 


«  +  cosa; 

1  -|-  2ncosa;  +  «' 


grals  von  a  unabhängig.  Für  a  =  0  wird  aber  /  =  0,  folglich  iat : 

rz(]  +  2o  eosa:  +  a*)  dx  =  0,  a<  1.  (9) 

Ist  o >  1,  so  setze  man  a=  - ,  wo  et  <[  1,  und  es  wird 

7=r,(,+?=?+-L)^=r,(i+i?i^+_"_'),, 

=fl{'  +  2"  CO»»  +  o>)  ()i  ~  ;(o')rii, 
thiD,  da  zufolge  der  Gl.  (9) 


ri{\ -\-2acosx-{-a^)(lx=0,  und  /{«*)  rrfar  =  jr  . 
ist, 

r?{l  +  2aco5x  +  a^)dx  =  7c  l{a%     a 

Setzt  man  tt  —  a;  an  die  Stelle  von  x,  bo  folgt 

i" l{i  —  'ia  cosa:  +  «*}  da;  =  0,     o  < 

ri(l  —  2ocosa!  +  n^)dx  =  7t  Ha^), 
Für  a  =  l  erhält  man  aus  allen  diesen  Formel 

Cl{l  +  cosx)dx  =  Ct(l  —cosx)dx  = 

oder,  nenn  man  2x  statt  x  schreibt,  wodurch  die  Gre 

sich     verwandeln,     and     beachtet,     dass     1   -{■  coi 

1  ^  cosäa;  =  2sina;'; 

fi"  ri"  ■  1 

I      t  (cos  a;)  (ii  ^=  1      /  ( sin  x)  (Ix  =  ^   - 

Die  hier  liehandelten  üeispiele  stellen  übrigens 
sten  Fall  dar,  welcher  bei  diesem  Verfahren  eintret« 
durch  einmalige  Differenziation  sogleich  zu  einem 
Integrale  gelangt;  weit  häufiger  wird  man  im  Stande  s 
holte  Differenziai  ion  eine  Relation  zwischen  dem  Int 
Oifferenzialqnotienten,  d.  i.  eine  sogenannte  DifTerenzialgl 
deren  Integration,  wenn  sie  ausführbar  ist,  sofort  de 
gelegten  Integrals  kennen  lehrt. 

461.  Eine  nicht  minder  ergiebige  Quelle  bestim 
die  Methode  der  Integration  unter  dem  Inl 
Ist  u  9  ml  ich: 

£c(x,  <.)«.  =  yw, 

so  hat  man.  beiderseits  mit  da  multiplicirend  und  int 
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Richtigkeit  iler  Gleichung  (n)  überzeugt  man  sich  leicht, 
eeelbe  nach  Vorschrift  des  vorigen  §.  nach  a  differcnzirt, 
wieder  zor  Yorhergehenden  Gleichnng  [m]  gelangt,  vor- 
Lss   die   Integratiousgrenzen   von  a    nnabhilngig  sind.     Ist 

b 

Stande,  das  lalegra-l  \(p[a)da  ^\daff[x,  a)  dx  sowohl 
iütegral  ^l'{x,a)da  herzustollen,  so  hat  man  damit  auch 

b 

es  nenen  bestimmten  Integrals:  (dx(f'(x,  a)da  gewonnen. 

;ratioD  nach  a  wird  man  zwischen  schicklichen  Grenzen 
telligeu,  nnd  erhält  dann: 

,)da=f^dafj{x,  a)dx=^dxfjix,  a)  da.         {p) 

)le:  Man  hat  für  a  >  1 : 

I  x"-'  dx  =    ; 
Jo  a 

in  beiderseits  mit  da  nnd  integrirt  nach  a  von  n  ^  c 
kommt: 

-■— '  da :=  — .— ,   also  |   j;""'  da  =^  — -■■-■■ ist : 

Ix  Jt  Ix 

i.      -u'--"  =  '.-  (') 

(■"  1 

Gl.   I    e^"' dx  :=     ,    folgt   auf  dieselbe   Weise,    indem 

lultiplicirt  und  von  a  =^  c  integrirt : 


I-^ 


w 


:itution  x=  —  t^   verwandelt   übrigens,    wie  man  leicht 
Integral  in  das  obige  (I). 


l+-2«cosx  +  a*).iK=0,  und  HO]  <l*=^  rjr  11*^  ' 


r^l  +  2aooaa:  +  a')  (fj^  =  Jf  l\n-^">. 


%        S-^ 


«   ? 


Setzt  man  n  —  a;  an  die  Stelle  von  x,    ^.^%.%:       ^ 
J    ((1  ~  2a  eosJ  +  a')  4-^  <=     S-  ä     , 


j: 

'/{I  -  2a  COS. 

'  +  / 

II 

Uli  ? 

tet- 

Für  0  =  I  erhält  man  > 

der,  wenn  man  Ix  '     g     ^ 
ch    verwandeln          | 

>  ( 
■  1 

f 

^=        .^^ 

1^1  %  1 

"S- 1-  f  ff. 

—  cos23r  =  ' 

', 

-  v») 

t^            = 

1     .0  ert 

■J0^ 

^-J-'  —  e-"* 

<!«  = 

r«=». 

—  '2'^»'^' 

yr^ 

Jo          * 

fJ"^    ■ 

1  »■-^ 

r 

CO,., 

l;c= 

— =1'?^ 

j  jurch  Subtraktion  dieser  Gleichun^^  -^^ 

:«:»     = 

e-i_ 

_e^»_(c-«- 

„e-"* 

)«:s«zz» 

id  hieraus  für 

«  =  00,  c  = 

0: 

"e-^ 

—  cos. 

5       -^ 

f.^x=    =»■ 

Bei  einiger 

Aufmerksamkeit  auf 

lonen,    dass    diese    Methode 

der    Ä---^^' 

=       ^....ä"" 

;entlich   nichts   anderes  ist ,    als   A  .■- ' 


r 


«■^^*. 


2^5 
bekannten  Satzes,  welchem  zufolge  die  Ordnung  der  Integration  in 
einem  Doppelintegrale;  )f/*(^,  a)  dx  da  im  Allgemeinen  willkürlich, 
und  somit 


I  da  i  t\x,  a)  dx  z=z  idxi  f{x,  a)  da 


ist.  Hieraus  entsteht,  wenn  wir  die  Integrationen  zwischen  bestimmten 
Grenzen  bewerkstelligen,  etwa  von  a  =  A  bis  «  =  fi^  und  von  x  =  a 
bis  X  =  b,  die  obige  Gl.  (p) : 

da  I    f{x,  a)^dx=  1    dx  l   f{x^  a)  da\ 

and  man  sieht,  dass  ein  bestimmtes  Doppeliutegral  —  vorausgesetzt, 
dass  die  ümkehrung  der  Integrationsordnung  gestattet  ist  —  jederzeit 
zur  Kenntniss  des  Werthes  eines  einfachen  bestimmten  Integrals  fuhrt, 
sobald  bei  der  einen  Anordnung  nur  eine  Integration ,  bei  der  andern 
Anordnung  aber  beide  Integrationen  ausführbar  sind.  Von  dieser  Vor- 
aussetzung sind  wir  aber  eben  im  Eingange  dieses  §.  ausgegangen. 

üeber  die  Zulässigkeit  der  Ümkehrung  der  Integrationsordnung 
werden  die  folgenden  allgemeinen  Bemerkungen  über  bestimmte  Doppel- 
integrale Aufschluss  geben. 

452,  Ist  /'(ic,  y)  eine  Funktion  zweier  von  einander  unabhängigen 
Veränderlichen  x  und  y,  so  hat  man  nach  §.  417,  wenn  d  eine  unend- 
lich abnehmende  Zahl: 

f{x^  y)  cix  = 
.'tt 

lim d  [t\a,  y)  +  /(a  -f  (J,  ^)  +  /"(a  +  2(J,  y)  +  . . .  +  f{h  -  J,  y)] ; 

diese  Grösse  wird  nunmehr  blos  eine  Funktion  von  y  sein;  bezeichnen 
wir  dieselbe  mit  fp{y),  multipliciren  sie  mit  dy  und  integriren  von  a 
bis  ß,  so  erhalten  wir,  unter  e  wieder  eine  unendlich  kleine  Zahl  ver- 
standen : 

r  (p  {y)  dy=\dy\  f\x,  y)  dx  = 

Ja  Ja       Ja 

\ms{(p{a)  +  (p{a  +  g)  +  g)(a  +  2«)  +  .  .  .  +  f{ß  —  ^)}i 
.  i.  wenn  wir  für  (p{a),  (p{a  +  «),  etc.  die  Werthe,  nämlich: 

rr(«)  =  lira(J{/-(a,  «)  +  /^(a  +  (J,  cO  +  ...  +  /-(&-(J,a)}, 
(«+€)  =  lim(J{/-(a,  a +  «)  +  /-(« +  (J,a  +  «) -f.. .+  /'(6  —  cJ,a +  fi)}, 


-:"iir^ 


^U^ 


l. 


/       -l 


1 
■f. 


n 


■<■* 


K. 


u.  B.  w.,  einsetzen: 

[     f{a,a)  +  f{a  +  Ö,a)  +  ...  +  f{b^Ö,a) 
,   \  + f{a,a  +  e)  +  fia  +  d,a +£)  +  ... +  f{b - 
lim  Je  1  1 

\  +  f{a,ß-s)  +  f{a  +  d.ß~E)  +  ...  +  nb-~ 

Das  bestimmte  Doppelintegral  ist  daher  der  Grenzw 
Silmmtliclier  unendlich  vielen  Werthe,  welclie  die  Grösse 
annimmt,  wenn  man  für  x  und  tf  alle  Combiuationcu  vo 
setzt,  welche  diese  Grösaen  Kwischeo  den  Integrations 
laufen,  und  nuter  dx  und  dy  die  constanten  nnendlich 
schiede  dieser  Werthe  versteht. 

Wir  haben  im  Obigen  zuerst  nach  x,  dann  nach  y  i 
wir  in  umgekehrter  Ordnung  vorgegangen,  so  hftttcn  wi 
(l)   links   das  Integral  I    dxi  f{x,  y)  dy  erhalten,    red 

dieselbe  Summe  wie  in  Gl.  (I),  nur  mit  dem  Untersch 
vertical  unter  einander  stehenden  Glieder  die  borizouts 
bildet  hätten,  wodurch  aber  der  Werth  der  Summe  off 
ändert  wird;  es  ist  demnach 

und  diese  Gleichung  spricht,  wie  man  sieht,  die  Znläss 
kehrung  der  lutogrationsordnung  in  einem  bestimmten  Doj 

Der  Satz  erleidet  jedoch  eine  Ausnahme,  wenn  ent' 
grationsgrenzcn  nicht  constant,  sondern  Funktionen  von 
oder  wenn  die  Funktion  f(x,  y)  fQr  ein  zwischen  d( 
grenzen  liegendes  System  von  Wcrthen  der  Verfinderlif 
continuirlich  wird;  in  beiden  FAIIen  ist  die  Umkebrni 
tionsordiiung  Im  Allgemeinen  nicht  gestaltet. 

In  Bezug  auf  den  erstereu  Punkt  bedarf  es  keine 
weises:  denn  man  sieht  auf  der  Stelle,  dass,  wenn  etwa 
beziehenden  Grenzen  o  =  m,  ji  =  v  Funktionen  von  x 
Doppelintegrale 

,  y)  rfy 

die  Ordnung  vorgeschrieben  und  zuerst  nach  y  zu  integi 


i"!.''''^ 
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ein  solches  Doppel  integral  niit  veiSnderliclicn 
n  anderes  mit  coDstaDtcn  firenzen  verwandolt 
].  Zu  diesem  Belinfe  setze  mau  j  =:  m  +  (v  —  w)  £■, 
i  eine  neue  Verftuderlinhe,    so  sind  die  Grenzen 


n  statt  ^  wieder  >}  schreibt: 

=£ (1^  - «)  AeJViJ^, « +  (<-  ■-  ^)ii\  d,j.  (3) 

)  Funklioii  f(x,  y)  fQr  ein  zwischen  den  liile- 
los  System  von  Werthen  von  x  und  y  eine  Untcr- 
[,  so  ist  die  Gl.  {2)  cbcnTalls  unznlassig,  wie 
mg  erhellt. 

=  'f  (-^^  y).  J/'U  y)  <ix  =  "/'(■«■  y)^ 

y)d!,=  ,f{jC,  ß)      -fix,  «), 

(»0 

y)dx=xf{lK  y-]     -  ./.(«.  y), 

nimmt  darnh   Substitution  dieser  Ausdrücke  fol- 

-  fU  «)l  =  J^<'/['/'(''.  y)  -  "■(",  y)\-    (4) 

^'unktion  /(.r,  j)  erleide  eine  Unterbrechung  der 
mi  der  Wcrthc  jc^c,  y=:-/,  so  haben  wir 
,    44»   an   die  Stelle   der   Gl.  (4)   die   folgende 

y)  ---/'(«. /')  +  'Mi',^)-'/'(f  +  ^,y)], 

^enommcneu  Integrale  in  je  zwei    zwischen     den 
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Grenzen  a  und  c  —  e,  c-\-ii  und  h  /.erfällt  sind, 
da  nunniGlir  in  keiDeni  der  liilegrale  der  letxteD  G 
brechung  der  Stetigkeit  eintreten  kann ,  indem  di 
nur  dann  discuntinuirliuli  wird,  nenn  gleiulizeiti 
wird.  I>cr  zweite  Tiieil  der  letzten  Gleichung  Ifii 
gender  Form  schreiben : 

und  man  erhält  somit,  wenn  mau  e  gegen  die  Grenz< 
wodurcii  der  1 .  Theit  der  Gleichung  sich  auf  j  ilx  | 
zu^mmcuzieht : 

£,t.[.f{*,  ,ii)-,p(j,,  o)i  = 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichnng  (»t): 

J    dxj'  f{j^,  p)dff  --  l    dtijf{x,y)dx  = 

=  !imi   ä}/[-i{i{c--£,  y)  — 

Hieraus  folgt  nun,  dass  im  Falle  einer  innerhi 
grenzen  eintretenden  Discontinnität  der  Funktion  i 
linker  Hand  stehenden  Integrale  nicht  mehr  gleicht 
die  Grosse 

J  =  \\m^^dlf[\!'[c  —  e,  y)  —  xp[c  + 

'i: 

thepi 
so  k 

\J'~J_d  — l l      '^    J 


von  einander  verschieden  sind. 

Ein  Beispiel  liierza  bietet  das  Doppelintegral 

in  welchem  die  Funktion  f{x,  y)  für  das  Werthepi 
unendlich  wird.  Integrireu  wir  zuerst  nach  y,  so  k 


;riren    wir    aber    in    uiiigekeltricr  Ordnung, 
>o  haben  wir 

glich 


lotegriren    wir   aber   in    uingekebricr  Ordnung,    /.uerst  nach  x  be- 
ginnend, so  haben  wir 


l  +  !/''' 


Beide  Integrale  sind  also  verschieden,  und  ihr  Unterschied  J      J' 
J  =  'ijf.  Denselben  Werth  füi-  diese  Differenz  gibt  die  Formel  (G); 


J  =  lim  r '  .ly  \-  ^^,  +  -,£—1  =  Ihn  '2  [ '    /^^- , 
=  lim  2  I  arc  tg arc  tg  -  -  I  =  2^  ■ 

Das   hier  Gesagte   gilt  anch   in   Bezag   auf  drei-   and    mehrfache 
Iteslimmte  Integrale.  Das  dreifache  bestimmte  Integral  z.  B. : 


'     '  I  '  f{x,  y,  *■,)  dx  dy  dz 


ist  als  die  Grenze  der  Snmme  sämmtlicher  Werthe  zu  betrachten, 
welche  ans  der  Grösse  ({x,  y,  z)  dx  dy  äz  hervorgehen,  wenn  man  für 
£,  y,  z  alle  Combinationen  von  Werthen  innerhalb  der  lutegrations- 
grenzen  eingesetzt  denkt.  So  lange  diese  Grenzen  constant  sind,  und 
uinerhalb  derselben  die  Funktion  f{x,  y,  e)  nicht  discontinnirlich  wird, 
ist  die  OrdDDDg  der  Integration  eine  ganz  willkfirlichc. 


458.  Betrachten  wir  nun  das  Integral 


multiplicireo  wir  dasselbe  mit  einem  anderen  von  derselben  Form, 
welchem  nur  y  statt  x  gesetzt  ist,  so  erlialten  wir,  da  der  Wertli 
Integrals  von  dem  Namen  der  Veränderlichen  unabhängig  ist; 


Product  iiweier  eiufacher  Integrale  I   f{x)  dj:,  r  ({i{y)di/  mit 

iliiitegrale  I  I  /\:c)  r/i  (^)  ^  ^jr  gleichbedeatend  ist,  wenn  die 
:s  erstercii  von  ^,  jene  des  zweiten  von  x  unabhängig  sind, 
ch  sogleich  aberzengt,  wenn  man  sich  fflr  jedes  dieser  drei 
eil  entsprechenden  Summeuausdruck  gesetzt  denkt. 

wir  in  obiger  Gleichung  1/  =  xt,  wo  (  eine  neoe  Verän- 
ideutet,  in  Bezug  auf  welche  die  Grenzen,  wie  man  sieht, 
leiben,  so  wird  di/  =  xdt  und 

=  1"  I'   c--^<'*'''>  dtxäx  =  j"  dtj  e-'"(i  +'■)  jrda;; 

lion  nach  ^  kann  nun  ansgefahrt  werden;  es  ist: 

sdruck,  zwischen  den  Grenzen  0  and  «  genommen,  in 
sich  verwandelt;  hierait  wird: 


j_l^r°°_rf(__j( 
"2)    1  + (*"■*' 


\^e--' dx  =  iV  ;r  ,  (l) 

bAiitigen  Anwendungen   wegen   sehr    wichtiges  Integral.    Mit. 
luf  §.  446,  Ö)  folgt  hieraus: 


'  i?j;  =z  2  I    (■   ■^'  dx  ^  y  n 


I  ax  statt  X  schreibt.: 


ieht  leicht,  dass  der  eben  betretene  Weg  nur  bei  den  Greni 
;um  Ziele  fnhrt;  sind  eine  oder  beide  Grenzen  von  0  » 
ndliche  Zahlen,  so  Iflsst  steh  der  Werth  des  bestimm 
ir  in  Form  unendlicher  Reihen  gewinnen.  Bei  der  Wicbtigb 
rals  wollen  wir  einige  derselben  hier  anfahren. 
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Entwickelt  man  die  Funktion  e^'^*  nach   der  Exponentialreihe,    so 
erhält  man: 

^       —^        ^    -^  13        1.2.3  ^  •     ■' 

und  hieraus,  von  0  bis  t  integrirend : 

PI  t^  fi  f  t^ 

£.-^  =  ^--3  +  2,5— 3,7  +  419— •■•'         W 

eine  zwar  jederzeit,    aber   nur   für  kleine  Werthe   von    t   hinreichend 
rasch  convergirende  Reihe. 

Nach  der  Regel  der  theilweisen  Integration  hat  man: 


Je-''  x^dx=~  c-''  +  ^  J  e-''  x^  dx. 
Je-'" x^dx  =  ^  e-''  +  |j<^ ''^'  ^^  ^^ » 


•    c-*'  rr«»-2  ax  = .- e-''  +  ,,,         , ,    ^'-''^'  «*"  dx, 

J  (2n  —  1)  {2n  —  1)J 

folglich,  wenn  man  für  jedes  Integral  rechter  Hand  seinen  Werth  aus 
der  folgenden  Gleichung  substituirt,  und  schliesslich  das  Integral  von 
0  bis  t  nimmt: 


3    5.7  "^'" 


H ^-4- nH 7. -r.. N      e'^'x^^dx.  (5^ 

^1.3.5.   .(2w  -  1)J^  1.3.6... (2w—  l)Jo  ^    ' 

Diese   Reihe   convergirt    ebenfalls    für    jeden   Werth    von    t,    und 

rascher  als  die  obige,    ist  jedoch    auch  nur  für  kleinere  Werthe  von  / 

brauchbar.    Der  hier   betretene  Weg,    um   zur   Reihenentwickelung   zu 

(relangen  —  nfimlich   durch    successive    theilweise  Integration  —  bietet 

)T  den  Yortheil    dar,    dass   man    den  Rest   der  Reihe    kennen    lernt, 

d  dadurch  ein  Mittel  zur  Schätzung  des  Fehlers  erhält,  welchen  man 

jeht,  wenn  man  die  Reihe  bei  irgend  einem  Gliede  abbricht;    dieser 

est  ist  hier 

2»!  p/ 

1.3.5...(2n  —  l)Jo 
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wendet  man  auf  das  in  diesem  Ausdruck  vorkommende  Integral  den 
im  §.  44t],  i))  ausgesprochenen  Satz  an,  indem  man  y(a;)  =  c"**, 
y  (a;)  =  x^"'  setzt  und  beachtet,  dass,  innerhalb  der  Grenzen  0  und  t, 
c'~''  der  kleinste  und  1  der  grösste  Werth  der  Funktion  (f{x)  ist,  so 
findet  man  sogleich,  dass  der  Werth  des  in  Rede  stehenden  Integrals 
zwischen  den  Grössen 


fin 


+  1 


"In  +  1 


und 


/2h +1 

2w -M 


o-r- 


liegt ;  es  besteht  daher,  wenn  die  Reihe  mit  dem  Gliede  -  -  , 

1.3.r>...(2« 

abgebrochen  wird,  für  den  begangenen  Fehler  7?„  die  Relation: 


1) 


2»  ^2«  +  l 


i.3.r>...(2i2  -h  i) 


€' 


<Jin< 


2"  <*"  +  ! 
1  .3.7>...(2w  +~1)* 


Zu  einer  für  grossere  Werthe  von  t  brauchbaren  Entwickelung 
gelangt  man  auf  folgende  Weise.  Man  hat,  gleichfalls  nach  dem  Satze 
der  theilweison  Integration; 


I  e-*'  ^^  =  J  —  •  ^"^^  xdx  = 
C  e-^'  dx         f  1  ,      , 


r  e-'^^  dx  _  C  \ 
J       x'        "~  J  X'^  ' 


-x^ 


2ic 


e~  *■'  xdx  =  -  - 


2x^  "' 


0/^5 


X* 


1  Ce-'-d^ 

2  J   ^^^  ' 


3  Ce-^'  dx 


2x 


Ce-^'  dx 

5  r  e~'^*  dx 
2J  ~x^  "' 


u.  s.  w.,  somit: 


J  ^       '  ^  ""        "2x  L     '  2x'  "^  (2x^Y     '  (2i«¥  "^  ' " 


1.3.5...(2n  —  3)1      1.3.5...(2n  —  1 

—  (2x^Y^^        ~J  "^  2» 


,-flr» 


dx 


X 


2n 


Nimmt   man    dieses   Integral    zwischen   den  Grenzen  x  =  t  und  x 
=  00 ,  so  folgt : 

Ji  ^         ^~  ~ii  L      " 2>  "^  (2/^)«         (2^2)3~  +  •  •  • 

1.3.5..^2n-3)l 

— "        (2/'^)"-i  J  "*■      "' 


wo  der  Rest 


Nun  ist: 


1.3.5.,.,(S«-.-!)-l 


1.3.5 

{■i<')'        (2I<)-   " 


^ 


Was  den  Rest  R„  betrifft,  »o  findet  man  aur  dem  oben  betretenen 
Weg  oline  Schwierigkeit : 

der  Felller,  welchen  man  begehl,  wenn  man  die  Reilie  bei  irgend  einem 
Gliede  abbricht,  ist  also,  wie  man  sielit,  immer  kleiner  als  dos  letzte 
mitgenommene  Glied.  Die  Kenntniss  der  Fehlergrenzen  gestattet  nun, 
voll  obiger  Reihe  zur  Ftcrcehnuiig  des  Integrals  bei  grösseren  Wertlien 
von  f  Gebrauch  7,u  machen. 

Die  Reihe  divergirt  n&mlich,  wie  man  leicht  findet,  fdr  jeden 
Werth  von  f;  allein  wenn  '  ]>  1,  so  nehmen  die  Glieder  Anfangs  ah, 
und  zwar  nm  so  rascher,  je  grösser  /,  erreichen  ein  Minimum,  und 
nehmen  von  da  an  fort  und  fort  zu.  Bricht  man  daher  die  Reihe  — 
gemSss  der  obigen  Bemerkung  —  mit  dem  kleinsten  Gliede  ab,  so  er- 
lialt  man  einen  genäherten  Werth  des  Integrals,  dessen  Fehler  kleiner 
ist  als  dieses  letzte  noch  mitgenommene  Glied. 

Man  pflegt  dergleichen  Reihen  halbconvergente  Reihen  zu 
nennen;  ihr  wesentlicher  Character  besteht  darin,  dass  das  Ergfinznngs- 
glied  oder  der  Rest  Ii„,  ä.  i.  die  Summe  aller  auf  das  n**  Glied  fol- 
den  Glieder  der  Reihe  mit  zunehmendem  n  Anfangs  abnimmt,  für 
en  gewissen  Werth  von  n  ein  Minimum  erreicht,  und  von  da  an  fOr 
ussere  Werthe  von  n  fort  und  fort  zunimmt.  Kann  man  nun  zeigen, 
SS  dieses  Minimum  einen  gewissen  als  unmerklich  zu  vernachlässi- 
iden  Betrag  nicht  überschreitet,  so  ist  die  Summe  der  Reihe  bis  zu 
II  entsprechenden  Werthe  von  n  fortgesetzt,  offenbar  ein  genäherter 


t  leicht, 
Werthe 


ier  Funktion,  deren  Entwickelung  sie  darstellt.  Man  sieht 

r   obige  Ausdruck   (wi)   des  Restes   unserer   Reihe   fflr  Werthe 

'  1  sich  in  diesem  Falle  befindet. 

r  die  numerische  Berechnung  ist  es  übrigens  beijucmer,  die  Reilie 

lurcb  den    gleich  geltenden  Kcttenbrnch  |  ßd.  I ,   Seil«  379 ,  ö)] 

Ken,  wodurch  man  erhält: 

'+ 1+.,. 

■  Kettenbruch  convergirt  um  so  rascher,  je  kleiner  q.  d.  i.  je 
/  ist,  und  der  wahre  Wertli  des  Integrals  liegt  immer  zwischeu 
aufeinander  folgenden  reduclrten  Brßchen,  da  der  Kettenbruch 
he  Glied  für  Glied  entspricht,  und  die  Reihe  die  analoge 
aft  besitzt,  wie  aus  dem  regelmässigen  Zeichenweclisel  des 
rbetlt. 


L  Setzt  man  in  Gl.  (2)  des  vorigen  §.  x  =  ay-\-h,  so  erhalt 
\  die  Grenzen  des  Integrals  durch  diese  Substitution  unverin- 
beii: 


ach  Absonderung  des  constanten  Faktors  cic— *' : 
Formel  (H)  in  §.   447  gibt  ferner  för  6*  r=  a*  : 

i   hier  Fyd'x^  -^    -  i  ^  t-("'''+ i,),  so  erhalt  man: 

^-'■'(^'  -  l)  >lx  =  ^- 1^.■    <"'  >  *"')  dy  =  -~^-[e-y'  dy . 
nit  Rücksicht  auf  Gl.  (I)  des  vorigen  g. : 


I   imaginären   Grössen    kann   man   bei    Aaswcrttiung 
e  liKufig  vortheiDiafteii  Gebrauch  machen. 
B.  in  der  obigen  Formel  (l): 

,-  ,  h  V— 1 

ö  =  A>  —  1,  also  n  =  >A,  ä=  —    l~~/r~ ■> 

für   «'■fV'— I     den     bekannten    Ausdruck    cos  7iy  + 
hrt: 

'(cos/t«/  +  V—  I  sin%)»iy=|/  ^e-\i; 

les   Heellen   vom    ImaginAren   gewinnen    wir  hieraus 

j^  V^i-'cos  A#  rfy  :=  j/|fi-4j  ,  (3) 

f_  j-i^'  sin  hy  äff  =  0.  (4) 

s  (3),  nach  §,   44«,  r,)r 

f^.''-'cos%rfj,  =  .^|/|«-«.  (5) 

)n  a  =  ^  ---  '■ — '"  verwandelt  ferner  die  Gl.  (3) 
'olgendc : 

a  '2a         r    2' 

r   die  Exponentielle  e-«'*'l^-"    den   gleichgeltenden 

^)  —  V— 1  sin(ß*  a?"),  so  erhält  man: 

Sondernng  des  Reellen  and  Imoginilren : 
tik,  11. ».  AüH.  20 
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Für  «*ar*  =  y  folgt  hieraus: 

Betrachten  wir  schliesslich  noch  das  Doppelintej 
J  =  f   f  2e-!''l'  *  *■'  cos  6:r  y  rfz/  rfa; 
so  erhalten  wir,  zuerst  nach  y  int«grirend ; 

J  =  J  cos  hx  (7j- J  2c-  "'* '  *^'^yAy='^^  -J 
Die  Integration  nach  %  liefert  hingegen: 
J  =  f  'iyili/f  c-J"*'*  *')  cosltx  rf3;=J   ie-^' y  dp 
d.  i.  mit  Rflcksicht  auf  die  obige  Formel  (5) : 

j=y;;£e-(*'+^.)rfy. 

Zur  Reduktion  dieses  Integrals  nehmen  wir  die 
Anspruch,  und  erhalten  dadurch ; 


Da  nun  das  Doppel  integral,  von  welchem  wir  a 
kehrung  der  Integrationsordnung  gestattet,  so  ist  \ 
(«)u»d(»): 

I    COS  bx  dx ]  j^ 

wo,    wie   aus  der  Ableitung  erhellt,    h  auch  =:  0,    i 
genommen  werden  darf. 

Durch  Differcnziation  nach  b  ergibt  sich  aus  (S 

Cx  sin  bx  dx  ^l_        _^ 
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aideii  Furmeln  ^    statt  x 

und 

ah 

statt   h 

(10) 

(11) 

JilneJEeD  Integration  und  der  einfachsten 
in  Integrale  gelangt  man  auf  sehr  einfaclicn» 
leihe ,  wobei  sich  das  Erg&nzungsglied  der 
iDit«n  Integrals  darbietet. 

von  :c  bis  X  -\-  h  stetige  Funktion  von  x 
>),  f"{x),  r"{x),  ...  die  aufeinander  fol- 
m  derselben,  so  hat  man  zunächst: 

o=r*rw<i»=  l"*r(»)*, 

•'x  •'.t 

le  Ver.lJiderUclie  ^  mittelst  der  Substitution 
-  de  einführt,  wodurch  sich  die  untore  und 
ise  in  h  und  0  verwandeln: 

ratioo  ergibt  sich  nun: 

ef[x-it-h~e)-\-\r{x-\-h  ~z).edz. 


e  Substitution   erhült : 


immt  man   nun   dieses  Integral   zwischen  den  Grenzen  0  nnrl  A, 
bsliluirt  es  in  die   obige  Gleicliung,    so   folgt   die  Taylor'scbe 


+  (,/!":  ii,''"'-"(*)  +  {/''">(^  +  Ä  - 


U>  -  1) 

ir  hier  in  Form  eines  bestiinmteii  Integrals  erscheinende  Besl 
ilie  erliflit  mittelst  der  SuUslitulion  e^=h~t  die  in  der  Regel 
ere  Form  : 


nn  mit  Hilfe  der  Formel  (4)  §.  440  leicht  wieder  anf  die  Form 

T  +  6A)  gebracht  werden,  in  welcher  wir  ihn  in  §.  343  kennen 

haben.     Setzt   man    in    der   Taylor' sehen    Reihe   x  =  0,    nnd 
.    sodann   x  statt  /i,    so  hat  man  den  Maclaurin'schen  Lehr- 


■u^^,-j,£i'-iy-'f'-'iii'> 


i6.  Wenn  der  Werth  eineB  bestimmten  Integrals  f  f{x)  fix  nae^ 

lAer  der  andern  der  in  den  vorhei^olienden  Paragraphen  vo 
len  Methoden  nicht  direct  ermittelt  werden  kann,  so  stehen  di 
vei  Mittel  zu  Gebote,  durch  welches  sich  der  Zahlcnwcrth  jedi 
iten  Integrab  mit  einem  beliebigen  Grade  der  Annäherung  bi 
lilSBt,  so  dass  jede  Grösse  als  bekannt  betrachtet  werden  kam 


,  sie  durcb  ein  bestimmtes  lnt< 
man  nSmlicIi  die  Funktion  u 
-gtreiide  Reilie,  ein  bereits  be 
lanii  benutzt  wird ,  wenn  die 
1  Addition  einer  massigen  An 
endei'  Scbilrfe  zu  geben;  oder 
ode  der  nSbernngsweisen 
Weg  entliehen  darin  besteht,  d 
I  einer  bestimmten  eudlidien  Ai 
[lor/uleiten,    und    seinen   Nairn 

ntegral  J  f{x)  dx   bekanntlich   i 

ron  der  Abscissenaxe,  den  bei 
itsp  rech  enden  Ordinalen  und  d( 
t/  ^  /\x)  begrenzt  wird.  Mit 
iger  Formeln   wollen   wir   nns 

sich  nns  zu  dem  beabsichtigt! 
^)  +  a^  +  Ö}  +  f{a  +  -id)-\ 


\-f{a  +  h)  +  r{a  +  2h)  +  ... 
:   rechter  Hand   den  Wcrth   de 


voraus,  dass  die  Funktion  /'(. 
se  oder  beständig  abnehme,  si 
lig  zwischen  den  beiden  Grösse 

.  +  A)  +  /-(o  +  2A)  +  .  -  .  ■ 

h /■(«  +  :2/0 +  /■(«  + 3/0 -f 
:  Werlh  des  Integrals  n&hcrun 
-  S')  annehmen  und   gewinnen 


£  f  (i)  du  =  h  [^  /■(«)  +/■(»  +  ;,)  +  /■(. 
+  n»-'')  +  .jA»)]; 

der  Fehler   dieses  Werthes   wird   offenbar   kleiuG 
DiffersDz  S'  —  S,  also  kleiner  als 


,-/■(<■) 


-.-H- 


Die  für  die  Funktion  f[x)  gemachte  Vor 
den  Gebrauch  der  Formel  ('2)  nicht  wesentlich, 
immer  möglich  ist,  das  Integral  durch  Einscbiebun^ 
u  and  6  in  mehrere  andere  tu  zerlegen ,  in  Bei 
die  Funktion  f{x]  die  geforderte  Eigenschaft  be 
sodann  den  Gebranch  der  Formel  {i)  gestattet. 

Wenden  wir  beispielsweise  die  Formeln  ( 1 ) 

rechnung  des  Integrals        -  an,  h  =  — -  setzend, 

6  =  2:  /'l»  =  1,  f{b)  =  0,5,  und: 

/■(«  +     h)  =  f  y  =  0,9090' 

/■{«  +  3Ä)  = 

/■(«  +  i/0  = 
/■(«4--''.Ä)  = 
/■(«  +  f./o  = 

/■(«  +  7A)  = 
l\a  +  8/0  = 

/•(«  +  yfi)  = 
/■(«  +  /')  +  ■  ■  ■  +  r{h  ■■ 

r-dr 
die  Formel  (l):   1        =0.72, 

die  Formel  (2):  (  —  ^0,6938,  mit  einer 
der  wahre  Wcrth  ist  log  nal  2  =  0,6931472. 


3  =  0,8333 
^  =  0,7C92 
J  =0,7142 
l  =  0,66G6 
•  =  0,1)250 
;  =  0,5882 
l  =  0,5555 
3  =  0,5263 
A)  =  (!,1877 


Zu  eiüer   genaueren   und   selir   b 
am  eiofachsten   auf  folgende  Weise. 
Sei  (Fig.  33)  MN  die  Curve,  deren 
Gleichung  y  =  /(x)    ist,    OC  =  a, 
OD=l;  so  ist  bekanntlich  [§.  -U  7] : 

J/-,ar).te  =  Fläche  ABCD.  Tbeilen 

wir  nun  die  Strecke  CD  =  b  —  a 
in  eine  gerade  Anzahl  =  'J » 
gleicher  Theile:  Cj)=pqT=qr=... 


h—a 


)  ist: 


J^     f(x)dx=  Fl 


Wie  aan  auch  die  Curve  if  =  /(, 
das  ßogoiistfick  Ab  derselben  mit  irgi 
A,  a,  b  gelegten  Curve  nin  so  nfiher 
drei  Punkte  einander  liegen,  d.  i.  je 
letzterer  Curve  bepreimte  FI;lchenstre 
der  wahren  Flüche  ACl/q  betrachtet  v 
die  Parabel,  als  die  einfachste  Curve; 

bestimmen  wir  nun  die  Conslanten  a,  f. 
gloichnugen : 

/■[«)  =  a  +  ß  a  + 
f{a  +  k)  =  a+,i{a  + 

welche  eben  ausdrückcu.   dass   die  Pai 
a,  b  gehe,  Gelinge  leisten,  so  besteht 

J_    n':)dx=l    {a- 

=  o|{o  +  2i)-,.|  +  .^/([(«  +  2;.)' 

=  2"»+5  f^iah +  *!,•)+'-  ^((1 

=  'jji;a  +  r,^o  +  6/«4+  Ufa' 


+  ,?a  +  ya-]  +  i["  +  (^(«  +  '0  +  r(«  H 
+  \a  +  ß{a  +  2h)  +  r{a+  L>/,}-|j 
Rücksicht  auf  die  Gleichungen  {m): 
*t{x)dx  =  '^^  h[aa)  +  ifia  +  h)  +  l\a  H 
80  ist: 
t)dx  =  y  h[f{a  +  2  A)  +  4/-(«  +  3A)  +  /l 

0(te  =  i  *[/■(«  +  4A)  +  4/-(«  +  5;o  +  /"i 

+  /'(a+a«Ä)l; 
iition  dieser  Gleichungen  ergibt  sieb,  da  a  -f 

'  =  l  V{a)  +  4/-(a  +  A)  +  'if{a  +  2  A)  - 

+  2/^{a  +  4Ä)  +  .  .  .  +  4/-(ft  -  A)  +  /■( 

ist   die   sogenannte   Simpson'solie   Formel 
erecbnung    bestimmter   Integrale.    Auf   anser 

jt,  findet  man  nach  derselben,  mit  7t  =  — -: 

rdx 
—  =  0,6931503 
X       ■     ' 

wahren  Werthe  erst  in  der  6.  Dezimalstelle 
weichend. 

bemerkt  leicht  den  Unterschied  iu  geomctrii 
den  Formeln  (I),  (2)  und  (3).  Während  die 
h  der  Fläche  ABCD  die  Summe  der  Rechtec 
:.  w.  gibt,  stellt  der  Ausdruck  in  Formol  (2) 
-Aap,  pabq,  etc.  dar,  welche  mittelst  der  1 
ebüdet  werden,  wogegen  die  Formel  (3)  auch 
linen  stehenden  Curvensegmonte,  als  parabolii 
itiget. 


Die  Sim|>);on'üche  Formel  liat  den  Vorzug,  Aass  sie,  eben 
die  Fomiülu  (1)  und  (2),  die  Kenntniss  der  Form  der  Funktic 
nicht  erfordert,  Hondern  nur  eine  gewisse  (ungerade)  Anzahl  äquidi: 
numerischer  Werthe  der  Faiiklion  l'{x)  als  gegeben  voraussctKl 
gegea  den  Mangel,  dass  sie  kein  Mittel  zur  Scliütznng  des 
darbietet ;  wir  wollen  daher  im  folgenden  §.  nocb  eine,  auuh  in  i 
Beziehung  sehr  brauchbare  Formel  kennen  lernen,  welche  diese 
warf  nicht  trifft. 

457.  Kraft  des  Taylor'scben  Lcbrsatiies  |§.  455]  bat  man,  f{ 

-—  l'(x)  =  ^  f(x)  setzend: 

jf{,)  =  »rw  +  ,-'2  r(^)  + .  - .  +  2'"-,  r">M 
+  )  ^^^^if" '■""*"'■' +  '''"• 

ans  welcher  Gleichung,  wenn  man  statt  f{x)  der  Reihe  nach 
/"(a;),  f"'{x),...,  /■'*"-'! (j;)  setzt,  und  gleichzeitig  in  jeder 
den  Gleichung  die  Reihe  um  ein  Glied  frQher  abbricht,  die  fol 
Gleichungen  hcrvorgeben : 

jr(')  =  hr(')  +  ^  (■•{')  + . . .  +  fj-^Z'-f)!  '■""' 
+_[^?-"]; '"•*■'(' +  ').«. 

Addirt  mall  diese  Gleichungen,  '2  n  an  der  Zahl,  nachdem 
c  zweite  mit  J,/(,  dio  dritte  mit  ^^A*,  ,  .  .,  die  2(1^"  mit  ^a,- 
altiidicirt  worden,  so  erhält  man: 

Jf{x)  +  .1,4  .  dfi.")  +  -i,!.' .  Jl-'i')  +  .  .  . 


.2»!^(2»— 1)!^      ^       1     / 
2»!      "•"     "(2n  — 1)!       +       {2o 


_j_^^.-,ft";^-()-| 


/<"*»(«  H 


uiibcstimmton  Coefficienten  .1,,  A^, 
ileicliungeii : 


iglicli  ist,  da  die  Anzalil  {in  —  1)  i 
menilen  Grösse»  gleich  kommt,  und 
[tan  Grado  sind ;  setzen  wir  noch  d( 

.  M'O 

(•in  — 1)1      ^       (in 


sich  obige  Gleichung  in  folgende'. 
'■(j)  +  A,h  .  Jf'{x)  +  A^h*  .  Jf 

te  Entwicl<cluug  kann ,  von  dieser 
Weise  fortgeführt  werden,  je  nacl 
Iflsst,  oder  demselben  einen  beson 
Zweck  genQgt  die  Annahme  n  = 
bedeutend  vereinfacht.    FOr  diesen 
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folgende  flbei^ehl: 

^-jl'^t^h-typ{x  +  t)dt.  (2) 

IS,  dass  die  Funktion  l''{x  +  t)  stetig  sei, 
nilere  von  /  =  0  bis  (  ^  7; ,  so  liegt,  dem 
Satze  zufolge,    der  Wcitb  des   bestimmten 

k  —  lyrix  +  0  (U 

Grössen : 

()  dl  nnd  Bl  f'{x  +  t)<U. 

einste  und  grösste  Werth  bezeichnet  wird, 
-()*  innerhalb  der  Grenzen  (=0  und  t  =  h 
sind,    wie  man  leicht  findet,    diese   beiden 

i*;    femer  ist  J  n{x  +  t)dl  =  n-{x  +  h) 

ler  Werth   des   in  Rede   stehenden  Integrals 

"  [x  -^  h)  —  /""  (x)] ,    and    kann    demnach 

("{x)]  gesetzt  werden,  unter  6  einen  posi- 
den.  Die  Gl.  {-2)  wiid  hiedurch: 

'i\x)  +  hr{x)-^^.jr{x) 

I  Bedeutung  des  Symbols  ._/: 
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Setzen  wir  nun  f'[x)  =  F[x),  wodurch 


f{^)  =J/"'(^)  dx=JF{x)  dx,  f{x  +  Ä)  — /'(o;)  =  J'^   F{x)  dx 
wird,  so  verwandelt  sich  die  Gleichung  in  folgende: 

JKC  +  h  h  7.2 

^  F{x)  dx=-  {F{x  +  Ä)  +  ^-(0;)]  -  A  [Fix  +  fe)  -  F'(a;)] 

deren  Giltigkeit  an  die  Bedingung  gebunden  ist,  das  F'*(a;)  stetig  und 
von  gleichem  Zeichen  sei  von  a;  bis  a;  +  ^• 

Lassen  wir  nun  in  dieser  Gleichung  an  die  Stelle  von  x  der  Reihe 
nach  a,  a  +  '*i  a  +  2ä,  ...,  a  -\-  {n  —  l)h  treten,  und  addiren  die 
so  erhaltenen  Gleichungen,  n  an  der  Zahl,  so  ergibt  sich: 

F{;x)  dx  =  hy^  F{a)  +  F(a  +  Ä)  +  F{a  +  2Ä)  +  . . . 
+  F[a  +  {n—  1)Ä]  +  ~F{a  +  nh) 

wo 

2^  =  e,  [r'\a  +  h)  -  F"{a)]  +  6,  [F'"(a  +  2^)  -  J""(a  +  Ä)]  +  •  •  • 

4-  e«  [F'"  (a  4-  nh)  -^r"[a  +  (n  —  i)  h)] 

ist,  und  6j ,  6^ ,  63 ,  .  .  . ,  6»  positive ,  echte  Brüche  bezeichnen.  Diese 
Gleichung  setzt  nun  voraus,  dass  die  Funktion  F^^'ix)  stetig  sei  und 
von  gleichem  Vorzeichen  von  x  =  a  bis  x  •=  a  '\-  nh\  dies  hat  aber 
zur  Folge,  dass  die  Funktion  F*"{x)  von  x  =  a  bis  a;  =  a  +  «7*  be- 
ständig wächst  oder  beständig  abnimmt,  daher  die  eingeklammerten 
Differenzen  in  dem  Ausdrucke  ^  alle  dasselbe  Zeichen  haben ;  in  Folge 
dessen  liegt  aber  der  Werth  der  Grösse  2  nothwendig  zwischen  den 
zwei  Werthen  0  und  [F'"{a  +  nh)  —  F^'ia)],  welche  der  Ausdruck 
rechter  Hand  annimmt,  wenn  man  einmal  für  die  Grössen  6  den  klein- 
sten Werth  =  0,  dann  den  grössten  Werth  =  +  1  substituirt,  dessen 
diese  Grössen  fähig  sind.  Man  kann  daher  2f  ==  ö  [F"'  [a  +  nh) 
—  F^"[a)]  setzen,  wenn  6  wieder  einen  positiven  echten  Bruch  be- 
zeichnet, und  hat  demnach,  unter  der  Voraussetzung,  dass  F"'(a;)  stetig 
und  von  gleichem  Vorzeichen  sei  von  a;  =  a  bis  x  =  a  -]-  nh: 


-.  »■  . 
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J^    F{x)  dx  =  h\~  F{a}  +  F{a  +  h)  +  F{a  -\- -Ih)  +  .  .  . 

+  F{a  +  («  -  1)  Ä)  +  ]^  F{a  +  «/,)] 


;»* 


6  —  a 
oder,  wenn  man  a  4-  tth  :^  b,  also  Ä  :^ setzt : 

f  J'{a;)  da;  = 
»[2  -P"!«)  +  ^(«  +  »)  +  i^(a  +  2  Ä)  +  •  •    -f-  -F'(«'  -  *)  +  2"  -^  W] 


A* 


-  Y2  t^  (*)  -  -^  («)]  +  e  ~  [F"  {b)  -  F"  («)]. 


(4) 


Die  Anwendung  dieser  Formel  zur  Berechnung  bestimmter  Inte- 
grale unterliegt  keiner  Schwierigkeit  und  erfahrt  durch  die  Bedingung, 
dass  F'"  [x)  innerhalb  der  Integrationsgrenzen  sein  Zeichen  nicht  än- 
dern darf,  keine  wesentliche  Einschränkung,  da  man  nöthigenfalls  das 
vorgelegte  Integral  durch  Einschiebung  neuer  Grenzen  in  mehrere 
Integrale  zerlegen  kann ,  welche  dieser  Bedingung  entsprechen.  Der 
Ausdruck  in  der  ersten  Zeile  rechter  Hand  ist,  wie  man  sieht,  der 
bereits  im  vorigen  §.,  Gl.  (2),  erhaltene  genäherte  VVerlh  des  bestimmten 

Integrals;    durch  Hinzufugung   des   Gliedes  —  -^  h^  [F' [b)  —  F* (a)] 

erhält  man  einen  verbesserten  Werth,    dessen  Fehler  sofort  kleiner  ist 

als  ^  :}^i1*'VP"\h)-F"(a)\. 

Das    schon   im   vorigen  §.    benutzte  Beispiel,    nach    dieser  Formel 

1  ^  dx 

mit  Ä  =  —   berechnet,   gibt :    f        =  0,6931465    mit    einem    Fehler 
10  ^i  X 

<  -f  0,0000015,    er   erreicht  in  der  That   nur    die  Hälfte  dieses  Be- 
trages. 

458.    Schreibt   man    die   soeben    gewonnene  Formel   in   folgender 
I : 


•"orm : 

F{a)  4-  F[a  -f  //)  -f  F{a  +  2Ä)  +  .  .  .  -f  F(rt  +  nli) 

=  j  j,.    F(.^) <i^  +  ^[F{a)+F{a  +  «h)]  +  --^  //  \F{a  +  nh)  -  F' (« 


-bl^^\r"{n+nh)-F"{a)l 


Ol 


(1) 


'i>l 
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so  kann  dieselbe,  wie  man  sieht,  y.ut  nKlierangswei 
Summe:  F{a)  +  F{a  +  h)  +  .  . .  +  F{a  +  nh] 
wendet  werden,  wenn  diese  Summe  aus  sehr  viel 
und  das  Integral  ^F{x)  (Ix  angegeben  werden  kann.  S 
und  schreibt  h  1  slatt  «,  so  erholt  die  obige  < 
F{1)  +  F{2)  +  F{3)  +  ...  +  F 
= j[  FU)  ,lx+'^[F{l)  +  F{„)]  +  ~  (J 

-3|f[f-(»)--f-(l)l. 

oder,    wenn   man   das    Aggregat   der  von   n   unal 
Glieder: 

-[_F(.)^i+iF(i)-.j'^r(0  +  J 

setzt : 

f{l)  +  F(2)+  F(3)  +  ...  +  F 

=  <:  + 1^  n«)  dx  +  y  F{«)  +  i'-  F{„) 

wobei  F"  (x)  stetig  und  von  gleichem  Vorzeichen  s 

bis  X  -^  n. 

Um  die  Anwendung  dieser  Formel  durch  ein  E 

sei  F{x)  =  h,  so  wird  F'{x)=^-,  F"{x)  =  \. 
und  die  Gl.  (3)  gibt: 

M  +  72  +  ?3  +  ..  .  +  /M  =  /(1.2.S 

Es    handelt    sich  nun   noch    um    die  Bcstimmu 
Setzen  wir  zur  AhkQrznng: 


so  ist: 

l{l.2.S...  .)  =  C  +  («  +  J))«- 
und  folglich  auch : 


)  =  C+hn  +  -\l-in  —  2n  +  Ri„ 

-1-  (2«  +  2)  'n  +  (2«  +  1)'-^  -  '^»  +  -ßä«- 

ch: 

=  2.4.6....2M.1.3.ft.,..(2n—  l) 

=  2".1.2.3....w.]  .3.r)...(2n—  1), 

in  flbergehend: 

=  ^(l.S.3....2n)  — /(I.2.3....»)  — ?2", 

inf  die  beiden  vorhergehen  den  Gleichungen : 

)  =  „U+(«  +  J-)/2  -n  +  Ein-R.. 

-  2)  (2m  —  2) .  2w  =  [2  .  4  .  6 . . . . (2«  —  2)]*  2«  = 

>        '  2n 

„_..l)(.2„_l)  =  [l.3.5...(2«-l)n 
)d  Uebergang  zu  den  Logariclimen : 
.  6  . 6  . .  ■ .  (2»  —  2)  (2w  —  2)  2«  _ 

.6.7 (2«  — 1)(2«  -1)   ~ 

-2n?2  — r2«— 2i(1.3.5....2^'— 1)  = 
=  2C  —  2^2  +  iS„  —  2Ri„, 

r  die  Logarithmen  der  beiden  Fahtoriellen  die 
he  einseUt.  LAsst  man  nun  in  dieser  Gleichung  n 
so  nähert  sich  —  dem  Wallis'schen  Theorem 

links  vom  Gleichheitszeichen   der  Grenze   lä"< 

ite  för   tt  =  ao    auf   2  0  —  2/2   sich   redncirt. 

=  20-2/2,    woraus   0  =  -  7  2  tt  folgt.     Es 

rithmen; 


'Kl        ^1 

4819  .  .  .  tier  Modulus. 

i.  n  =  1000,  so  erb&lt  man  mitte 

(1.2, 3. ..1000)  bis  auf  11  Dezi 

-  j  erst  2  Einheiten  in  der  12.  Dez 

3  .  .  .  .  1000)  =  2567,604044222 
^  dass  das  Produkt :  1.2.3.... 
eni  ausgedrückt  wird ,  deren  7 
d,  so  dass  4023672.  lO*-**'  ein 
t.  In  vielen  Fällen,  wo  es  sich  u 
I  handelt,  genfigt  die  Kenntniss  s 
in  voüküüimen,  wie  dies  namentlic 
[dtsrechnnng  hftußg  vorkommt,  wo  < 
^aktoriellen  darbieten. 
^ung  den  Restgliedes  kann  die  C 
werden : 


wV,.)_„  +  ^l-_,(„. 


.2.3....«  =  n"y2mr  .e-'  c'-"  . 
tichung  folgt  einerseits,  indem  mai 
.  3  . . . .  2«  =  2*"  n"" yi  „.;, ,  p-iH  gS4 
lultiplication   mit   2"   zu   beiden  S 


•2  .i.ti.  ..'2n=i''  .«"Vawji.e^e'ä"; 
durch  Division  dieser  zwei  Ictzteo  Gleichungen  erbält  man  dann: 


1.3. 5. 7. ..(2«    -  1 
Beaclilet  man  nocli,  dass  der 


enz  des 


r'"  Binomialcoeflicieiil 

-•2)....|«--(.;     -1)1 


'  Potenz  des  Binoms  aOf  die  Form :  • 

1.2.3  .  ,  .  m 

;...(m-""r).i.T:3:;.r 

gebraciit  werden  kann,  so  ergibt  sieb,  vi  als  ganze  positive  Zahl  vor- 
ausgesetzt, (Jurcli  Substitution  der  obigen  Werthe  für  die  im  Zähler  und 
Nenner    ersclieinenden  Faktori eilen,    der   folgende  genfiherte  Ausdruck: 


(")^ 


welcher,    sowie   die  obigen  genäherten  Ausdrucke  der  Faktoriellen,    in 
der  WalirscheiDlichkeitsrechnung  Anwendung  findet. 


DRITTES  KAPITEL 


I.   Quadratur   der  ebenen   Curven. 
469.    Es   sei   y  =  f{x)   die  Gleichung   einer  auf  ein  rechtwinke- 
liges Coordinatensyatem  bezogenen  ebenen  Ciirve  Fig,  34. 
[Fig.  34)  und  F  die  Flache,    welche   von  zwei 
Ordinalen  NQ,  MP,    und   den   zwischen   diesen 

'egenden  Stücken  der  Curve  und  der  Abscissen- 

xe  begrenzt  wird.    Betrachtet  man  die  erstere 

)rdinate  NQ  als  fest,  so  ist  die  Flache  F  eine 

li'unktion   der   zor   anderen   Ordinate   PM  ^^  i/ 

'gehörigen  Ahscissc  OP  =  x,    und  das  Differen- 

-iale  dieser  Flache  ist,  zufolge  §.  367: 
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dF=},dx  =  f[x)  dx. 
Hieraus  folgt  durch  Integratioo: 

F  =  ^ydx-^C 

als  Ausdruck  der  FI3che  selbst,  io  welchem  die  Ai 
kOrlichcD  Constante  0  von  dem  UmstaDde  herroh 
der  festen  Ordinate  NQ,  vod  welcher  aus  die  Fl 
noch  unbestimmt  ist.  Ist  x  =  a  die  der  Anfangsordioal 
Äbscisse,  so  muss  der  Ausdruck  der  Fläche  für  x 
wodurch  sich  der  Werth  der  Constante  bestimmt;  di 
dieser  Bedingung,  kraft  der  in  §.  417  aufgestellten 
daa  Integral 

gegeben,  so  wie  endlich  das  Integral 

F  =  ^jdx=^J{x)dx 

die  Fläche  ausdrOckt,  welche  von  den  beiden,  dei 
x  =  b  entsprechenden  Ordiuaten ,  dem  zwischenli< 
Cnrve  und  der  Abscissenaxe  begrenzt  wird. 

Ist  die  Curve  durch  eine  Gleichung  zwische 
r,  0  gegeben,  so  hat  man  als  Ausdmck  des  Diffe 
[§■  37 IJ: 

dF  =  i  r»  Äö, 


^  =  \fr*dß 

2  Je, 


der  Inhalt  der  Flache,  welche  von  den  zwei  Pola 
entsprechenden  Radienvectoren  und  dem  zwischenli 
Curve  eingeschlossen  wird. 

Den  Flächeninhalt   einer   Cnrve   in   dem   hier 
bestimmen,    heisst  die  Curve  quadriren.    Feigem 
zur  Erläuterung  des  Verfahrens  dienen. 

460.  Die  Parabel:  y*=j)x.  Zählt  man  diel 
der  Curve  aus,  für  welchen  ^  ^  0  ist,  so  hat  man 


-[v,,.. 


^^■3  3*^^"^" 


Die  Flache ,  welche  von  der  Abscissenaxe ,   dem   im   S 
gianendeu    Bogen    der  Parabel ,    und    der    anf    die   Axu 
Ordinate  des  Endpunktes  dieses  Bugens   eiogeschlossen  wird 

gleich    —  des  umschnebeDCD  Rechteckes. 

2.  FOr  die  Ellipse,  deren  auf  ihren  Mittelpunkt  he: 

chnng  ^=  — yn*  — 3:*  ist,  hat  man,  wenn  die  Flfiche  von 

Aie  ans  gezählt  wird: 

i.  i.  vermöge  Gl.  (7),  §.  435: 

—  ,   ,    1    ,  .   x\ 


1  ,1  .     X 

r  "^y  +  q  «0  arc  sin  - 


Da  ■  xi/  die  Flfiche  des  mit   den  Coordinaten   x,  y   e 

constrairten  rechtwinkeligen  Dreiecks  „.     „, 

CMP  (Fig.  35)  ist,    so  drückt  das  J_^J^^ 


a|2 


£J^ 


zweiteGlied  -oft  aresin-  die  Flache 

des  elliptischen  Sectors  BCM  aus, 
welcher  von  der  halben  kleinen  Ase 
and  dem  Halbmesser  begrenzt  ist, 
dessen  Endpunkte  die  Abscisse  x  entspricht. 

Für  X  =  a,  y  =  0  folgt  ans  obiger  Gleichung  F=  - 

Aasdruck  für   die  Fl&che   des   elliptischen  Quadranten,    son 
der  Fl&cheninhalt  der  ganzen  Ellipse. 

Geht  man  von  der,  auf  den  Sclieitel  als  Ursprung  bezi 
chnng  der  Ellipse:  y=     V^aV- -  a;*  [§.  201,  1.  Bd.]  au; 
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mau  fflr  die  Flüche  APM  (Fig.  35),  welche  ton  di 

im  Scheitel  beginnenden  Bogen  der  Ellipse  und  de 

punktes  dieses  Bogciis  eingeschlossen  wird,  deu  Au 

h  c"^ 
F=  \-lax  ■    ■  x^  dx 

aJt) 

r=  —  \{x  —  a)'\'2ax  —  x^ -\-  -_^  aresin 


d.  i. 


1      ,                a  —  x       b{a  —  x),. 
F  =      ab  axc  cos -  -         Vi 


welclier  Ausdruck  auch  aus  dem  oben  er  halten' 
werden  kann. 

Für  h  =  a  ergehen  sich  aus  vorstehenden  '. 
Kreis  geltenden,  und  durch  Yergieirhung  beider 
zu  dem  Resultate,  dass,  wenn  man  über  der  gros 
als  Durchmesser  einen  Kreis  beschreibt,  der  ellipl 
zu  dem  zwischen  denselben  Ordinalen  liegenden  Kr 
wie  b :  a. 

3.  Die  Hyperbel.  Die  Gleichung  dieser  Cur 
punkt  bezogen  ist:   oi/  ^=  by  x''  —  a",    Fflr  die  i 


zahlt 

e  Fläche  bat 

man  daher : 

F  =  l[V^ 

'-? 

'dx. 

Nun 

ist  |§.  . 

(35,  Gl.  (J)|; 

J^' 

^a*..=^ 

■  a- 

'  -2^ 

\ 

and 

k 

tlx 

^  =  ;(»  +  y»=   -. 

T^)    + 

c. 

l§- 

somit,  we 

nn  man 

das  lutegral  von  .r ; 

=  a: 

tnfai 

igei 

;;'  = 

4>— : 

oh.l' 

T  + 

y. 

oder 

-^..-■.^ 

"(: 

<)■ 
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Die  Gleichung  einer  auf  ihre  Asymptoten   bezogenen  Hyperbel   ist 

bekanntlich  xi/  =  k'^[^.  228],  wenn  k'^  = -[a^  +  b^),   und  a,  h   die 

beiden  Halbaxen;  die  von  zwei  zu  den  Abscissen  x^  und  x  gehörigen 
Ordinaten,  dem  zwischenliegenden  hyperbolischen  Bogen  und  der  Ab- 
scissenaxe  (Asymptote)  eingeschlossene  Fläche  wird  demnach,  wenn  wir 
den  Asymptoten-  oder  Coordinatenwinkel  mit  cp  bezeichnen,  ausgedrückt 
durch  die  Formel: 

*^^dx 


F  =  k^  sm  (f\    —  =  /r  sin  (p  l  — 

Jto  X  Xq 


In  der  gleichseitigen  Hyperbel  ist  b  =  a,   k^  z=i     a^ ^  ^  =  ^Ö**; 

setzt  man  nun  a  =  ■/ 2  und  x^^  =  1  ^  so  wird  F  =  Ix^  so  dass  also 
die  natürlichen  Logarithmen  durch  die  asymptotischen  Flächen  einer 
gleichseitigen  Hyperbel  ausgedrückt  werden,  daher  auch  diese  Logarithmen 
Hyperbolische  genannt  wurden.  Mau  sieht  übrigens  leicht,  dass  jedes 
Logarithmensystem  auf  diese  Bezeichnung  denselben  Anspruch  hat,  da 
es  hierzu  nur  einer  geeigneten  Wahl  der  Grösse  a  bedarf.  Für  die  ge- 
meinen oder  Briggischen  Logarithmen  wäre  z.  B.  a^  =  2  31  zu  setzen, 
wo  Jlf  =  0,43429  ....  der   Modulus,   womit  F  =  M1x=^\oqx  wird. 


Fig.  36. 


4.  Für  die  Cycloide  (Fig.  30) 
gelten  die  Gleichungen  [§.  242]: 

x=a{cp — sinr/)),  y  =  a{l  — cos(p); 

hiemit  wird 

F=^''  ydx  =  a'^\^\i  —cos(pyd(p 
=  a^  ( 4^  <r  "  '^  ^"^  y  +  I  sin  2  y  j  . 


Für  (p  =  '2;t  erhält  man  die  Fläche  der  ganzen  Cycloide  =  3a V, 
d.  i.  gleich  der  dreifachen  Fläche  des  Erzeugungskreises. 

Nirtimt  man  den  Scheitel  A  der  Cycloide  zum  Ursprung  und  zählt 
die  Abscissen  auf  der  Axc  AI),  so  wird  die  Curve  durch  die  Gleichung 
[(4),  §.  242]: 


«/  ==  a  arc  cos 


a 
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ausgedrOckt,  deren  Differenz iation  die  AnsdiUcl 

darbietet.  Gibt  man  nun,  mit  Hilfe  des  Sat^ 
gratiou ,  der  Gleichung  F  =  ^ydx  die  Forn 
erli&U  man  für  die  Fläche,  welche  von  der  Ax 
nate  y,  und  dem  den  Scheitel  mit  dem  Punkte 
der  Cycloide  begrenzt  wird,  den  Ausdruck: 


F  ^xy  —  ^  V'Soi 


Hier  bedeutet  nun  F  das  cycloidische  Seg 

Integral  j"  Viax  —  x'* dx  vermöge  der  oben  i 

ten  Formeln    die  Flache   des   Kreissegmentes 
daher,    zufolge   dieser  Gleichung,    die   cycloid 
dem  Kreissegmente  Ä;pm. 

Snbstituirt  man  in  der  letzten  Gleichui 
zweiten  Beispiele  entwickelten  Werth  des  Integ 
Elimination  des  arc  cos  mittelst  der  Gleichnng 

3'=2»(2«-")  +  j(2«-«)" 

.5,  Als  Beispiel  für  die  Annendang  der  I 
rechnnng  des  Flächeninhaltes  des  elliptischen 
(Fig.  35,  Seite  323),  welcher  von  dem  Radius 
Axe  und  dem  zwischen  liegenden  BogenstDcke 
Die  Polai^leichuug  der  Ellipse  ist  bekanntlich 

r  =  "('-'') 
1  +  £  OS  6  ' 


r  =  ja'(I-.>)> 


1^; 
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d,    i.    wenn    man    das    Integral    mittelst   der    Formeln    (l)   und    (6)   in 
§.  442  bestimmt: 


F=a^ri~e^^rctg{\/\^y^6)-'-a^ii-e^)^ 


€  sin  6 


€  cos  6  * 

Dieser  Ausdruck  erhält  eine  einfachere  Form  durch  Einführung 
des  Winkels  ACm  =  u,  welchen  die  grosse  Axe  mit  dem  Halbmesser 
des  Punktes  m  bildet,  in  welchem  die  verlängerte  Ordinate  PM  den 
über  der  grossen  Axe  beschriebenen  Kreis  schneidet.  Es  ist  nämlich 
CP=CF+  FP,  d.  i. 

a  cos  u  =  a  €  -^  r  cos  6 , 

woraus  man  leicht 

.          cost«  —  €    '     .    _        Vi  _-  ^2  sin  u 
cosö  =  ; ,  sin  6  = , 

1  —  €  cos  U  1   —  €  cos  U 

1  ,,«      1  —  cosö       1  4-  «     i     o 

tff-e*= -=—!-_. tff-  w«, 

^2  1  +  cosö       1  — €  *^2       ' 


odertgit.  =  j/[^tg28 

findet,    mittelst   welcher  Ausdrücke  obige  Formel    sich  in  folgende  ver- 
wandelt : 

F  =  —  a^  y  1  —  €*  (m  —  €  sin  w)  =  —  ab{u  —  e  sin  w). 


0 

461.  Wenn  die  Curve  zwischen  den  Grenzen  des  Integrals  ^=1  ydx 

die  Abscissenaxe  schneidet,  etwa  für  x  =  c,  wenn  ä  <Cc  ^^b,  so 
gibt  dieser  Ausdruck  die  algebraische  Summe  der  beiden  obcr- 
und  unterhalb  der  Axe  liegenden  Flächentheile,  indem  der  erste  positiv, 
der  andere  negativ  erscheint.  Will  man,  wie  gewöhnlich,  die  arith- 
metische Summe   haben,    so   sind  beide  Flächen   durch  Zerfällung   des 

Integrals  in  zwei  Theile  ^ ydx  und  ^ ydx  besonders  zu  berechnen. 

a  c 

Eine  Zerlegung  des  Integrals  in  mehrere  Theile  muss,  wie  leicht 
einzusehen,  auch  in  dem  Falle  Platz  greifen,  wenn  die  Funktion 
y  =  f{^x)  innerhalb  der  Integrationsgrenzen  eine  Unterbrechung  der 
Stetigkeit  erleidet. 


■'■*,» 


■Vv 


Die    zwiscbcn    zwei 
Fig.  37. 


verschiedenen  Cnrven 
deren 
und  y 


Subtn 
gehende  ergibt.  Man  sieht  leicht  ein,  dass  die 
noch  in  dem  Falle  slattündcn,  wenn  beide 
derselben  Carve  angehören,  wo  dann  y  nnd  Y 
Ordiiiaten  bedeuten,  welche  die  Gleichung  der 
von  j:  darbietet. 

Einen  noch  allgemeinerea  .-Ausdruck  für  i 
Curve,  welcher  in  praktischen  Füllen  oft  mit  V 
eiliftlt  man ,  wecu  mau  sich  die  Fläche  nicli 
Streifen  von  endlicher  Lange,  wie  es  der  Aust 
sondern  in  unendlich  kleine  Rechtecke  ilx .  di 
deren  Summirung  sich  der  ganze  Flächeninha! 
somit  der  Flächeninhalt  wird  bekanntlich  durch 
Integrals 


<■•  =  ^'^^^  dx  da 


ausgedrückt,  wo  die  Grenzen  y^,  ^,  als  Funktic 
sind.  Wenden  wir  beispielsweise  diese  Fon 
Gleichung  (j;  —  af  +  (y  —  (if  =  r"  ausgfed 
diese  Gleichung  zunftcbst: 


=  ß~- 


-{X 


man  bat  somit: 


F  =  £4xj^'  rf2/=£'ftr(y,  -j/J  =  2p 


J 
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Nun  ist  vermöge  der  Formeln  (11).  §.  433  und  (4),  §.  432: 
d^x  y/^  —  (a?  —  a)^'=  —     (a  — ic)  Vr^  — (a?  — a)^+  -  r^arc  sin 


Sucht  man  nun  die  Fläche  des  ganzen  Kreises,  so  hat  man  dieses 
Integral  zwischen  den  Grenzen  Xq-=  a  —  r  und  iPj  =  a  +  r  zu 
nehmcD,    und   findet    als    Werth    desselben    innerhalb    dieser    Grenzen 

1 
f Vr ;  somit  ist  ¥  =  r^/r  die  Fläche  des  ganzen  Kreises. 

462.    Die  Berechnung   des  Flächeninhaltes   einer  Curve    mittelst 

der  Formel  F=(i/dx  erfordert  die  Kenntniss  der  Gleichung  y  =  f{x) 

derselben,  d.  i.  ihres  Bildungsgesetzes ;  ist  dieses  unbekannt,  oder  die 
Carve  ein  gänzlich  gesetzloser  aber  doch  stetig  gekrümmter  Zug,  so 
wird  man  sich  der  in  §.  456  vorgetragenen  Methode  der  näherungs- 
weisen Quadratur  bedienen,  um  den  Flächeninhalt  angenähert  zu 
bestimmen,  z.  B.  der  Simpson'schen  Formel  [Gl.  (3)  §.  456].  Handelt 
es  sich  nämlich  um  die  Berechnung  des  Flächenraumes  ABCI)  (Fig.  33, 
Seite  311),  so  theile  man  den  Abstand  AD  der  äussersten  Ordinaten 
AC=i^Q  und  BD  =  i/2ny  in  eine  gerade  Anzahl  =2«  gleicher  Theile, 
jeder  =  h ;  sind  dann  ^^,  ^p  Z/«»  •  •  •  ^2»  <iJe  <ien  Theilpunkten  G^p^q^...D 
entsprechenden  Ordinaten,  so  ist,  zufolge  der  Gl.  (3),  §.  456,  die 
Fläche 

ABGl)  =  ^  h{y,  +  Ay,  +  2y,  +  4^3  +  2//,  +  .  .  .  . 

eine  Formel,  welche  bekanntlich  darauf  beruht,  dass  man  der  stetigen 
Curve  AB  eine  Reihe  von,  durch  je  drei  aufeinanderfolgende  End- 
punkte der  Ordinaten:  -4,  a,  ö;  &,  c,  d5;  etc.  gelegten  parabolischen 
Bögen  substituirt. 


IL   Kectifikation   der   Curve n. 

463.  Betrachten  wir  zunächst  eine  ebene  Curve,  dargestellt  durch 
.ne  Gleichung  y  =  f(^x)  zwischen  rechtwinkeligen  Coordinaten,  so  ist, 
k'enn  wir  mit  s  die  Länge  des  Bogens  bezeichnen,  welcher  zwischen 
inem  festen  Punkte  A  der  Curve  und  einem  unbestimmten  Punkte 
Bgt,  dessen  Abscisse  x  Ist,  der  Ausdruck  des  Differenzials  dieses 
ogens,  zufolge  §.  366: 


'*•;:« 
*.'-,> 


vV-?s 


'0> 


l 


V.' 
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ds  =  V'dx^  +  dy'  =  dx\/i^  {^y . 

Man  bat  demnach  für  die  Länge  des  Bogenstfickes  zwischen  zwei 
Punkten  der  Curve,  welchen  die  Abscissen  a  und  x  entsprechen,  den 
Ausdruck : 


=l>|/' +(!)■. 


(1) 


oder  auch 


=£*»/■ + ( 


dxy 


Letztere  Formel,  in  welcher  b  die  Ordinate  des  Anfangspunktes 
des  Bogens,  wird  man  anwenden,  wenn  sich  die  Gleichung  der  Curve 
nicht  auf  die  Form  y  =  f(x) ,  wohl  aber  auf  jene  x  =  f{y)  bringen 
lässt. 

Ist  die  Curve  durch  eine  Gleichung  r  =  f(ß)  zwischen  Polar- 
Coordinaten  r,  6  gegeben,  so  hat  man  [§.  371]: 

2 


und 


ds  =  yr^dd^  +  dr^=deyr^  +  (^V 


=J«V-+(^)"+«. 


(2) 


WO   die   Constante   wieder   durch   die   Coordinaten   des  Anfangspunktes 
des  Bogens  sich  bestimmt. 

Beisp.     1)  Für   die  Parabel   hat   man   y^=px;    hieraus   folgt 


2yä,=pä.,t  =  A^-, 


dx 


somit   ffir   den  vom  Scheitel  an  gezählten 


Bogen : 


^'^V 


1  + 


4a;' 


es  ist  aber: 


[-I/.+I4 


(p  +  4:x)  dx 


^x     J  2  yfx  +  ix^ 
=  ~ypx+ix'  +  I  l{p  +  SX  +  4y^iT4^').    [§•    435,    GL   (9)j 


somit,  da  das  iDtegral  fOr  x  ■:=0  verscbwindeD  soll : 

2)  Ans  der  Gleichnog  der  Ellipse,  a*y*  +  b^x*  =  a*ö*,  folgt: 


dx  a^a'^  —  x*" 

hiemit    erhalt   man    fflr   den   Bogen    der   Ellipse   vom   Endpunkte    der 
hteinen  Axe  bis  zo  jenem  Punkte,  dessen  Abscisse  x  ist,  den  Ausdruck: 

wo  a^  —  6'  =  a*e*. 

Dieses  Integral  lasst  sich  in  endlicher  Gestalt  nicht  darstellen, 
kann  jedoch  auf  mehrrache  Art  in  Form  einer  convei^irenden  Reihe 
eotwickclt   werden.    Setzt   man   x  =  a£,    so   verwandelt   sich   dasselbe 


In   das  bereits  in  §.  43fi  betrachtete  Integral 
d.   i. 


s  _  j* M       äe  1    ^  r.    e'  de         1.1    ^  ffl    e*  de 


Eotwiclcelt  man  diese  Integrale  mittelst  der  Formel  (5),    §.  435, 
so  erhalt  man : 

^-»a..io|{>-(l.y4(L|..)-l(l- ..)■-....}. 
Fflr  «  =  a  findet  man  darans  die  Lfinge  Q  des  elliptischen  Qnadranten : 


".=ä.''+ 

gesetzt  ist.    Hiemit  erhält  maii : 

s^a  I    (A^du  —  2A^  cos 2«  —  4^^  cos 4»  —  (j  J^  coslj» 


s  =  a{A^u  —  ^, sin 2m  —  A^  sin 4m  —  A^  sinC«  —  . 

Ffir  «^„  7r  ergibt  sich  liierans  der  elliptische  Quadrant  Q  = 
Dbereingtimmend  mit  obigem  Resultate. 

3)  Für  die  Hyperbel,  deren  GleichuDg:  a^y'^^^b^^x^- 
erhalten  wir,  wenn  «"e*  ==:  «^  -|-  i^: 


(*)  ist, 


als  Ausdrack   der  B(^eiilE>nge    vom  Scheitel   der   Curve   bis   zn  , 

Punkte ,  dessen  Abscisse  s  ist.    Da  bei  dieser  Carve  x    immer  gi 

a         ,         a  sin  uiu         ,     , 
alt)  a  ist,  so  setze  man  x= — --,   (fcr  =  ,-,  wodurch 


I       du    1  /         cos  w* 

rd.    Durch  Entwirkelung  des  Binoms  erhält  man: 

{*    du     \  1  ,11  ,        1.3     1 


1.3.1 


nach  Integration  der  beiden  ersten  Glieder: 

=  a.tg«-f^«-a£Ä«ji.A_coe«'  +  l^.^^cos«^  + 

1.3.5    1 

"2.4.68e'' 

zt  man  nun,    wie  im  vorigen  Beispiele,    die  Potenzen  des  CosiDos 
die   Cosinus   der   Vielfachen   des  Winkels   u,    und   integrirt,   so 
I,  sich : 
B  (c  tg  M  —  A^  u  ^  A^  sin  2u  —  A^  sin  4u  —  Ä^  sin  ßu  —  ... .), 

-.=r.+a)"i+(o)"«i-.H-(iii^y^,+... 


128  c»    '    2048  £ 
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I)  FQr   die  Cycloide  hat  man,    wenn  man  den  Urspning  im 
el  annimmt  and  die  AhscissäU  anf  der  Axe  der  Cnrve  zShlt : 


Vso-t  - 


V^' 


Dnge  des  cycloidischen  Bogens   vom  Scheitel  his  zu  jenem  Punkte 
QFve,  dessen  Abscisse  x  ist,  wird  dalier  ansgedr&ckt  durch : 

s  =  2  V2ä^. 
=  2»  ergibt  sich  hieraas  die  Lange  der  halben  Cycloide  =  4a; 
Inge  der  ganzen  Cycloide  betragt  daher   das  achtfache  des  Halb- 
■g  des  erzeugenden  Kreises. 


Fig.  38. 


b)  Die  Gleichung  der  Eetten- 
linie  (Fig.  38)  ist: 


.^(..  +  e-?). 


wobei  « =  AO  die  Ordinate  di 
tiefsten  Punktes  bedeutet ,  durcl 
welchen  die  positive  Ualbaxe  dei 
y  gelegt  ist.  Man  findet: 

dx       2\  )• 


=!(-  +  -)'. 

ogen   vom   tiefsten  Punkte  A   der  Cnrve   gezUhll 

- ,  d.  h.  der  Bogen  ist  proportional  der  trigono- 

les  Winkels,  welchen  die  Tangente  am  Endpunkte 
icissenaxe  bildet.  Auch  bat  roaii'. 

=  ^' (-  +  -)'-«■■ 
af  die  Gleichnng  der  Carve : 

te  an  gezählte  Bogen  ist  daher  gleich  der  Kathete 
Dreieckes,  dessen  andere  Katbete  o,  und  dessen 
ate  p  des  Endpunktes  ist.  Beschreibt  man  also 
OQ  ^  y  aus  0  einen  Kreis,  welcher  die  durch  A 
X  gezogene  Gerade   in  E  schneidet,    so   ist  der 

Punkte  der  Eettenlinie,    in  einer  zar  Axe  der  x 
n)  Geraden,    die  Aufhängepunkte   der  Kette,    so 
elation  ableiten  zwischen  der  Spannweite  BD=:2b, 
>  =  2X  and  der  Pfeilhöhe  AC  =  f. 
der   Gleichung   der   Curve   nach   z   ergibt   sich 


;ht  flberzeugt,  die  beiden  Werthe  numerisch  gleich 
ichen  nach  sieb  von  einander  nnlerscheiden.  För 
=  a  +  /",  s  ^  i ,  somit 


Aus    der    Gleichung    s*  =  y^  —  n*^  =-  {p       a)    [y 
!■'  =  IV  +  2«),  hiei-auB 

"  2/-       ' 

welcher  Werth,    in  die  letzte  Oleichnng  substituirt, 
lation : 

n     L-f 

darbietet. 

6)  Die  Evolute  der  gemeinen  Parabel  (! 
ihre  Gleichung  ist,  wenn  die  Abscisseu  von  der  Sp 
werden  [§.  379]: 


hieraus    erhält   man    fflr    die   Länge    des    in    der   ! 
Bogens : 


-i^'V^+h'-'A^^W 


7)  Die  Evolute  einer  Ellipse,  deren  Hai bai 
wenn  wir  der  Kürze  wegen 

—  '^"^  ^'        _  «'  — fc' 
a       '  6 

setzen,  durch  die  Gleichung- [§.  379]: 

dargestellt.  Man  findet  hieraus  fflr  die  Bogenlänge  ( 

Der  Ausdruck  unter  dem  Integralzeichen   ivird   dun 
Ivergl.  §.  434]: 


rational,  DDd  man  erhltlt: 


^JK-,,,(,j)V»f  +  .. 


Soll  der  üogen  vod  der  in  der  kleinen  Axe  der  Ellipse  gelegenen  Spitze 
der  Evolute  an  gezAhlt  werden ,  so  muss  das  Integral  far  j'  ^  0  ver- 
schwinden, welche  Bedingnng  den  Werth  der  Constante  C=  —   ^        -^ 


Für  y  =  0  folgt  aus  der  Gleichung  der  Evolute  x  =  m,  der  vierte 
Theil  der  Evolnte  ist  daher 


d.  i.  gleich  der  Differenz  der  Krflmmiingsbalbniesser  der  Ellipse  in 
den  Endpunkten  der  grossen  und  kleinen  Axe,  wie  es  der  Natur  der 
Evolute  entspricht. 

Man  wird  leicht  bemerken ,  dass  alle  Curveu ,  welche  Evoluten 
algebraisclier  Curven  sind,  rectificabel  sein  mtlssen,  d.  h.  dasa  die 
L&nge  ihres  Bogens  durch  eine  algebraische  Funktion  der  Coordinaten 
ihrer  Endpunkte  ausgedrückt  werden  kann ;  denn  die  Länge  eines 
beliebigen  Bogeiistückes  der  Evolute  ist  nichts  anderes,  als  die  Diffe- 
renz der  Krümmungshalbmesser  der  Evolvente,  welche  die  Evolute  in 
den  Endpunkten  des  Bogens  berühren,  und  deren  Ausdruck  —  mittelst 
der  Gleichungen  (4)  nnd  (5)  in  §.  374  —  bei  algebraischen  Curven 
noth wendig  algebraisch  sein  muss. 

8)  Die  archimedische  Spirale;  ihre  Gleichung  ist  »- ^=  aß, 
folglich  mit  Benfitzung  der  Gleichung  (2)  §.  4(i3: 


s  =  rtffwVi  +es 


»enn  der  Bogen  vom  Anfangspunkte  der  Spirale,  dem  Pole,  fflr  welchen 
'  =  0  ist,  gezahlt  wird. 

9)  Die  Polargleichung  der  hemniscate  [§.   2.19]  ist: 


■l 


Vatos 

», 

wenn 

,  =  0F  =  OF'   (FiB.   3 

6  = 

'    mOF  ist;  liier«us  folgt 

2<;sin26 

Va^^cosa^e ' 

r'  +  ( 

*/  ~cos29' 

somit 

=  .V2 

■1 

de 

.vv 

'  2  sin  9' 

als  Aasdruck  des  Bebens  AM  vom  Endpunkte  A  der  Axe  an  gezählt. 
Die  EntwickeluDg  dieses  Integrals  erlieiRclit  eine  Reibenenlwickeinng, 
ähnlich  derjenigen,  welche  bei  der  Rectification  der  Ellipse  und  Hyperbel 
in  Anwendung  gebracht  wurde. 

464.    Fflr   eine   Cnrve   im    Räume    wird   das   Differenzial   des 
Bogens  ansgedrfickt  durch  die  Formel  [§.  389] : 

*=v...+*.+...=..V, +  (!)■+(£)■, 

wo  die  AaadrOcke  der  Differenzialien  aus  den  Gleichungen  der  Carve 
zQ  entnehmen  sind. 

Beisp.     1)   Die    auf   einem    geraden   Kreiscrlinder    beschriebene 
Schraabenlinie  [§.  285]  wird  durch  die  Gleichungen: 

X  ^  r  cos^i,  y  ^  r  sin^i,  ^  ^  ry  tgc 
dargestellt,    wo   r  der  Halbmesser  des  Cylinders  und  «  der  Steigungs- 
winkel der  Schraubenlinie  ist.  Aas  obigen  Gleichungen  folgt: 

äx  =■  —  r  %mif  dif ,  dy  =  r  cosg^  d^,  de  :=^  r  lg a  d<p , 
womit  sich  is  =  r  Vi  +  tg  «'  dy  =  r  sec  o  Ap ,  und 


a\     dq>  = 


-y„)  =  -^-^ 


ergibt,  als  Länge  des  Bogene,  dessen  Endpunkten  die  Coordinaten 
«g  und  e  entsprechen;  ein  leicht  vorauszusehendes  Resultat,  wenn  man 
erwägt,  dass  sich  die  Schraubenlinie  bei  der  Abwickelung  der  Cylinder- 
fläche  in  eine  gerade  Linie  verwandelt. 


^y  ■*  : 
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2)  Betrachten  wir  noch  als  letztes  Beispiel  die  sphärische 
Loxodrome,  d.  i.  jene  auf  einer  Kugelfläche  verzeichnete  Curve, 
welche    sfimmtliche    Meridiane    unter    gleichem   Winkel    schneidet.     Sei 


Fig.  40. 


iiL-- 


(Fig.  40)  ÄBÄ'P  die  Kugelfläche, 
P  der  Pol,  ABä'  der  Aequator, 
BMP  irgend  ein  Meridian,  welcher 
von  der  Loxodrome  DMm  unter 
dem  constanten  Winkel  a  geschnitten 
wird ;  /^  BOM = arc  BM  =  y ,  end- 
lich sei  ^  AOB  =  dem  sphärischen 
Winkel  APB=  l  der  Winkel,  welchen 
der  Meridian  des  Punktes  M  mit 
irgend  einem  festen  Meridiane  AP 
einschlicsst.  In  der  Anwendung  auf 
die  als  kugelförmig  betrachtete  Erd- 
oberfläche sind,  wie  man  leicht  sieht,  cp  und  X  die  geographische  Breite 
und  Länge  des  Punktes  M. 

Geht  man  nun  von  dem  Punkte  M  der  Loxodrome  zu  dem  unend- 
lich naheliegenden  Punkte  m  über,  so  bildet  der  durch  letzteren  ge- 
föhrte  Meridianbogen  mn  mit  dem  Bogen  Mn  des  durch  M  gelegten 
Parallels  und  dem  Curvenelemente  Mm  das  Dreieck  Mmn,  in  welchem 
Mn  =  mn  .  tg  er.  Es  ist  aber  mn  =  r  d(f,  wenn  r  der  Halbmesser  der 
Kugel,  und  (da  rcosy  der  Halbmesser  des  Parallels)  Mn=r  cos (p, dl; 
man  bat  somit  r  cosy  dk  =  r  tga  <7qp,  oder 


dA  =  tg«^ 


cos^ 


(1) 


durch  Integration  dieser  Gleichung  erhält  man: 

A=C  +  tga.ag(45^  +  ^9))  (2) 

als  Gleichung  der  Loxodrome,  in  Funktion  der  sphärischen  Coordinaten 
(f*  und  X  ausgedrückt.  Die  Constante  C  bestimmt  sich  im  Allgemeinen 
durch  die  Bedingung,  dass  die  Loxodrome  durch  einen  bestimmten 
Punkt  (</>Q,  Af,)  gehen  soll.  Zählt  man  aber  die  Längen  von  jenem 
Punkte  D  des  Aequators,  in  welchem  dieser  von  der  Loxodrome  ge- 
»chnitten  wird ,  so  ist  i  =  0  für  (p  =  0 ,  somit  auch  C  =  0.  Sind 
^0»  ^o  ^^^  ^n  9^1  Länge  und  Breite  zweier  Punkte  auf  der  Kugel,  so 
findet  man  leicht  aus  obiger  Gleichung  für  den  Winkel  a,  unter  welchem 
iie  durch  beide  Punkte  gehende  Loxodrome  die  Meridiane  schneidet, 
den  Ausdruck : 


v'ri 


• » 


Mg(45"  +  .^'f,)-/tg(4i 


Zam   Behufe   der   Rectification    bezieben 
recbtninkeliges  Coordinatensystem,    dessen   x- 
Ebene    des  Aequators   befinden   und   zwar  ersJ 
dieses  grOssten  Kreises  gerichtet,    von  nelcbem 
zfthlt  werden.    Unter  dieser  Voraussetzung  ist, 

X  =  r  cosrp  casl,  1/  =  r  cos<f  sin  X 

Differenzirt  man  diese  Gleichungen  nacb  1;^  um 
dl  seinen  Wertb  aus  der  Differenzialgleicbung  (1 
dk  =  tga  aecf  dcf,  so  kommt: 

(ic  =  —  r  (sin  y  cos  i  +  tg  h  s 
dy  =  —  r  (sin  y  sin  ^,  —  tg  a  c 
d^  ^  r  cos  (p  dip , 

und  hiemit: 

dx''  4-  dy*  +  de^  =  ('^(l  +  tga")  dtf- 

die  Länge  des  Bogens  wird  daher: 

■.•(IL: 


WO  ^„  die  Breite  des  Anfangspunktes  des  Bo) 
KutfernuDg  zweier  Pankte  i.^,  q^^  und  ^,,  g>, 
Ausdruck  r((f,  —  y^)  seca  gegeben,  wo  der  ' 
berechnen  ist 


III.    Complanation    der   F 


465,  Die  Bestimmung  des  Flächeninhalte 
oder  eines  Theiles  derselben  bildet  die  Aufga 
Mfichen, 


;hst  die  Rotationsflächen,    als  den   ein- 


(Fig.  41) 

Fig 

41 

X  liegende 

>g^=/-U-) 

Z 

Inrch  Unt- 

1 

ier   X    die 

1 

m^ — ~ 

,  U  seien 

1 

m/ 

OB  =  x„. 

« 

[Dh&lt    des 

ä/ 

besclirie- 

- 

>f 

I^assen  wir 

zunehmen. 

0 

B 

P~ji          ^^ 

=  Js;    die 

r 

rd    ausge- 

^,     nnd 

Drohung   um  OX  die 

Ob«raäche  eines  ahge 

isdruck 

ie   von    dem    Bogen   ./«   beschriebene  FlÄche 
hr    nflliert,    je    kleiner    J;^    genommen    wird. 


>ifferenzialieD  übergehen: 


e  Cnrve  durch  Polarcoordinaleu  ausgedrückt, 
deren  Polaraxe  mit  der  Rotationsaxe  zusam- 
:=  I  cos  6,  ir  =  (■  sin  9  zu  setzen,  wodurch 

i?r(^rsinöV<f(-"+rM9* 


Beisp.  ])  Das  gestreckte  Rotation i^el 
die  Umdrehung  eiaer  Ellipse  um  die  grosse  Axe  - 
Gleichoog  der  Ellipse  ist  in  diesem  Falle: 


\dx/  0 


dx  a  y^^  —  x' 

folgt,  wo  a^ e'' =  a*  —  6*.  Hiemit  er^bt  sich: 

d.  i.  wenn  wir  die  Gl.  (7)  §.  435,  und  Gl.  (8)  §. 
bringen : 

F=  ;rVr— *^(xVa''—  £*x^  +  -  ar 

als  Ausdruck  für  die  Oberfläche  der  Zone,    welche 
und  einer  im  Abstände  x  zu  ilir  parallel  gelegten  I 
Setzt  man  a;  =:  a,  so  erhalt  man  hieraus  für  ( 
-0  des  gestreckten  Rotationsellipsoides : 

Fftr  i  ^  0  geht  das  EUipsoid  in  eine  Kugel  vom  I 

da  nun,  wie  man  sich  leicht  flberzeagt,  lim     -  -     " 

so  erh.tlt  man  aus  obiger  Formel  für  den  Inhalt  ei 
der  Höhe  x  den  Ausdruck:  F='i7iax,  und  hier 
Oberfläche  der  halben  Kugel  ^=  2:i  a'. 

2)  Das  abgeplattete  Rotal  i  onscllipsc 
steht  durch  Umdrehung  der  Ellipse  um  ihre  kleine  A; 
ilerselben  wird  in  diesem  Falle: 

.'  =  ^  \b-'  --x\ 

womit   sich   für   die   von    der  Ebene   der  yz  an  ge 

Zone  der  Ausdruck 


Ict   man   mit  Hilfe   der  Fornielo  (7) 
■elbe  fflr  x  ^  0  verschwinden  soll,  g< 

e^   erbftlt   man    hieraus   die   halbe   < 
llipsoides : 


\    ^     2e       1  —  e/ 


Icke   noch  in   einer  anderen  Form  ei 

leben  die  Normale  tm  Punkte  x,  e  i 

genden  miipse  mit  der  grossen  Axe  derselben,    also   hier  mit 

de 
der  r  einschliesst,    so  ist  bekanntlich    --=::—  tg^,  somit,  D 

sieht  aaf  die  obige  Gleichung  der  Ellipse: 


Die  Verbindung   dieser  Gleichung   mit  jener   der  Ellipse  liefei 
SQCcessive  Elimination  von  e  und  x,  die  Ansdrticke : 

a  ( 1  —  «')  sin  qc        o  cosy 

Vi  —  t'  sinqp*  Vi  —  **  sin^)' 

Ans  ersterem  folgt  durch  Differenziation : 

a(l  —  E*)  coB^  dq> 


(1  —  e'  siny")"' 


tion    dieser   Werthe   in    die    ( 
)am  Behnfe  der  Integration  setze  man  £  siny  =  u,  so  ^ 


tnrch   Sahstitution    dieser   Werthe   in    die    Gleichoi^    (1)    v 
ich  dieselbe  in : 


»')• 


= 

'  f 

» 

u' 

)  + 

1 

1  +  «1 

= 

^1.^ 

»,. 

si 

9~' 

+ 

2e    1  ^  e 

SI 

1  — t 

'1 

sin 

T 

-  +  U 

1 

f- 

-  e' 

«11 

*f*  +  2£' 

1 

Die  Erde  bat  bekauntlicli  die  Gestalt  eines  Spl 
wcndang  auf  dieselbe  ist  if  die  geograpliische  Breite 
die  Formel  gibt  daher  die  ÖberflAcbe  der  Zone  vo 
jenem  Parallel,  dessen  Breite  fp  ist. 

Entwickelt  man  jeden  der  beiden  Ausdrücke  ii 
eine  Reibe,  den  ersteren  mit  Hilfe  der  Binomialfor 
nacli  Gl.  (ti)  §.  68,  so  ßndet  mau: 


=  27(a»(l- 


Wsinqr.4-^ 


S)   Ein  Krtis   vom  Halbmesser   r   drebe   sieb 
j-j     42  Ebene,    aber   ausserhalb    de 

Gerade  XX'  (Fig.  42);  man 
flfiche  der  erzengten  ringfOrr 
Nimmt  man  die  XX'  f 
durch  den  Mittelpunkt  des 
auf  XX'  gezogene  Gerade  a 
setzt  OC  =  a,  so  ist  die  Gb 

.  =  .±yr.- 

wo  das  obere  Zeicben  dem 
das  untere  dem  Halbkreise 
Aus  dieser  Gleicbung  folgt: 

man   bat   somit   für   den  lubalt   der   von    dem    obe 
scbriebenen  Plflcbc: 


'i: 


(a  +  V?i-:7i)^ 


Jer   von   dem   unteren   Halbkreise   beschriebenen 


(,.    ^/.'    1') 


^'r'-'  ■ 


ir  -    —  .^.^  =  J 


ist  somit  gleich  dem  Productc  der  beiden  Kreis- 
.esser  a  uud  r  sind. 

n  wir  uns  nunmehr  mit  dur  Aufgabe  der  Com- 
iu  ihrer  allgemeinsten  Form.  Ist  e  =  f(x.  y) 
nmmen  Flftche  und  (p{x,  j)  =  0  die  Gleichung 
Üer  xy  senkrechten  Cylinders,  welcher  die  Fläche 
^  Fig.  43. 


[ic 


lie  a;//- Ebene  }t  ist,  und  sind  x  -j-  zix  nud  >/-\-  Jy 
ben,  so  erzeugt,  wenn  wir  durch  jeden  der  Punkte 
i  Ebenen  der  xe  und  ye  parallele  Ebenen  legen, 
er  vier  Ebenen  mit  der  xj/-Ebene  das  Rechteck 
,  der  krummen  Fläche  aber  das  Flach euelement 
:  endlich  der  Durchschnitt  derselben  vier  Ebenen 
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mit  der  die  krumme  FiSclie  im  Punkte  M  be 
Viereck  Mlf'Pi^'  =  lo  bildet.  Das  Rechteck 
aber  die  Projectioa  des  Viereckes  ci  auf  die  Ebt 
wenn  wir  mit  y  den  Neigungswinkel  der  tangiren 
j;y-EI>ene  bezeichnen : 

/Jx  -Ju  ■■=  10  cosv,  oder  w  = 

'  C( 

Offenbar  nähert  sich  nun  das  Flacbenelement  . 
um  Bo  mehr,  je  kleiner  wir  ^x  und  •Jg  nehmen, 
Differenzialien  abergehend, 

dx  dy 
cosy 
als  Ausdruck  des  FlScbendifferen^ials,  zU  nehmen 
Gl.  (1).  ist  aber 

1 
cosy  ^  — —     .1   ■.^.-  , 
\'P*  +  «*  +  1 

wenn  ;<  =  --,  «  =:  -     die  partiellen  Differenzia 

lix  dy 

X  und  y,  gezogen  aus  der  Gleichung  der  Flache 
somit  fflr  das  FUchendifferenzial  den  Aasdrock: 

dxdy\p-'~-Jrq^~-\-~\. 
lategriren  wir  nun  diesen  Ausdruck  etwa  zuerst 
constant  betrachtend ,  so  heisst  dies  bekanntlicli 
alle  Flachenelemente  snmmiren,  welchen  dasselbe 
wir  offenbar  zu  dem  Inhalte  des  unendlich  seh 
parallelen  Streifen  (ißyä  gelangen,  welcher  somit 

dt:^  dx  I  'dy  Vj»"  +  '/*  + 
dargestellt  wird ,  wobei ,  wie  leicht  ersichtlich ,  d 
y^.  y,  im  Allgemeinen  Funktionen  von  x  sein  y 
Gleichung  (fix,  y)  ^  0  sich  ergeben.  Eine  zwei 
Integration  summirt  alle  diese  unendlich  vielen  2^ 
Grenzen  x^.r,,  und  x^=^x^  liegenden  Flflcbenstr« 

F  =  £dx£jyVp'  +  'l'  + 
als  Ausdruck  fOr  die  gesuchte  Flache  erhalten  w: 
Aus  dieser  allgemeinen  Formel  würde  ma 
die  im  vorigen  §.  entwickelte  Formel  f(lr  Rot 
können.  Die  Gleichung  einer  solchen  Fläche,  dii 
drehungsaiie  vorausgesetzt,  ist  nämlich  y''  -\-  e^  = 


_/'(f)-rw  „_'^_ 


fWV 

+  /■■«■      ^'''-. 

:   sacht 

r  der  x^-Ebene  stellende  FIftcbe,  so  ergeben 
aus  der  Gleichuag  #  ^  +.  f(x),  welche  für 
Dg  der  Botationsfläcbe  hervorgeht;  es  ist  daher 
■  f{x)  somit  IT  der  Werth  dieses  Integrals,  nnd 
ganzen  Rotationsfläche; 


--2n 


£dxf{z)Vl  +  f{^)'. 


em  im  vorigen  §.  erhaltenen  gleichbedeutend  ist. 
liel  fOr  die  Anwendung  der  Formel  (m)  diene 
kreisförmiger  Basis,  dessen  Axe  mit  der  Axe 
tine  Gleichung  ist: 

:»-')'  =  »■(■«"  +  *"). 

r  des  kreisförmigen  Darch Schnitts  des  Kegels 
und  h  die  Höhe  des  Kegels,  d.  i.  den  Abstand 
^-Ebene  bezeichnet.  Hieraus  folgt: 

Aj:  äe hy 

.  ^  ,.  _L  .  _  Va^  +  r» 


erflSche   des  über  der  Ebene  der  j-y  liegenden 
so  ergeben  sich  die  Werthe   der  Grenzen    i/„ 


aus  der  Gleichung  ihres  Durchscliiii 
')  =  a;"  +  ff''  --  c"  =  0,  nümlich 
—  x',  wodurch 

itcgrirt  man,  und  nimmt  das  Iiitegr 

mt: 

s druck  jenes  Tlieiles  der  Kegel fl9 
der  i/s  und  einer  7,u  dieser  im  Abs 
enthalten  ist.  Setzt  man  daher  x 
loppelt,  so  erhalt  man:  ;i  t-y/i* 
iche. 

7.  Die  allgemeine  Auflösung  der 
chen  erheischt,  wie  ans  dem  vorhcri 
lg  eines  Doppelintegrals,  welche  hfli 
ist;  man  sucht  in  solchem  Falle 
nfohren,  darch  Einfahrang  neuer  V 
dass  die  Integration  dadurch  erlei 
Bt  im  Allgemeinen  folgendes, 
seien  in  dem  Doppelintegrale: 


J=^^Uäxdfj=jjf{x 


Stelle  von  x  und  y  zwei  neue  Veräm 
mit  den  ursprünglichen  durch   die 

ift  sind,   so  hat  man  znvördei'st  du 
ibtiou  /'(x,  p) : 

U=f{x,  y)  =  F( 
handelt  sich  nur  noch  darum,  < 
i^e  rinde  rl  ich  eu  auszudrücken. 
isetzt  nun,  man  wolle  zuerst  nach  ff 
onstant  zu  betrachten,  und  erhült, 
>ifferenziation  der  Gleichungen  (l): 


II  £  und  t;  sind.  Es  ist  w 
I,  ), ,  man  an  die  Stelle  v 
so  ergibt  sich  dnrch  Elimin 

Dngen : 

-  P,Q  -0 

?Q,  —  P,Q 

js  Werthcs    verwandelt    sich 


\a  sich  y  und  E,  mittelst  ob 
[tion  von  \  und  x,  welche  t 
bängig  betrachtet  werden  ml 

lierert  nun  die  erste  der  Gl 
den  Werth: 
=  Pdi , 

Substitution   desselben   in   < 


,^^  iDQd^d^i. 

lesnllate  gelangt  sein,  wenn 
tten  treten  lassen,  oder  wen 
nach  y  vorgeDommen  hat 
neue  Integral  zu  nehmen  ist 
rs  ermittelt  werden. 

ia   Torgetragene  Transformal 
planationsfonnel  [Gi.  (m),  §. 

n.  Als  solche  wfihlen  wir  de 
e  £  =  f{x,y),  den  Neigung 
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desselben  gegen  die  Axc  der  x,  endlich  den  Winkel  m,  unter  welchem 
die  durch  die  genannte  Axe  und  den  Radiusvector  gelegte  Ebene  der 
x^-Ebene  begegnet.    Dies  vorausgesetzt,  hat  man : 

X  ^  r  cos  6 ,  9  =  r  siD  9  cos  (D ,  .e  =  r  sin  0  sin  ra . 

Durch  Substitution  dieser  Werthe  in  die  Funktion  ü  =  Vjj'  +  g*  +  l 
erhalt  man,  6  und  m  als  die  unabhängig  Veränderlichen  betrachtend, 
auf  dem  in  §.  338  betretenen  Wege: 

I  „  cos6  -    t'sinöl  ainfl  sinw  +  ^-cosw 

Die  Differenz lation   der   beiden   ersten  der  nbigen  Gleichungen  er- 
gibt femer: 

Ar  ^  1  -,  cos 6  —  r  sin 6 1  AS  +  -;—  cotbdta, 
^  rfö  /  rf w 

(?y  =  (  -^  sin  e  -f  r  cos  e  I  cos  (u  ^6  +  |  — -  cos  w    -  r  sin  w  I  sin  9  di-t ; 

es  ist  daher,  nach  den  Bezeichnungen  des  vorhergehenden  '§ : 

P=  ^cose  -    rsinö,     ^  =  ''   eosO, 

P^  =  |-%iB6  +  rcOBÖl  eosw,     §,— fj-cosw  —  rsinölsinö; 


— '{(I 


sinöl  siii6  sinu  + 

mckes , 
leichung  ( 


Durch  Snbstitntion  dieses  Ausdruckes ,  in  Verbindung  mit  dem 
obigen  von  V^i*  ■\-  q^  +  1  >  in  die  Gleichung  (2)  des  vorhergehenden  §. 
folgt  sofort: 

i  \     1  /r  '/Ar  \  n  7XT» 


als  Ausdruck  des  Flächeniubaltes  in  Polarcoordinaten,  dessen  man  sich 
bedienen  kann,  wenn  die  Polargleichung  der  Fläche  einfacher  ist,  als 
bei  rechtwinkeligen  Coordinaten. 


3&1 

ite    fahrt   auch   eine    einfache    geomelrisclie 

Fig.  44. 


er  OX  beziehongsweiijö  die  Winkel  6  nnd 
hreiben  wir  endüHi  ans  0  als  Mittelpunkt 
=  r  eine  Kugelfläche,  so  wird  von  den  be- 
den  zwei  Kegel flfl dien  auf  der  gegebenen 
ächenelement  JUNPQ  =:  dF,  auf  der  Kugel 
\Ivpq  =  dK  aasgeaclinilten.  Beide  können 
erden  and  man  kann  offenbar  dK  als  die 
Kngelflacbe  betracbten,  so  dass  also 


dF  = 


dK 


iwiokel  beider  Flftcbenetemente ,  d.  i.  den 
die  Normale  der  Flache  im  Punkte  M  mit 
iliesst  Nun  ist  dK ^ Mti  Mg  \  Mn  =  rdQ\ 
to,  also  das  Differenzial  der  Kngelflache: 

"^  r*  sin6  (fö  dw. 

ait  a.  ß,  y ;  a',  ß",  ■/  die  Winkel,  welche  be- 
ktor    OM  ond    die   erwfihnte   Normale   mit 


^  sin  S  sin  (ü 


dz 


Vp*+?*+i' 


cos  A  ^  cos  a  cos  a    -f-  cos  ß  cos  (f  +  cos  )■  cos  ■/ 
p  cos  6  +  g  sin6  cosc»  —  sin  6  sin  w 

Nach  EinfOhrung  der  in  §.  338  il^v  p ,  q  und  \p*+  9"+  1  ent- 
wickelten Aasdrflcke  in  Funktion  von  r ,  6  und  cj  verwandelt  sich  dieser 
Ausdruck  nach  leichter  Reduktion  in: 


und  man  erhält  hiemit: 

dF  =  rdb  f7(j 
flberein stimmend  mit  dem  Obigi 


469.  Betrachten  wir  noch  als  Beispiel  den  elliptischen  Kegel, 
welcher  durch  die  Gleichung 


dargestellt  wird,  wenn  i 
Fig.  4ri. 


Spitze  im  Ursprung  der  recli (winkeligen 
Coordinaten ,  als  Basis  demselben  eine 
Ellipse  AB  (Fig.  4ü)  annehmen,  deren 
Ebene,  im  Abstände  OC  =  c  parallel 
liegt  zur  Ebene  der  ^tf,  und  deren 
Halbaxen  CA^a,  CB  =  b  beziehungs- 
weise in  der  x£-  und  t/z  -  Ebene  sich 
befinden.  Setzen  wir  der  Karze  halber: 

Eo  verwandelt  sich  die  obige  Gleichnnt 
in  die  einfachere 


=  Vi"  +  V" 


dz c         5  dz       c         tj 

^~di~ayp-:f^^'  ^~  dy~b  y|5"^r^«' 

weiche  Werthe  in  die  Gleichung  (*»),  §.  466  snbstitairt,  for  der 
Theil  GAB  der  ganzen  Mantelfläche  den  Ausdruck: 

ergeben.  Was  die  angesetzten  Grenzen  betrifft,  so  beachte  mi 
die  Projection  der  die  in  Rede  stehende  Flaclie  begrenüendei 
AB  auf  die  Ebene  der  xy  die  Ellipse  ab   ist,    welcher  die  C 

j(  =  6l'l^(     1  entspricht.    Man   hat  daher   von  x  =^  0  bis 


ft|/l  — l-i  zu  integriren,   welche) 


werthen  die  Werthe  I^Ü,  §^1  ond  i;=:0,  ij=V'i — ^*  ent 
Fflhreu  wir  nun  mittelst  der  Substitution: 
f  =  r  cos  (jp,  j;  ^  f-  sin  y 
die  zwei  neuen  Veränderlichen  r  und  tp  ein,  so  wird 

dg  =  cosg)  rfr  —  r  sin  9)  d(p,  dtj  ^  sin  (f  dr  -i-  r  cosqi  d 
somit,  im  Sinne  des  §.  467: 

ß  =  r  cos  ly"  +  r  sin  y'  ;=  r, 
und  das  obige  Integral  verwandelt  sicli  in 


-ity-"" 


+  J^c*  cosip^  +  a^c''  sin tf"  rdr  dtf 

Die  hier  angesetzten  Grenzen  ergeben  sich  leicht,  wenn  mai 
dass  das  vorhergehende  Integral ,  zufolge  seiner  Grenzen , 
Punkte  sich  erstreckt,  welche  innerhalb  eines  mit  dem  Hath 
beschriebenen  Krei^^quadranten  liegen,  welcher  Bedingung  ofFenbi 
wird,  wenn  man  r  von  0  bis  1  und  tp  von  0  bis  J  7t  gehen 
Die  Integration  nach  r  ist  nun  sogleich  ausführbar;  sie 

F  =  ~  I      rfy  V»***  +  6*0*  CO891*  +  ***"*  sin y', 

)  !er,    wenn  man  nnter  dem  Wurzelzeichen  a*ft*(cos^*  +  sin 
I  ^6*  schreibt,  und 

a*  -^  e*  =  «^a*,  fr*  +  c*  ^  m*6*, 

H  ■  ■  R  ,    EtiL  HnUeniitili,  II.  3.  AaS.  23 
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setzt : 

1        j-t"         ,-.-^    -        ^ 
F  =:  —  a6  I     dtp  ym*  cos  g>*  +  « '  si 

Man  kann  diesen  Ausdruck  aucli  [d  folgender 

lässt  man   nan  A  =  mX^ib,    B  =  nyab  die  Ha 

■™      -4*  —  B*       w*  —  m'   ,.     ^ 
sein,  so  iSt  Ä*=        ,,     -  = z—  oio  Exeenl 

und  es  wird  darch  EinfOhrang  dieser  GrOssea: 

worin  sich  der  Sat^   ausspricbt,    dass   die  Mantelfli 

Kegels   gleich  jener   eines  Cylinders   ist,    dessen  £ 

dessen  Basis  eine  mit  den  Halbaxen  A  =:v}\  <ib  n 
zeichnete  Ellipse  ist. 

IV.   Cuhatur   der   Körper. 

470.  Betrachten  wir  auch  hier  zunJichst  eii 
in  welchen  die  Berechnung  des  Volums  eines  von  e 
begrenzten  Raumes  auf  ein  einfaches  Integral  führ 

Dies  ist  der  Fall,  wenn  sich  die  Gestalt  eines 
Ebene  parallelen  Schnittes  des  Volums  als  Funktio 
dieser  Ebene  ausdrücken  lasst. 

In  der  That,  es  seien  T  das  von  irgend  ein 
und  zwei  zur  yf-Ebene  parallelen  Ebenen  x  ^  z 
Volani,  ferner  F{x)  and  F[x)  +  ö  die  F13cben 
recht  anf  der  Axe  der  x,  in  den  Abstanden  x  an 
Sprunge  gefahrten  ebenen  Schnitte,  wo  d  eine  mi 
GrCsse,  endlich  JV  das  zwischen  beiden  Schniti 
so  ist  klar,  dass,  wenn  wir  nur  Jx  klein  genug 
wendig  zwischen  zwei  Cylindern  enthalten  ist,  we! 
schaftlichen  Höhe,  und  beziehungsweise  F[x')  und 


35& 
Jte  somit  F{x)/Sx  und  yP{x)  +  d]Jx  sind, 
en  Abnehmen  von  ^x  immer  mehr  und  mehr 
rgehend  wird  daher : 

dV=F{x)dx 

V=^' F[x)dx.  (1) 

reiaxige  Ellipsoid: 

'I  +  ?'  +  4  =  1 

a'       o'       c' 

)m  Ursprange,    von   einer  aaf  die  Axe  der  x 

!iner   Ellipse    geschnitten ,    welche    durch    die 


[albasen  somit       Vn"  ^  x*  nnd  -  Vn^ 
a  a 

bc 
I  Schnittes  ist   daher  F{x)  =  ;r  -  ^-  («*  —  x^\ 


U'^" 


-  x')  ax  ^~  n abc 


^^rabc  jenes  des  ganzen  Ellipsoides.  Fflr 
i^c  als  Inhalt  des  Rotationsellipsoides ,  dessen 
,  Ist  aber  a  =^b  =  c,  so  folgt  |  tt a'  als  In- 
albmesser  a. 

§.   betrachtete   elliptische   Kegel   wird  in 
parallel   znr  xy- Ebene    in   der   Ellipse  AB' 

Ken    -  - ,    —  sind ,   deren  Fläche  daher  durch 
c        e 

]ckt  ist ;  man  hat  daher  fOr  das  von  der  Spitze 

es  Kegels  von  der  Höhe  c: 

■^  r  ■.  ,         I        ,         1  ^ 
j-J  e'de=:-7tabc^^ -Bc, 

ptische  Basis  des  Kegels  bezeichnet. 
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Nimmt  man  dns  Integral  von  s  =  e  bis 

r  =  .°4r'- •"  =  '»?' 

das   Volum   des   abgestatzten    Kegels    ABA'B 
c  —  e  =  h. 

Nun  ist  «*-£■»  =  {(:—  ^)  {f-  +  t^e  -\- 

es  ist  aber,  wenn  man  mit  n',  ^  die  Ualbaxei 
B"    deren   Fläche    bezeichnet:     —  =  —  ^r    - 

;=  —  p^— -,  womit  sich  der  bekannte  Ansi 

7t  ab        J' 

ergibt. 

471.  Die  Formel  (1)  des  vorigen  §.  ge 
Anwendung  auf  Rotationsflächen.  Nimm 
der  X  als  Umdrehungsaxe,  und  ist  y  ^  /"(a-) 
Ebene  der  xg  gedachten  erzeugenden  Curve,  ! 
:E-Äxe  senkrechte  Schnitt  als  Kreis  vom  Halt 
Flache  F{x)^Tnf  r=  nf{xf  ist;  man  h 
körper : 


rr£  y*dx 


Sind  y  =  f{x),  y,-/U^)  ^wei  in  dei 
Curven,  so  entsteht  durch  Rotation  derselber 
ringförmiger  Körper,  dessen  Volumen  offenbar 


="£<'.- 


gegeben  wird. 

Beisp.   1)  Eine  Ellipse  drehe  sich  nm  i 
wir  diese    mit  der  Axe    der    .r,    den    Mitlelpu 
zusammenfallen,  so  ist  ihre  Gleichung  h^y- ■= 
Volum  des  von  der  Ebene  der  yz  nnd  einer 
Ebene  begrenzten  Theiles  des  Sphäroids: 


IS  Volam  des  lialbcii  Sphäroids  ^  ^ria^fe, 
iia'b,  wie  schon  abca  gefunden  wurde. 
§.  465,  J3ciap.  3,  betrachteten  Kreis  vom 
elputtkt  im  Abstände  '(  von  der  Äxe  der  x 
lien,  so  wird,  da  (y  --  aY  +  j;"  ^  r^  die 
=  a — y»'^  —  a;',  si,  =  a  +  Vr"  —  3:' ,  somit 
"GS   vOn   kreisförmigem  Quorschaitt,   zufolge 


e ,  ff)  die  Glcicliuiig  einer  krummen  Flache, 

^        /^v-j  — -   "ß  eines  auf  der  Ebene  der  xff  senkrechten 

Cjlinders,  so  kann  die  Aufgabe  der  Cubatur  der  Körper  iu  ihrer  all- 
geuieineu  Form  immer  auf  die  Bestimmung  des  Volums  zurückgefftbrt 
werden,  welches  von  dieser  Cylinderflflclie  und  den  von  ihr  auf  der 
nsdie  z  =  f[x,  !/)  begrenzten  Thoilen  dieser  Fläche  eingeschlossen 
wird.  Zu  einem  Ausdrucke  für  dieses  Volum  gelangt  man  leicht  durch 
die  Bemerkung,  dass  das  Produkt  dxdff  ein  unendlich  kleines  Element 
der  in  der  a:i/-£hene  gedachten  Basis  jenes  Cylinders,  somit  e.dxdy 
=  fix,  y)  dxdy  das  Volum  des,  Aber  diesem  Elemente  als  Grundfläche 
stehenden  Prisma  darstellt.  Der  ganze  zu  berechnende  Körper  kann 
nun  in  solche  Prismen  zerlegt  gedacht  werden,  deren  Summe  sofort 
das  gesuchte  Volnm  desselben  sein  wird.  Diese  Summe  wird  durch 
das  bestimmte  Integral 

V  =  r  f'^  dxdy  =  r  i"f{x.  y)  dxdy  (l) 

Jxo'^^o  "'■Po*  Vi» 

aasgedrQckt,  wo  die  Grenzen  nach  y  im  Allgemeinen  Funktionen  von  x 
sein   werden,    welche   sich    durch    die    Gleichung    y  t=  (fix)    des    das 
Volumen  umschliessenden  Cylinders  bestimmen,  vorausgesetzt,  dass  man 
erst  nach  y  integrirt.  Der  Ausdruck 


dx 


JV(J-,  y)dy 


t  dann,  wie  leicht  einzusehen,  die  Summe  aller  Prismen,  welchen 
iselbe  X  zukomjnt,  d.  h.  das  Volum  einer  unendlich  dtinnen  Schichte 
s  Körpers,  welche  von  zwei,  in  den  Abständen  x  und  x  -\-  dx  senk- 


"'^«»^Wl 


e  Äxe  der  x  gelegten  Ebenen  begrenzt  wird.  Die  zweite 
[fahrende  Integration  bedeutet  die  Summation  aller  dieser 
nnen  Schichten,  in  der  Richtung  der  Äxe  der  x,  deren 
nbar  das  gesuchte  Volum  sein  muss. 
iht  leicht,  dass  man  die  Ordnung  der  Integration  amkehren, 
lach  X  inlegriren  kann ;  in  diesem  Falle  sind  dann  die 
und  a;,  im  Allgemeinen  Funktionen  von  y,  deren  Werthe 
der   Gleichung   ^  ^  i]p  (a;)    durch   Auflösung    nach    x    sidi 

m  noch  allgemeineren  Ausdrucke  für  das  Volum  eines  be- 
izten Körpers  gelangt  man ,  wenn  man  sich  durch  zwei 
he  Punkte  im  Innern  desselben,  x,  ij,  z  und  x  -\-  Ax,  y  +  dj. 
drei  zu  den  coordinirten  Ebenen  parallele  Ebenen  gelegt 
he  sofort  ein  unendlich  kleines  Parallelepiped  begrenzen, 
1  durch  dxdi/dz  ausgedrückt  vrird.  Das  Volum  des  Körpern 
bar  gleich  der  Summe  aller  dieser  Parallelepipede ,  ans- 
an  die  Begren zun gsßa eben  des  Körpers,  und  diese  Summe 
las  dreifache  Integral 

V  =  iiidx  dy  dz  (2) 

Die  Grenzen,  innerhalb  welcher  die  drei  Integrationen  ans- 
d,  ergeben  sieh  in  jedem  Falle  ohne  Schwierigkeit  ans 
ung  der  das  gesuchte  Volunj  begrenzenden  Flachen.  Ver- 
Ibrigens  in  (2)  allgemein  die  Integration  nach  e,  so  gelangt 
zur  Formel  (1). 

1  Gebrauch  dieser  Formel  durch  ein  Beispiel  zu  erlSutem, 
len  Inhalt  des  dretaxigen  Ellipsoides 

Diese  Gleichung  bietet  sofort  als  Grenzen  der  Integration 
Werthe 


,=  +  c\/'x 


erhalten  hiemit,  nach  e  integrirend: 
ist  das  allgemeine  Integral  nach  y. 


J 


4('-S)"       " 


die  gegebene  Fiacbe  umhflllendeii,   anf  der  xy- 

linders   'st  — +  ^^1,    (d.    i.   die   Gleichung 

des   DarchscbnittoB    des    Ellipsoides    mit    dev    geDannten    coordinirten 
Ebene);  und  hieraus  ergeben  sich  die  Grenzen  der  Integration  nach  y, 

nffflüeh  y=+.i)l/  1 ü,  womit  das  letzte  Integral  =   '    II ;|, 

und  folglich 

irird.    Intcgrirt   man   endlich   diesen    Ausdruck    zwischen   den  Grenzen 
—  a  und  +  a,  so  erhält  man 

T  =  -g-  abcn 

als  Volam  des  ganzen  Etlipsoides. 

473.  Wir  haben  im  vorigen  §.  das  Tolnm  eines  Körpers  durch 
ein  dreifaches  Integral  [Gl.  {2)J  ansgedrflckt ;  bei  blos  geometrischen 
Betrachtnngen,  wo  es  sich  nur  um  die  Bestimmung  des  Volums  handelt, 
ist  man  jedoch  nicht  genöthigct,  von  diesem  Ausdrucke  Gebrauch  zu 
machen,  da  in  diesem  Falle  die  Anwendung  der  Formel  (1) :  P^^^dxdif 
immer  zum  Ziele  führt.  Wohl  aber  fohren  andere  Untersuchungen,  z.  B. 
physikalische,  auf  derlei  dreifache  Integrale.  Handelt  es  sich  z.  B.  nm 
die  Bestimmung  der  Masse  eines  Körpers,  dessen  von  einem  Punkte 
zum  andern  veränderliche  Dichte  för  einen  Punkt,  dessen  Coordinaten 
X,  y,  z  Bind,  durch  die  Funktion  Q^{f[x,  y,  e)  gegeben  ist,  so  hat 
nan  für  das  Differenzial  der  Masse  im  Punkte  x,  y.  e  den  Ausdruck 
\M-^^dxdydz^:=(f{x,  p,  e)dxdyde,  da,  wie  bekannt,  die  Masse  durch 
las  Produkt  des  Volums  in  die  Dichte  ausgedrückt  wird ;  für  die 
tfasse  des  ganzen  Körpers  hat  man  daher: 

Jtf  =fjj^  dxdydg=jj\<f{x,  y,  a)  dx  dy  dz. 


f>^-l 


\^. 


P«  v" 


wY 
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Dividirt  man  diesen  Ausdruck  durch  das  Volum  des  Körpers: 
V  =  (Kdxdi/d'js,  so  erhält  man  seine  mittlere  Dichte. 

Die  Ausmittelung  eines  dreifachen  Integrals  wird  sehr  häutig 
durch  eine  passende  Transformation  desselben,  mittelst  Einführung 
neuer  Veränderlichen,  bedeutend  erleichtert.  Das  hiebei  zu  beobachtende 
Verfahren  ist  im  Wesentlichen  dasselbe,  welches  wir  in  §.  467  zur 
Reduktion  der  Doppel-Integrale  in  Anwendung  brachten. 

Es  sei  das  dreifacl^e  Integral: 

J  z=  i\\UdxdydjSf=  1 )  1  /  (^ »  ^ »  z)dxdydz 

umzuformen   durch  Substitution  von  drei  neuen  Veränderlichen  ^,  i;,  s^ 
welche  von  x,  y^  z  mittelst  der  Gleichungen 

abhängen.  Die  Differenziation  dieser  Gleichungen  liefert: 

dx  =  P  d^  +  Q  drj  +  B  d^ , 
dy  =  P,d^  +  Q,dr,  +  B,d^,  (2) 

dz  =  P^d£  +  Q^dr^  +  B.,dC. 

Angenommen  nun,  dass  ^an  zuerst  nach  z  integriren  wolle,  so 
hat  man  hiebei  x  und  y  als  constant  zu  betrachten  und  somit,  wenn 
man  etwa  C  an  die  Stelle  von  z  einfuhren  will,  zur  Bestimmung  von 
dz  die  Gleichungen : 

0  =  P  d^  +  Q  drj  +  B  dC, 

0  =  P^d§  +  Q^drj  +  B,dC, 

dz  =  P,d^-^  Q^jTj  +  Ä,e?r, 

aus  welchen  man  durch  Elimination  von  d^  und  dr^: 

nd^ 

dz  = 

findet,  wobei  zur  Abkürzung 

o  =  P,  (<2  ff,  -  i?«, )  -f  Q,  {BF,  -  PiJ, )  +  R,  {PQ,  -  QP, )    (? 

gesetzt  ist.    Durch  Substitution  dieses  Werthes  von  dz  verwandelt  sie' 
unser  Integral  in 

Q 


=1 


u 


PQi  -  P,Q 


dx  dy  dt. 


1 


ik 


der  von  einander  unabh&iii^igeu  Veranilerlichcn 
iiflmtich  iii  U,  ü  und  dem  Binom  PQ^  —  i',  y 

mittelst  der  Glcichmigcti   (1)   climinirt   denkt. 

in  dem  letzten  Integrale  zuerst  nach  y,  so  bat 
mt  zu  betrachten,  somit  ((«^iI>  =  U  zu  setzen, 
en  der  Gtgn.  (2)  in  folgende  übergehen: 

0  =  P(I|  +  g  dt,, 
äy  =  P,  d^-  +  q^  dt, , 
liuation  von  d§, 

dy=-^'y—'^dr, 

I  dieses  Wertlies  wird  ubiges  Integral 

Jen  drei,  von  einander  als  unabhängig  zu  be- 
ten a;,  >/,  3  abhängt. 

lieh  nach  x,  so  sind  (,  und  l  eonstant,  d.  t. 
nen ,  durch  welche  Bedingung  die  erste  der 
^  PiVi  reducirt ;  mit  diesem  Werthe  erhalten 
sformirte  Integral: 

mittelst  der  GIgn.  (1)  als  Funktion  von  i',  i;,  f 
r   die   soeben   vorgetragene   JUethode   zur   Um- 


''=%'"""■"■ 


Volumen  eines  Körpers  ausdrückt,  indem  wir 
:winkeligen  Coordinateu  x ,  y ,  e  die  Polarcoor- 
t  der  Gleichungen : 

y  =  r  sinÖ  cosw,  z  =:  r  sin  6  sinw  (l) 

ferenziation  derselben  findet  man : 

^    -  *■  sin  e,  ü   =  ü 

^        r  cosÖ  coBw,     JR,  ^  —  f  sin  6  sin  w, 

=       r  cos  Ö  sin  w,     Ä,  =        r  sin  6  cosw. 


Mit  diesen  Werlheu  wird  die  Grösse  ii  = 
im  vorliegenden  Falle  die  Funktion  U  = 


=1' 


Ein  6  ddditjdr. 


ä^ 


Dies   ist   der  Ausdruck   des  Volums  in  Funktion  vo 

Man  gelangt  zu  demselben  auch  durch  eine  eir 

Pjg  ^g  Betrachtung.     Et 

ein  Punkt   im  In 

0   der   Pol,    Ol 

vector,    l_  MÜ} 

desselben   gegen 

cndlicli  /_  MK31 

welchen  die  darc 

und    die    Äxe    ( 

mit   der   fixen   I 

fl  berein  stimmend 

/  y'  sehen  Bedeutung  a 

*  wir  nun  den  Eac 

um     das     unendl 

Mm  ^  df  zunehmen,  und  beschreiben  aus  dem  Pole 

zwei  Kugelflächen,    ao   werden    diese   von  der  Eben 

geschnitten,   welchen  der  Kadiusvector  OM  in  den  1 

ein  zweiter  in  der  Ebene  MOX  liegender  und  mit  c 

NOK  =  e  +  dd  bildender  Radinsvector  ON  in  den 

begegnet.     Hiedurch   wird   das   in   der  Ebene  MOX 

kleine  Viereck  MNwn  gebildet,  welches,  wenn  man  si 

um    den   unendlich   kleinen   Winkel    MKQ  =  <Uo   gi 

Körper  Mp  erzeugt,    welcher  —  einer   abgestutzten 

—  der  unendlich  kleinen  Dimensionen  wegen,  als  Pr 

ist.     Offenbar   kann    man  sich  nun  den  ganzen  Körp 

Elemente  zerlegt  denken,  deren  Volum  dV  das  Prodi 

ecke  MNPQ   in   die  Höhe  Mm  ^=  dr  ist.     Da   nun 

Rechteckes  MN  =  r  dö ,    und   MQ  =  MK  .dtu  =  r 

erhalt  man  als  Inhalt  des  Rechteckes  r^sin^dGdci, 

Differenzial  des  Volums  der  Ausdruck: 

d7  =  r^änBdBdiodr 
ergibt,  übereinstimmend  mit  der  oben  erhaltenen  Gl. 
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Was  die  Grenzen  des  dreifachen  Integrals  (2)  betrifft,  so  sind 
zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  je  nachdem  der  Pol  innerhalb  oder  ausser- 
halb des  Körpers  liegt. 

Im  ersteren  Falle  wird  man  zuerst  nach  r  integriren,  und  zwar 
von  r  =  0  bis  r  =  JP(Ö,  w),  welche  Funktion  durch  die  Polargleichung 
der  das  Volum  begrenzenden  krummen  Fläche  gegeben  ist.  Integrirt 
man  dann  von  6  =  0  bis  ö  =  /i ,  und  von  (o  =  0  bis  co  =  "Jji  und 
zwar  in  beliebiger  Ordnung,  so  ist  leicht  einzusehen,  dass  hiemit  das 
Integral  auf  den  ganzen  Körper  ausgedehnt  ist. 

Im  zweiten  Falle  wird,  wenn  von  einem  begrenzten  Volum  die 
Rede  sein  soll,  jeder  Radiusvektor  den  Körper  im  Allgemeinen  min- 
destens in  zwei  Punkten  schneiden.  Gesetzt  nun,  es  seien  r=F(6,  (o) 
und  /  ==  ^^(6,  (i>)  die  zwei,  diesen  Durchschnittspunkten  entsprechen- 
den Wcrthe  von  r;  ferner  (p{c'))  und  (fi{of)  zwei  Funktionen  von  w, 
endlich  a  und  «j  zwei  gegebene  Winkel.  Integrirt  man  nun  nach  r, 
von  r  =  F{0,  co)  bis  r  =  F^[d,  co)\  nach  6  von  6  =  (f{co)  bis  6  = 
f/j(w),  endlich  nach  co,  von  (o  =  a  bis  io  =  a^^  so  erhfilt  man  offenbar 
das  Volum  eines  Körpers,  welcher  begrenzt  wird  einerseits  von  zwei 
krummen  Flächen,  deren  Gleichungen  r  =  F(ß,  co)  und  r  =  F^(ß,  co) 
sind,  anderseits  von  zwei  conischen  Flächen,  welche  ihren  Scheitel  im 
Pole  0  und  die  OX  zur  gemeinschaftlichen  Axe  haben,  und  durch  die 
Gleichungen  ö  =  y(w)  und  6  =  y, (w)  dargestellt  werden;  endlich  von 
zwei  Ebenen,  welche  durch  die  Axe  OX  gehen,  und  mit  der  fixen 
Ebene  XOT^  von  welcher  der  Winkel  co  gezählt  wird,  die  Winkel 
a  und  cfj   einschliessen. 

Zar  Erläuterung  möge  folgendes  Beispiel  dienen.  Aus  dem  Pole 
als  Mittelpunkt  seien  zwei  Kugeln  von  den  Halbmessern  a  und  a^  be- 
schrieben; zwei  gerade  Kreiskegel,  welche  ihre  Scheitel  gleichfalls 
im  Pole,  und  die  OX  zur  gemeinschaftlichen  Axe  haben,  und  deren 
Erzeugende  mit  dieser  Axe  die  Winkel  ß  und  ß^  einschliessen,  schneiden 
aus  der  Kugelfläche  einen  Ring  heraus,  von  welchem  durch  zwei  durch 
OX  gelegte  Ebenen,  welche  mit  der  festen  Ebene  XOY  die  Winkel 
a  und  a,  bilden,  ein  Stuck  abgeschnitten  wird,  dessen  Volum  zu  be- 
rechnen ist. 

Hier  sind  nun  sämmtliche  Grenzen  constant,  und  es  ist  zu  inte- 
griren nach  r  von  r  =  a  bis  r  =  a^,  nach  6  von  B  =  ß  bis  6  =  /^j , 
nach  o)  von  €o  =  a  bis  cü  =  a^ ,  so  dass  also  für  das  in  Rede  stehende 
Volum  erhalten  wird: 


•  ■  «-'•1 


'YJ 


m 


M 


Setzt  man  u  =::  <l  und  ß  =  II,  in  welchem  Falle 
und  die  innere  Kugel  vei'scli winden,  so  wird 

F  =  ^  «3(o,  —  «)  (l  — CO 

der  Ausdruck  des  zwigchcn  den  oben  crw&hi 
Tfaeiles  des  KugelausscIinittcB ;  das  Volum  des  g 
tindet  man  daher,  a  =  0,  «,  ^  '■i.i   setzend: 

K=^^aJ(l  -cos/f)  =  gjra 

Für  ji  :=  Ou"  geht  der  Auüschnilt  iu  die  halbe 

lelzle  Ausdruck  verwandelt  sieh  hi   V=;„  «  af. 


VIERTES  KAPITEL. 

IVErTEKE  UNTERSUl'llUSGES  CBEB  BESTLHHT 


I.  Die    periodischen  Reihen    von  Pourj 

475,  Gesetzt,  die  Funktion  (fix)  sei  so  be: 
alle  zwischen  Ü  und  .t  liegenden  Wertbe  von  x 
Reihe  von  der  Form: 

,p  {x)  =  B,  sin  X  -\-  B^  sin  üx  +  B^  sin  Sar  +  .  . 
entwickelt  werden  könne,  so  lassen  sich  die  Coe 
auf  einTache  Weise  bestimmen.  Maltipliciren  wir 
mit  sin  nx  dx ,  und  integriren  von  0  bis  ti  ,  so  c 


sin  X  sia  tu;  flK  +  ßj  l   sin  ix  %mnx  <lx  -\- .  .  .  . 

-  B„  I   sin  fix*  dx  -^  .  .  .  [m) 

mmenden  Integrale  sind  von  der  Fonn: 
_sin(«  —m)x_  sin(M  +  »")«   ,    ^ 

chnindet  zwischen  den  Grenzen  0  und  ;r,  aus- 
■I  ist,  fOr  welclien  Fall: 


I    sin  ttx^  d 


r  ,lx. 


hhren  auf  der,  offenbar  eines  Beweises  bedorf- 
lass  jede  Funktion  q>{x)  in  eine  convergirende 
kann,  welche  nach  den  Sinnssen  der  Vielfachen 
rtschreitet,  so  wollen  wir  die  Entwickeinng  im 
leren  Wege  vornehmen. 

ne  Funktion  von  §,  welche  von  ^  =  a  bis  ^  ^  6 
ne  positive  ganze  Zahl,  so  hat  man  nach  dem 
tegration  i 

Ü?l^l^l«ai2L»  +  ^l£r(£)c..*|.S. 

rliede  rechter  Hand  ist  eine  endliche  Grösse; 
n  /'(£}  endlich  ist  von  |  =  n  bis  f  =  b,  und 
ihr  Zeichen  nicht  ändert,  so  kann  man  [§.  446, 
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1*  f'(£)  cosl-c  dS  =  cosi-[o  + 

woraus  erhellt,  dasa  ("/''(l)  cosA^  (J|    el 

hat.  Lässt  man  demnach  in  der  obig 
werden,  so  folgt : 

Diese  Glcichong  besteht  aber  auch  nc 
zwischen  a  und  b  sein  Vorzeichen   ände 

im   ersten   Falle   kann   man   das  Integr 

Schiebung  von  Grenzen  in  mehrere  anc 
innerhalb  der  jedem  Integrale  zukom 
nicht  ändert,  welche  somit  endlich  ble 
zur  Summe  haben.  Wird  aber/"(^')  för 
den  Wertli  £  =  c  unendlich,  so  setze  i 

£/-(^)Bin^^rf^=j""V(^)sini| 
+  £^/(l)  sin 

wo  nnn  das  1'*  und  3''  Integral  rechter 
ft  ^  Qo  verschwinden,  da  der  Vorauss« 
Valien  «bis  o  —  c  und  «  +  e  bis  &  i 
man  auch  e  nehmen  mag;  der  Werth  d. 
mit  unendlich  abnehmendem  £  unendlic 
Setzung  nach  endlich  ist  von  c  =  a  — 
trachtung  l9sst  sich  oiTenbar  auch  auf  d 
für  mehrere  zwischen  a  und  b  liegen 
brechung  der  Stetigkeit  erleiden  würde. 

Hieraus  folgt  also,  dass  die  Giltig 
die  eine  Bedingung  gebunden  ist,  dass 
TOn  ^  ^  a  bis  ^"  ^  b. 

Setzen  wir  nun 


«£)=^-^- 


■."11 

sin| 


41    -JJ    * 
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lassen  wir  x  eine  beliebige  Constante,  cp  (u)  eine  Funktion  sein,  welche 
von  u  =  X  +^  aa  bis  u  =  x  ±_  ah  endlich  bleibt,  und  nehmen  wir 
a  =:  O  und  h  <C.7tf  so  entspricht  die  Funktion  /*(£)  in  Bezug  auf  diese 
Grenzen  der  oben  gestellten  Forderung  und  mau  hat  daher  vermöge 
der  Gl.  (1): 


lim 

d.  i. 

'b 


^  ^  ^^       -^^— ^  sin  Jc^  f?4  =  0, 


•    !-• 


sint 

0 


(  sinÄ;t  f 


lim  I    (p{x  +  a^)  "::7  rf|  =  (^(ir)  lim  |    ^^  <Jf ,  6  <  tt. 


Das  Integral  rechter  Hand  kann  in  zwei  Theile: 

ein  Z*.^  I 

cosec^  sinÄ|  d^ 


f«  sin  A;^-  ^..    ,   f 


zerlegt  werden,    von   welchen   der   zweite,    vermöge   der  Gleichung  (1) 

TT 

verschwindet,   weil  cosec^  von  f  =   -  bis  ^  =  h  <^  7r   endlich  bleibt. 

Was  den  ersten  Theil  betrifft,  so  setze  man  ä  =  2w  +  1 ;  hiedurch  wird 
sink^       sin(2w+l)^ 


sin  §  sin  ^ 


=  1+2  (cos  2^  +  cos4f  +  . . .  +  cos2w§),  *) 


(sm 
Jsin 


^^  d|  =  I  -  2  (i  ein  2^  +  J  sin  4f  + +  ^  «'"  ^mf )  , 


somit 


.«  i: 


»sinÄjf  TT 

sin  5  2 

0         ^  j 


2  sin  Äf  _.        TT 
sin£  ^        2 

0 


Man  hat  folglich: 


lim      (p{x±aB)^^^d^=^n(p{x\  0<b<7t.  (2) 

Für  h  =1  7C  gilt  diese  Gleichung  nicht  mehr,  da  für  diesen  Werth  der 
^^^  f{^)  snbstituirte  Ausdruck  unendlich  wird.  Es  ist  aber: 


*)  Man  findet  diese  Formel  leicht,  wenn  man  in  Gl.  (6),   §.  58,   I.  Bd. 
p  =■  2j,  und  n  —  1  =  w  setzt. 


^=_[<r(-±.si,5'«=jV('i 

ün  im  zweiten  Integrale  rechter  Hand  £  = 
en  die  Grenzen        und  0,  und  man  liat 


(fix  +  aS)  - 

enn  man  k  wieder  eine  ungerade  Zahl  se 


e  ungerade 

de  Integrale  rechler  Hand  ist  nun  der  Sa 
t  daher,  zur  Grenze  übergehend: 

■j: 


=  2  "(»(»)  + 

7.  Bezeichnen  wir  nun  mit : 

—  I   f{a)  cos « (a  +  x)  da 
ime  der  Reihe: 

f(a}  cos(c  +  :ir)  rlu  +  J    /"(«)  eos2(tt  + 
+£/■(«)  COS"  (o  +  ^) 

lfji<')da  +l£na)rosn{a  + 
rOL  +cos(a  +  r)  +  COS2(«  +  ar)  +.. 


gross  werden ,   so  vhä  obige  Reihe  ei) 
,  2«  +  I  =  A  setzend : 

+  |-JV(")cos«(a  +  ar),ia 
sin      ft(a  +■  ai) 

[«"> — i *"■ 

Betrachten  wir  nun ,   indem    wir  x  eine  positive  Zahl  sein  lasse 
beiden  F&lle  des  oberen  and  unteren  Zeichens  besonders,  und  setz< 

den  Fsll  des  oberen  Zeichens :  -  («  —  a;)  =  | ,  wodurch  a  ^  a 

wird,  und  die  Grenzen  0  und  /i   in  -  -  -x  und  -(;(  —  x)  Ohe 

so  verwandelt  sich  das  Integral  rechter  Hand,   welches  wir  mit 
zeichnen  wollen,  in 


+üv+^f)if^- 


oder ,    wenn    wir   in   dem    1*""  Integrale    rechter    Hand    —  i'    ! 
schreiben : 

Auf   beide   Integrale   kann   sofort   die  Gleichung  (2)   im   vorigei 
Anwendung  gebracht  werden,  und  wir  erhalten: 

wenn  :t  =  0;  limJ  =  0  +  l^' r{+ 0)  =  ^n f{+ ' 

wenn  0  <  i  <  rr :    litaJ  =  ]^nf{x  —  0)+^7if{x  +  0 
wenn  x  =  ,c :  lim/=  ^  ;.  f{n  -  0)  +  0  =  g-^/-(. 

«■im.  H«h.  M.iheinitik,  II.  3.  AuS.  24 
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Die  Symbole  /"(+  0),  f{x  —  0),  u.  s,  w. 
wenn  die  Funktion  f{x)  bezieimngs weise  f6 
0  und  TT  liegenden  Werth  von  x,  oder  fi 
Werthe  darbieten  würde,  welcher  Fall  o 
ist,  da  die  Anwendang  der  Gleichung  (2 
Funktion  f{x)  innerhalb  der  Integrationsgt 
zwei  verschiedene  Werthe  sollen  eben  dun 
bez.eichnet  werden.  Ist  die  Funktion  nur 
ständlich  f{x  +  0)  =  f{x  —  0). 

Im    Falte    des    unteren    Zeichens    se 

rechter  Hand  in  (*»):  ^(ß  +  ^)^§,  so  w 
geben  über  in     x  und  :(''+^),  und  da; 

lAsst  man  nun  wieder  k  unendlich  gross  i 
Formeln  (2)  und  (3)  in  Aii^prucb  nehmen« 
grale  fflr  den  Fall  x  ^  n: 

wenn  ai  =  0  :  lim  J=-  iff{-\-  0)  - 

wenn  0  <  !■  <  tt  :  lim  ./=  -  nf{fi  —  x) 
wenn  x:=n:  lim  .7^= -ir  !/"(()  —  ;( 

-i-rA.  +  o; 

Mit  Hilfe  dieser  Bestimmungen  gehen  den 
Gleichungen  hervor: 


Jj{a)da  +2\y{a)za%n{a^  x)dtt  = 
\^JW)da-^  Ijy(a)  cos«  t«  +  a.)  da  = . 
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1  drei  Wetthon  rechter  Hand,  der  1",  S*'  oder 

oder  0  <C  j;  ■<  TT ,  oder  x  :=  ii 
dieser   Gleichungen   erhSIt   man   nnnmehr,    wenn 

und  beachtet,  das  cos«(o; +a;)  +  cos«(a  —  x) 

2   "  1^ 

)  äa  -| 2'  cos  »;i;  I   /"(«)  cos  na  da 

in+o), 
2  [/-(«-o) +  /■(«  + 0)1, 
l  [A<r-0)  +  «,r  +  0)l. 

f{x)  för  jeden  Werth  von  x  von  0  bis  jr  nur 
oder  stetig,  so  ist  der  zweite  Theil  dieser  Glei- 
tr)  von  a;  =  0  bis  x  ^  tr,  und  es  besteht  daher 


«  +  —  JS  rosMX  I    f{a)  r. 


^■=^1> 


cos  na  da ; 


lg,  dass  f[x)  endlich  und  stetig  ist  von  0  bis  /i. 
inktion  f{x)  fflr  irgend  einen  innerhalb  dieser 
erth   von   x  eine   Unterbrechung   der   Stetigkeit, 

zu  werden,  so  ist  die  Summe  der  Reibe  (5)  gleich 
ttel  aus  den  beiden  Werthen,  welche  die  Funktion 

von  X  erhalt, 
emer  die  Gleichungen  («)  und  (p),  und  beachtet, 

cos  «  {ß  -|-  a:)  =:  2  sin  nx  sin  na ,  so  folgt : 


-  0)  +  fix  +  0)]. 
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Ist  wieder  f[x)  einwerthig  von  a:  =;  0  bis 
Seite  dieser  Oleichang  =:  f[x)  für  alle  zw 
Werthe  von  x,  diese  Grenzwerthe  selbst  an; 
der  Ansdruck  linker  Hand  verschwindet.  Uel 
Gleicliang  fßr  einen  der  Grenzwerthe  0  und 
bleibt,  wenn  /"(O),  oder  f{n),  oder  diese  beii 
sind,  was  in  einzelnen  Fällen  wolil  Statt  fin 
Ist  daher  fix)  endlich  und  stetig  von  x 
die  Gleichung; 


/■(x)  =  ~Ssin«n;fV(a)sinr,«dc,  i"^" 
71  i  Ja  x<,n 


*-=I^I/w  •■""'■*'• 


Erleidet  die  Punktion  [{x)  an  irgend  einer  Stelle  innerhalb  des 
Intervalls  x  ■=  Q  bis  x  =  ii  eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit,  ohne 
unendlich  zu  werden,  so  ist  die  Summe  der  Reihe  (7)  wieder  das  arith- 
metische Mittel  der  beiden  Werthe,  welche  der  Funktion  f{x)  an  be- 
sagter Stelle  zakomnien. 

Mittelst  der  Formeln  (5)  und  (7)  kann  jede  beliebige  Funktion 
von  X  innerhalb  der  angegebenen  Grenzen  in  eine  unendliche  Reihe 
verwandelt  werden. 

478,  Die  obigen  Reihenentwickelungen ,  welche  in  Bezug  auf  die 
Veränderliche  x  an  die  Grenzwerthe  0  und   n   gebunden   sind,   lassen 

sich   leicht  auf  beliebige  Grenzen    ausdehnen.     Setzen   wir   a:  ^=  ■ — ~  ' 

a  ^=  — ,  80  verwandeln  sich  die  Grenzen  0,  ^r  in  0  und  a,  und  man 
a 

erhält  ans  (4) : 

da   aber   f\ — j  eine  ganz  willkürliche  Funktion  von  x'  ist,   so  kam 
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')  setzen,  wodurch  diese  Gleichung,  wenu  man 
pregiasst,  in  folgende  übergeht: 

Ol  a    Jo    ^  '         a  (1  =  0,  *■  ' 

:  +  c.„s?J?  +  c,oo.?!L'+..>=<'  (9) 

=  -|   ;  (o)  cos da. 

lalt  man  ans  (6): 


=  J£««)»i 


-M. 


(II)  gilt  nicht  fOr  X  =:  0  und  ^  =  o,  weil 
Theil  sich  auf  Null  reducirt,  jene  besonderen 
^(0)   oder  /'(a)   gleich  Null    wird.     Ist   ([t] 

in  in  (8)  bis  (II)  linker  Hand  statt  f{x)  die 

rthe  zn  nehmen. 

I  (»)  /(a;)  =  ,rW  +  T(--«).  «•  '«W: 

0  =  i£^(«)*+i£»(-«)i<. 

nita  ,     .   2  fl       nnx  f"      ,  ,        nna  , 

IS d(x-\-     ^coB I    «i{  —  ß)  cos-  -  da, 

a  o  I  a    Jo  « 

beiden,  ff{^ —  «)  enthaltenden  Integralen  —  a 
!wei  gleichartige  Integrale  vereiniget: 

^(«)tia  +  -^cos 1_   i/)(a)cos A».  (9) 

rer  Ableitung  zufolge,  unmittelbar  von  a:  ^  0 
eide  Tbeile  derselben  für  gleiche  positive  und 
iffenbar  denselben  Werth  annekmen,  so  besteht 

=  +  «. 


Auf  dieselbe  Weise  eilialt  man  nui 

.  au8(lU}./(j;): 

selüend : 

(/■(x)  -  <f{—  ■»)  =     -sin  ' 

""Ji./pi")^" 

Auch  diese  Gleichung  ist  lielitig  von  j:"^  —  a  bis  x < 
Tlieile  derselben  für  gleiche  positive  und  negative  We 
selben  Zaiileowerth  haben  und  bloss  ihr  Zeichen  wech 
Durch  Addition  der  Gleichungen  {q)  nnd  (r)  ergib 
man  beachtet,  dass: 


Addirt  man  äbrigens  die  Gleichungen  {q)  und  (>), 
Integrale  zu  vereinigen,  so  erhalt  man,  wenn  man  zi 
deuteten  Summen  auflöst,  die  Gl.  (Vi)  in  folgender  F 


-j-  Cr,  Ein  ~  +  ^-1  sin \-  G^sia  - 


Für  die  Grenzwerthe  x  =  —  a  und  x=  +  a  gii 
nicht,  weil  für  diese  die  Summe  der  Sinus-Reihe  sich 
während   die   Summe   der   Cosinusreihe ,    vermiSge   Gl. 

j!  =  —  a  Als  x=  +  a.  =      [(p(a)  +  <p{—  a)]  wi: 


479.   Einige  Beispiele  mögen  £ur  ErlSuterung  d( 
gehenden  §§.  entwickelten  Sätze  dienen. 

1)  Man  soll  eine  Funktion  von   x   finden,    welc] 
X  =  0  bis  a:  =  fr.   —  Man  setze  in  Gl.  (5):  f{x)  = 
2   cosHvc  —  ; 
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f  COS  na  (la  = 


+  -L,  cos  3^  H — L  cos  5j;  +  .  ■ ,  I ,  J 

le  rechter  Haad  ist  =  x  für  jeden  1 

'(. 

\x)  =  x  in  Gl.  (7),  so  erhält  man: 

COSN» 

a  sin  no  iKt  =  —  2  -     -    ,  soniit: 


•■)■[ 


=  1  in  Gl.  (7),  so  f( 
l'"  -  ,  -^    1  - 


sin  3j:  +  --  sin  5j:  + J 

5  (^  <  JJ 

m  X  zu  finden,  welclie  gleich  x  ist  von 
J)  9;(a;)=^j!  gesetzt,  erhftit  man  ohi 


'i^rx   ,    1    ,    Sux  \  {x 


>^< 

les  Umfanges  eines  Dreieckes  ABC 
:  a,  dessen  aof  AC  senkrechte  Höhe 
mndlinie  in  die  beiden  Segmente  AD 

Ursprung   und  AC   als  x-Axe   recht 
e  Gieichungen   der  beiden  Seiten  AI 


die  Glejchtmg  des  Umfanges,  so  hat 

=  0  bis  x  =  ß:  f{x)=  .X, 

=  ß  ^K  x  —  a:  f{x)  =  -— ^  (o  ~ 


imn  die  Gleicbang  i 
itegrationsintervall  ( 
bis  a   KU   zerlegen, 

des  letzterea  f[a) 


:  ist  daher,  zufolge 


;    Fouri« 

r  an,    es  i 


=  F{x)   von  X  =  h 
=  0         von  X  =  k 


da  +y  F{a)da  - 
Formeln  in  folgenii 


huugeii  von  den  zwei  Wertlien  rechter  Hand  der 
gilt,  je  nachdem  die  positive  Grösse  x  innerhalb 
Intervalles  h  bis  k  liegt.    FQr  x  =  h  und  x  =  fc 

.nsdmckes  linker  Hand  ^-f  (3:),  weil  der  Voraus- 

Fnnktion  /'(x)  fflr  x  =  h  und  x  =  k  zwei  Werthe: 
ni. 

JI.  (12)  §.  478: 

=  F{x)  von  x^  —  k  bis  x  =  -^  k, 
=  0  von  X  ^=  —  a  bis  x  ■=^  ^  k, 
=  0         von  X  =  •{■  k  bisa;^  +  a, 


^*_   F{a)cos"—^~'-^da  =  F{x)  oderz=0,   {p) 

lialb  des  Intervalles  ---  k  bis  4*  ^>  ^^^<^  ausserhalb 
■   j:  =  +  A  jedoch   ist  der  'Werth  des  Ausdruckes 

m  (m),  («),  (p)  gelten  fflr  jeden  Werth  von  a,  wie 

sein  mag;  lassen  wir  also  o  =  00,  oder,  —  =^  d 

ch  klein  werden,    so  verwandelt  sich  die  Gleichung 
egral  verschwindet,  in : 

ndx  I   F{a)  cos*idada  =  F{x)  oder  =  0, 


sda  +  cos2dxcos2(J«4-...]J'(ß)dß  =  F(ar),  u.  3.  w., 
II  ~limd( F{a)äa  =  0,  diese  Grösse  linker  Hand 

dx  cos  da  +  cos  2  (Ja;  cos  2  (Ja  +  ... .]  F{a)  da  = 
=  F(x)  u.  s.  w.  iq) 

intlich  [§.  417,  Gl.  (3)]: 
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£/-(A)  JA  =  Um  (?[/■(«)  +  f\a  +  <J)  +  /(a  + 

folglich,  a  =  0  und  b  =  ai  setzend : 

j J/\i)  <a  =  lim  <J  [/-(Ü) +  /■(<!} + 

Hieraus  folgt,  mittelst  der  Substitution  /'(A)  = 

I   cos Le  cos la dX  =  Um d [l  +  uos dj}  eos <Ja  ■ 

oder,  wenn  wir  beidciiseits  mit  y{ct)  da  multi 
integriren : 

I    da\    KOS  }.£  C0&  XaFia)  dl  =  Mm  d\    1 1  +  oof 

UiesG  Gleichung,  mit  der  obigen  (q)  voi^lichei 

-I    dl\    cos  Ix  cos  Kit  F{(i)  da  =  F 

je    naclidem   x   innerhalb  oder  ausserhalb  des 
Auf  dieselbe  Art  erh&lt  man  ans  <,»): 

-     I    rfA  I    sinA^  siDlaF{a)  da  =  J- 

je   nachdem   x  innerhalb  oder  ausserhalb  des 
Für  X  ^  h  und  x  =  k  ist  in  beiden  Formeln 

des  Integrals  Unker  Hand  =  -  F{x). 

Auf  gleichem  Wege  folgt  endlich  aus  {p) 

^   \'dk\*   eosl{a^x)F{a)da  = 

je  naclidem  x  innerhalb  oder  ausserhalb  des  tj 

liegt.  Für  j'  =:  ±  Ä  ist  der  Werth  des  Integral 

Lassen  wir  nun    die   ganz    willkürliche  G 
werdeu,  so  ergeben  sich  hieraus  folgende  Fern 

F{x)=^--\        zoslxcoslaF{a)dldo,  0 

F{x}=''^  \'  psmkxsia  laF(a)  dl  da,  0 

F{x]  =  ^-  r  r'co5A(ß  — a;)  F{a)  dlda. 


in  der  Form : 
villi  man  sieht,  die  B'uuktioii 

r(^)  =  'K-M  ist. 

aiiii  jede  Funktion  «iui'di  ein 

und  dieselben  linden  in  dei 
matisclien  Physik  eine  sehr  a 
er  auf  den  Gebrauuli  derselbei 
tr  Integrale  hingewiesen  wer 
e  dieser  Formeln  den  Werth 
larbietet,  wenn  die  Funktion 
eine   auf   a   bezdgliuhe  Integr 

Formeln  (4)  und  (5)  F(x)  = 
i  (16)]: 

')"« '  )  ^'~""  ^^"  ^^  ''"^  ^^  ""'Ü 
1(5): 

■  ha"  +  K^  -2 

iö4  auf  anderem  Wege  gefunde 
SS  man  eine  Funktion  von  x 
:  innerhalb  gegebener  Grenzei 
Ir  alle  Werthe  von  x.  welche 
Fouricr'schen  Formeln  bie 
;oren  dar-,    so  ist,    wie  aus  ^1 

I   cos^.«  cosAai*'(o)  da 

X  zwischen  h  und  i,  oder 
tntbalt  überdies  noch  eine  \ 
idem  einzelnen  Falle  dem  Zi 
n. 

iu  sich  leicht  auf  Funktionen 
hat  man,  vermöge  (7): 
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F{x,  ff)  =  --^^^j_jiosi.{a  —  x)  F{ 
zufolge  derselben  GleichuDg  ist  aber: 

somit 


Uebrigens  bedarf  es  kaum  der  Erinoerung,  dass  it 
die  Grösse  unter  dem  Integralzeicbeu  innerhalb  t 
endlich  seiu  muss. 


IIL   Die  Euler'schen   Integ 
481.  Mit  diesem  Namen  bezeichnet  man  die 


f  «('-'{1  —  x)t-^  dx,     \   c 


weil  Eulcr  zuerst  die  Eigenschaften  derselben  v 
bar  ist  der  Werth  des  ersten  eine  Fnnktion  vo 
zweiten  eine  Funktion  von  /<;  man  bezeichne 
B{p,  q),  letzteres  mit  l'U»),  wo  B  nnd  T  Funk 
und  nennt  dieselben  beziehungsweise  die  Beti 
Gammafunkt ion.  Diese  beiden  Funktionen, 
lieb  letztere  eine  wichtige  Rolle  spielt,  sind  c 
chuDgen ; 


B 


^dx 


definirt.  Man  kann  übrigens  diese  beiden  Intf 
andere  Form  bringen.  Mittelst  der  Substitution  i 
sich  das  erstere,  wie  man  leicht  findet,  in 


-(-)=rf/:F^.^ 


•(1 

das  zweite  nimmt,  wenn  man  e—'  =  e  setzt,  fol( 
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Wir  wollen  ude  zurörderst  mit  der  Entwipkelung  einiger  Fundamental- 
eigenscbaftcn  dieser  Fanktionen  besieh flftigen. 

Aus  der  Form  des  Integrals  (2)  erhellt  unroiltelbar ,  dass  die 
Funktion  i'(;()  för  jeden  negativen  Wertli  von  ;(  anendlich  gross  wird, 
so  dnss  also  nur  positive  Werthe  von  fi  in  Betracht  kommen  können. 
Mittelst  des  Verrabrens  der  theilweisen  Integration  erhält  man: 

\e~''xf-'äx=——+-  ie-'^xfäx, 
J  fi       '   i>J 

worans  für  positive  Werthe  von  fi  folgt: 

li. 

f,r{f.)  =  r{f,  +  1).  (5) 

Diese  Gleichung  spricht  eine  charakteristische  Eigenscliaft  der  Funktion 
!'lj.i)  aus,   welche,  wie  man  leicht  sieht,  beoQtitt  werden  kann,  nm  deu 
Werth   von  r{fi)   fflr   jeden  Werth    von   f(   zu  berechnen,    sobald  die 
Werthe  dieser  Funktion  von  /i  i=  0  bis  ii  =;  1   bekannt  sind. 
FOr  fi  =  1  folgt  ans  (2)  unmittelbar 


^(^^=J/- 


'>dx  = 


Setzt  man  ferner  in  (5)  der  Reihe  nach  jti  :=:  1 ,  2,  3,  ...  so  folgt, 
f(2)=  l.r(l)  =  l,/T;3)=2/X2)=  1.2, /■{4)  =  3.''(3)  =  l-2.3.  U.B.W. 
und  allgemein  fQr  jeden  ganzen  positiven  Werth  von  (t\ 

r(,-)  =  1.2.3.4 f,<-  1).  (6) 

Der  Werth  der  Funktion  riß)  wird  daher,  wenn  /(  eine  ganze  Zahl 
ist,  durch  die  Faktorielle  [ft  —  l)!   ausgedrückt. 

Setzen  wir  in  (5)  «  +  jj  —  1   statt  ti,  so  kommt: 
/•(«  +  ,.)  =  («  +  ,«-  1)J'("+J'  -1). 
und   wenn   wir  in    diese  Gleichung ,    an   die  Stelle   von   fi ,    successive 
H  —  1,  u  —  2,  ....  3,  2,  1  treten  lassen: 

r{«  +  ,/)=  (a  +  ,<  -  1)  («  +  M  -  2) ar{a),      (7) 

inter  der  Voraussetzung,  dass  ;<  eine  ganze  Zahl. 


) 


F  j    e~"  *'■"'  de  ^  )    c~'  xi'*i   '  < 
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-<-')=j^[:'+':]'     (-' 


sich  daher  jederzeit  dnrch  drei  Gammafunktionen 
Jmck  zeigt  ZDgteich,  dass  die  Funktion  B(p,  g) 
;ug  auf  p  und  q.  d,  i.,  dass  B(p,  q)  =  B{q,  p) 


nmittelbar  ergiht,  wenn  man  in  dem  einen  dieser 

setzt. 

ibt  sich  auch  auf  folgendem,  von  Prof.  S.  Spitzer 

(2)  x^^^  nnd  schreibt  g  statt  51,  so  hat  man 

rCg)  =  2JV«v-'%. 

r(p)  =  2j   e-^' x^r-i dx , 

}  =4  j  J  f-('^*„')x^i^^i,ii-'  dxdy. 

nittelst  der  Gleichnngen: 
r  ^  »•  coa  6 ,     y  =^  r  sin  6 
ie  neuen  Veränderlichen  r,  6  ein,  so  erhftlt   n?an,  1  ai  b  §.  467  verfahrend 

r{p)  r[q)  =  4  j"'j%-"r»(''*«)->co8e*''-'sine*»-'drrfe, 
der: 
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Setzt  man  endlich  in  diesem  Integral 
so  kommt : 

''{p)r{q)  =  r{P  +  q)j\t>^ 

Oberein§timmeud  mit  Gl.  (lO*). 

482.   Zn  einer  anderen  nichtigen  K«! 
funktionen    gelangen    wir    aof   folgendem 

wenn  a  nnendlich  abnimmt:  lim       -       = 

setzen,  für  ein  unendlich  wachsendes  » ; 

lim«  [i"  —  \)  =1  le ,  oder  lim« 

a4.(. -'■)]""■  = 

wofür  wir  schreiben  kCnnen : 


(,ir=K. 


unter  £  eine  Grösse  verstanden,  welche  v 
lieh  gross  wird.  Multipliciren  wir  mit  de, 
so  erhalten  wir  mit  Rücksicht  auf  (4): 


r(/0 


="''"I.'('-'T 


Der  Werth  des  Integrals  f  e  dz  ist,  vermöge 
werth  zwischen  jenen  Werthen,  welche  i  a 
geht,  welcher  demnach  fOr  «  ^  oo  verschi 
Setzung  nach,  för  jeden  Werth  von  g  N« 
wfichst.  Setzen  wir  nun  noch  in  dem  ei 
erhalten  wir,  zur  Grenze  Obergehend : 


J-(,0  =  lim 


Viy-'-T' 


.t  f  ■  f  -^ 


I 
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/    //  +  n) 


d.  i. 


^^^  /*(^i  +  l)(/i  +  2)...  (//.  +  «-  1)'  ^     ^ 

r  wenn  wir,    ^  als   ganze  Zahl  voraussetzend,    für  die  Funktionen  l\n) 

!  and  r{n  +  /O  ihre  Wertlie  nach  Gl.  (ß)  und  (7)  einsetzen. 

,  Die  Gl.  (11)  gilt  für  jeden  Werth  von  /« ;  setzen  wir  aber  /«  <C  1 

voraus,    so  können  wir  auch  1  —  n  an  die  Stelle  von  /(  treten  lassen, 
wodurch  wir  zur  Gleichung: 

gelangen.  Durch  Multiplication  derselben  mit  (11)  folgt: 

n  \r(\-  \—y  i^2^3^ . . .  (n  —  \)Kn 

oder 

l\H)I{l—H)  '\        1V\       2V\       3V    V       («-1)V\       «/ 

=  «'"'!££,  [Gl.  (24),  §.  157,  I.  Bd.], 

Jt 

somit : 

r(,or(i-,.)  =  .-^-.  f'>*;»  (12) 

Mittelst  dieser  Gleichung  können  die  Werthe  von  F  (fi)  für  alle  Werthe 
von  f.1  zwischen       und  1  berechnet  werden ,    sobald  die  Werthe  dieser 

Funktion  von  /<  =  0   bis   /t  =  j.   bekannt  sind ,   zu  deren  Berechnung 

der  folgende  §.  die  Mittel  darbieten  wird.    Für   /'  =  „   folgt  übrigens 


lUS 


(12):  /'l     I  =  y7r,  wie  bereits  früher  gefunden  wurde. 


Setzt  man  in  Gl.  (10):  ^  +  <?=1  »  ^-  >•  0^  =  1 — i?,  «n^  schreibt 
wieder  /«  statt  jp ,  so  folgt : 

Jo      1    +  ^                    r/         V               ry  sinjl/TT         | /<  <   1               ^        ' 

HfrRR,  Höh.  Muthematik,  II.  3.  Aufl  25 


»onn  man  liier  e  =  x''  and  m;i  =  m 
Jo   1   -f-  *'  .    *"^'' ' 


188.  Vcimügc  der  Gl.  (tl)  liat  man, 
.".1.2.3 


+  ;0  =  Hm[,./«-/(l+^-)-7(l  + 

man   nun   /i   einen   ccliten  Bruch  bed 
iinendcn  Logarithmen  nach  der  bekannt 

tivorgircnde  Reihen  entwickelt  werden, 
Potenzen  von  ii  ordnend,  ^n  folgendem 


der  Ktlrze  wegen : 

'f  =  '™  ([  +  2+3+3+     ■ 
llgeniein  : 

^'  =  l+i  +  l  +  l  +  - 


K  betrifft,   so  l&sst  sich  leicht  zeigen,  dass  der- 
'  endlicher  Werth  zakomme.    Setzt  man  nämlich: 

wie  aus  Gl.  (m)  unmittelbar  erhellt ,    für  x  <^  1 
'  X,  ftlso  X 'P'  l{l  +  ^)  ist,  80  hat  man: 

f4+...+<" 
f  1 


,«+ 1 


subtraliirend :   /"(«)  >  1  +  i 


n  +  1 


anendlich  gross  werden  lässt,  wegen  lim /"(n) 
.  ;  Ä  >  0,3 


/■(«  +  1)  -  /■(«)  = 


U  (..  + 1 


I  die  Fanktion  /'(»)  mit  wachsendem  n  abnimmt. 
;  1.  Hieraus  folgt  nun,  dass  der  Werth  von 
en  0,3  und  1  liegt,  er  ist: 

=  0.57721  56649  015 

imen  ^  sind : 

2^    =1,00200  83928  2G... 

^,0  =  1.00099  45751   27. 

2,,  =  1,00049  41886  04. 

,2', ä  =  1,00024  C0865  53... 

i',3  =  1,00012  27133  47.... 

2\^  =  1,00006   12481   35.... 
u.  s.  w. 

25* 


'031 

4Ö 

59.... 

337 

11  .... 

551 

43  ... . 

1619 

84... 

773 

81  ... 

561 

97... 

Die  Reihe  ( 1 5)  iüt,  ilirer  fceiiiir^n  Convergcnz  w 
von  ?/'{!  +  ii)  nicht  lieqnem;  sctut  man  aher 
<lie  Stelle  von  ji,  so  erliäU  man : 

;r(i-,.)  =  ff,. +  i -,,,■  + Ji>'  +  ; 

und  <lurcli  Addition  von  (1.1)  and  (IC.)  und  Divi: 
Vermöge   der  Glgn.  (f>)   und  {l'i)  ist  aber:    l'{l 

-"'  =  . 

•i'üi^-i-'''    +4-'''    +■■ 
welcher  Werlh  in  (IC)  subütiluirt,  die  Gleicliung: 

"■(■-")  =  '^'+2'.^;, +  3 -■"■+; 

darbietet,  ßemerhen  wir  nan  noch ,  dass  die  ( 
von  der  Form  l  +  a  sind,  wo  <f<CU  und  sclireil 

die  Reihe      ij/('+     —5/'^  + >u  der  Form 

so  ist  [§.  C8,  ].  Dd.,  Gl.  {fl)l :  3  /<*  +  '  f''  +  ■  ■  ■  = 
wir  erhalten: 


+  ^(-,-i).„-  +  j(i,-i)/'' 

Hieraus  folgt  noch,    wenn  man   —  /(  an  die  Stell 


- 1)/.' 


r-L. 


389 
Mittelst   einer   dieser  Formeln    kann    man    nun    ohne  Schwierigkeit  die 

Werthe  von  ir{u)  berechnen  von  «'>0  bis  /'  =  ,)  ;   die  Formel  (12) 

liefert  sodann  die  Werthe  dieser  Funktion  von  ti  =      bisi(  =  l,  end- 
lieh  die  Formel  (5)  successive  die  Funktionswerthe  für  i/  >  1. 

Setzt  man  in  (18)  /'  =  ^,  so  wird  //' (l— M  = //' (M  =  ?y;' 
bekannt,  und  man  erhält : 


71 


K=l  +1 


1 


1 


3 


23 (-^3         ^)         ^    2^  ^'^^  ^^         '    '**' 


welcher  Gleichung  mau  sich  zur  Berechnung  von  K  bedienen  kann. 

484«  Auf  die  Gammafunktion  können  viele  bestimmte  Integrale 
zurückgeführt  werden.  So  hat  man  z.  B. ,  zufolge  der  Gl.  (9),  wenn 
man  s  statt  x^  und  x  statt  a  schreibt: 

und  hieraus,  beiderseits  mit  cos  axdx  multiplicirend,  und  von  0  bis   oo 
integrirend : 


/»ac 


cos 


(XX  dx  l      j 


/■•30 


OS  ax  dx  I    ^"  '^  ^'"  ~^  d£ 

0 


1     r*  f* 

=  7/    ^  I   '2'.'*"^  f^^  I   c  -^^^^  cosaj?  dx 


1 


/*» 


0 


Man   setze    nun  z  =z  a  ^y,  wo  o  positiv  vorauszusetzen  ist,  weil  e  nur 
positive  Werthe  durchläuft,  so  kommt : 


cos  ax  ^  ct^''~^ 

—  -—  dx  = 


X 


u 


'^rM 


1  +  y 


0 


a 


u~X 


1t 


2r  (/O '  Sin  i  (7*  +f)/r 


[Gl.  (13)], 


mit : 


2r(„)co,i 

KU  Wege  erhalt  man : 


= p-,  ■.>o 


I  Formelu  ;i  ^  1  - 


)-r(i-„)-       »        '"• 

2I'(»i)  sin--Mff  t 


»•5(1-")«= 

li: 


coa  fl;c  rf.-B  = 


|-(,,)sra-«.-, 
sin  «j;  Ac  ^ 


vielseitige    Anwendung   üiidea    d 
on  vielfacher  Integrale,  Es  sei  z. 


lehem  f{x  +  t/  +  s  -\-  . . .)  eine  b 
, .  bezeichnet  und  die  Integratione 
ar  Veränderlichen    erstrecken    soll 

iTo  k  eine  positive  Grösse. 

:  zuerst  an,  dass  nur  zwei  Verfind 

id   beachten,    dass   der  Bedingung 


X  von  0  bis  /;  und  y  von  0  bis  k  —  x  geben  lassen, 
mit  dem  Integrale: 


'=j:r 


3.1-1    ym-l    fj^j.     _J.     j,^     ^^    ^y 

in   wir,    zum    Behufe   der  Transformation,    zwei   neue 
tj  ein,  mittelst  der  Gleichungen: 


Dtegrationsgrenzen  in  Bezug  auf  ü:   0  und  Ic,  in  Bezug 
and  wir  erhalten  auf  dem  in  §.  467  betretenen  Wege : 

=0!  ^'*'"' ''"'('  - ')""'  '■(*''  "^  ■''' = 

=£'■(5)  ?*""'*£';'-'(' -•:)'-'''')■ 

■  Gi.  (10') ; 

rgelegte  Doppel  integral  auf  ein  einfaches  i-educirt  ist. 
wir  nun  dos  dreifache  Integral: 

ssetzung,  dass  die  Integrationen  sich  auf  alle  Wertbe 
len  erstrecken,  welche  der  Bedingung 

Diese  Bedingung  wird  erfülU,  wenn  wir  naeli  x  von 
on  0  bis  k  —x^i/, ,  nach  z  von  0  bis  i  - 1  —  y='Ji  —  y 
SS  wir  setzen  können: 

a  Gl.  (24)  gteicli 


wir  haben  daher  wegeo  y^  =  k  —  x: 

und   endlich,    wenn    wir   für   das   liier   eintreten 
Formel  (21)  nochmals  in  Anspruch  neitmen : 


d.  i. 

i-(0/-W(«)f 

■'-Tll-- 

Man  sieht  leicht,  dass  dieses  Verfahren  der 
beliebig  fortgesetzt  werden  kann,  und  dass  daher 


l  +  m  +  «)J.'^   ' 


■fi' +  IJ  +  '  +  . 


_r((|/'(».);-(«)....f 
i-(i+m  +  „  +  ....jJ,'m" 


wenn  die  Integration  auf  alle  positiven  Wertlie  vi 
gedelmt  wird,  für  welcbe 

t  +  II  +  '  +  ■■     .<,*■ 
In  dem  besonderen  Falle,    wenn  /'{x  -(-  ^  +  x 
man  f{u)  =  1, 

£«""• -""'=,+i+: 

somit,  wenn  man  erwägt,  das  {l-\-m-\- n-^ ....) 
/■(l  +  ^+'"  +  H  +  ...)  ist: 

Setzt  man  in  (25)  an  die  Stelle  von  x,  ij,  i 
\a} '  U  / '  \c) ' ^**  erhält  man  ohne  alle 

i-4(:)'+ft)'+(:)'+-]-^- 

pqr....    Jl    ,   m    ^   n    ,         \J«'"^'" 


393 


wo  die  Integrationen  sich  auf  alle  positiven  Wertlie  von   x,  y^  <e, 
erstrecken,  welche  der  Bedingung: 


G)'+ (1) + (:-)'+  ■  ■  ■  ■ 


Genüge  leisten. 

Durch  Specialisirung  der  Funktion  f{ti)  können  aus  diesen  allge- 
meinen Formeln  zahlreiche  specielle  abgeleitet  werden ,  und  dieselben 
gestatten  mannigfaltige  Anwendungen  zur  Bestimmung  der  Volumina, 
Schwerpunkte,  Trägheitsmomente,  etc. 

So  drückt  bekanntlich  [§.  461]    das  Integral  ^^dxdy,    ausgedehnt 

anf  alle  positiven  Werthe  von  x  und  y,  für  welche  I     1   +  (f  )  ^  1, 

die  Fläche    des    elliptischen  Quadranten   aus;    setzen    wir  also  in  (27) 
f[u)  =1,  ?  =  w=l,  i)  =  g=2,so  wird  diese  Fläche : 

Das   dreifache  Integral  ^\^dxdydz,    ausgedehnt   auf  alle   Werthe    von 

x,y,  z^  welche  der  Bedingung  |-)+(,-)+{-)^l  Genüge  leisten, 

gibt   den    achten   Theil    des  Volums    des    dreiaxigen  Ellipsoids;    setzen 
wir  wieder  in  (27),    /'(«)  =  1  ,    ;  =  w  =  ;j  =  1 ,   /;  =  5  =  r  ==^  *^ 
so  hat  man  für  dieses  Volum : 


-  > 


IV.    Der  Integrallogarithmus,    Integralsinus   und 

Intcgralcosinus. 

f^  de 
486.  Das  Integral  1    — -,    welches   bekanntlich    durch  algebraische 

Jo  Iz 

«od    die    gewöhnlichen    transcendenten    Funktionen    nicht    ausgedrückt 

erden  kann ,    heisst  der  Integrallogarithmus  von  x ,    und   wird 

irch  li{x)  bezeichnet.    Die  Definition  dieser  Transcendenten  ist  daher 

der  Gleichung; 


'^x 


H^)=  %  (1) 
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entbalten,   wo  die  Integrattonsgt-Giizen  der  Bedi 
das  Integral  för  :c  ^  0  vei'schwinde.  Lassen  v 
damit   die  Grösse   unter   dem  Inlcgralzeicben 
Stetigkeit  erleide,  und  aelKcu  i  =  c",  so  wii 


I: 


oder,  wenn  x  ^  e  •  gesetzt  wird : 

Hieraus  folgt: 

somit,  wenn  man  die  Grösse  c":«  in  eine  un( 
und  gliedweise  iiitegrirt: 

wobei,    wie    man    sieb    Iciclit    Obcriteugt,    die 

-     — —    — ....    in    der    Klammer    die   Ent' 
3  1.2.3 

I — -dg  ist,  und  dalier  durcb  dieses  ers< 

wir  nun  n,   als  positive  ganze  Zaiil  betracbtct 
wird  limU{e-'')  =  li{i))  =  0,   und  die  letzte 


m  I  1    -  ■  ■    —   de  " 


Zum  Behnfe  der  Ausmittelung  des  Grenzwertlic 
zunächst,  die  Grösse  in  der  Klammer  Kürze 
nend,  identiscli : 


sgrale  1  — 
-  1.  =  1  + 

■l~l»~\'' 


iem  ersten  Integrale  1  —  ?  =  «  setzt ,  und  nach 
1   -«-:    1  -„  =  1+«  +  «*  +  ..,    +„-', 


hier  erscbeinenden  Integrals  lAsst  sich  nun  leiclit 
en  cinscliliesscn.  Einerseits  ist  derselbe  notU- 
>  0 ,  da,  wie  uus  der  Gleichnng  ^-^  =  l  —  s  -\- 

erliellt,  so  lange  e  die  Einheit  nicht  überschreitet, 

,  also  auch  e--"  >•  (l  —  -r)"  ist. 

^  =  a-'-^+a'-'fi  +  a-'ß*+....  +  ß"-\  somil, 

11  lassen,  und  in  jedem  der  n  Glieder  des  zweiten 

-  fi' 

-  ,   <.  Hc^^  ' ;     folglich  : 

-  ß 

?),  wenn  c'^ß.  Setzen  wir  hier  «  =  ?—*,  fl^l  —  s, 
edingung  <i~^{i  Genüge  leisten,  so  habeu  wir: 

-^)''<ne-^''-"^[c-'    -(1  -.-)l. 


^)"<,: 


i-i 


ter  Hand  lässt  sich  nnmittetbar  ausfahren ,  und 
1,  mit  ROcksicbt  auf  die  schon  oben  erhaltene 
des    in    Rede    stehenden    Integrals    zu    folgender 


-de<: 


l2(«-ir        2(«- 


t  erhellt,  dass  mit  unendlich  »aebsendeni  n 
;.   Daher  ist: 


leii  Wege   ergibt   sich    eino  Reihe   für  U{e^ 


r   dem   Integn 
eiiden    Werlh 
Voischrifl  in  i 


inmehr  die  Funktion  unter  dem  Integralzi 
er  Integrationsgrenzen  liegenden  Werth  u  •. 
so  hahen  wir,  gemäss  der  Vorschrift  in  §.  ■ 


i(f)-(.(«^")  = 


unter  £  eine  unendlich  abnehmende  Gros 
nan  nun  beide  Intepralc  auf  dem  oben  bi 
rücksichtiget,  dass  i(— *)  =  /(— !)  +  ?(«), /( 
setzt  schliesslich  £  =  0,  so  crhült  man: 

;.0  =  -K  +  '£  +  S  +  J^  +  ;i|.3- 

F'ormeln  (6)  und  (li)  lassen  sich  in  folgende 

=  ^+^'(ä-)  +  5  +  5Ä  +  3.-.L 

lien ;  setzt  man  e'  =:  x,  so  folgt  hieraus : 

1  iixY  j_  1  {ixy 
3  i .  a . 

*8  Integral  |    -     -  rfa  wird  Integralsinu: 

izeichnet.  Durch  Entwickelung  von  sin^  in  ( 

man: 

,.,  ._  1       ar»  1  x'^ 

,t[x)—x  —  i-  V  ,    .,    V,-,. 


l?m  ror  das  analoge  Int(>|rral : 


welches  der  Tu teßralcosinns  heisst,  und  mit  (7t(r)  bezeichnet  wird, 
eine  Reüienent Wickelung  zn  erhalten,  hat  man  znvörderst : 

pcos^  i  w'        i  M*  I  1  j;*        I  a;*  1 

^-'"  =  '"-2  21  +  4  4!-  — r-2  2!  +4  41—     ■ 


tian  ist,  wie  man  leicht  findet 
1  «* 

7  + 


2  2! 


1    «*  P  1  — COS* 

44!------J,        T—    ' 

indem  man   nUmlich   in   dem  letzten  Integrale  ne   an  die  Stelle  von  e 
setzt.  Hiemit  wird: 

folglicli,  da  nach  Gl.  (7),  §.  451 : 

J.       ' 

nnd  zufolge  der  Entwickelung  im  vorhergehenden  §. : 

lim  I  I    ^  ~  "^  "  de  —  ln\  =  0.&77  .  .  .  =  ff 


««  =  -'^-'^+2^-4, ^V^- 


V.    Die   Klliptischen   Integr 

488.  Differenzialformeln,  ivclctic  Quadratwurz 
Funktionen  2**"  Grades  enthalten,  können  bekanr 
Logarithmen  oder  Kreisbögen  intcgrirt  werden; 
müglich,  wenn  die  Di ffercnzial formet  eine  Quad 
Polynome  S""  oder  4""  Grades  enthalt;  es  wird 
werden,  dass  die  Integration  solcher  Diffcronziala 
folgende  drei  Integrale: 

zuriickgefflhrt  werden  kann,  welche,  da  sie  darcl 
lionen  in  endlicher  Form  nicht  dargestellt  werden 
Integrale ,  als  eine  besondere  Klasse  von  Troi 
trachten  sind. 

Um  die  einem  allgemeinen  Integral  immci 
sljmmtheit  za  beseitigen,  wollen  wir  obige  Inte 
dass  sie  für  (f  ^  0  verschwinden,  und  für  die  so 
folgende  Bezeichnungen  einführen : 


j.Vl  --c>.iii,f- 


-I' 


"'■■•■•'-I.TT 


Msinfj)")  Vi  —  c 


so  dass  die  obigen  unbestimmten  Integrale  beziehu 
F(r,  ,,.)  +  C.  E{c.  ,f)  +  C,  n(,!,  c. 
ausgedruckt  werden.  Bekanntlich  wird  die  L!ln( 
Bogens,  vom  Endpunkte  der  kleinen  Axe  an  g 
Punkte,  dessen  Abscisse  =:  x  ist,  ausgedrückt  dur 


■)  Es  bedarf  wolil  kniim  der  Erinnerung,  dass 
I-'ic,  14),  A'(c,  (/),  ^(i;,  c,  <i)  Torkommendc  Duchstabe  <i 
grenze  bedeutet,  und  mit  der  Bezeichnung  der  verum 
dem  Integralzeichen  nichu  zu  thun  hat;   man  könnte 


chungen  auch  in  der  Form  /'(f,  <i)--  1 


.yr- 


rosse   Axe  und  c   die   numerisclio   Excentricitüt   be- 
er Sobstitutioii  X  =  a  sin  r/i   verwandelt   sicli    diese 


-fy 


l  —  c'  sinf)p-  A(f  =  E{c,  <(). 

igenschaft  der  Fuuktjon  E{c,  rp),  die  LSnge  eines 
auszudrücken,  und  des  zwisclien  diesem  und  den 
.egralen  bestehe mlen  Zusammcnlianges,  liaben  die 
\  B(r,  tf),  N(h,  e.  ff)  den  Namen  elliptische 
z^¥ar  beziehungsweise  der  ersten,  zweiton  und 
ten. 

welche  immer  kleiner  als  1  vorausgesetzt  wird, 
IS,  die  unabliflngig  Veränderliche  <p,  oder  vielmehr 
re  Integrationsgrenze  angegebene  WertL  derselben, 
de  genannt. 

n  Integrale  lieissen  vollständige,  wenn  die 
renze  =l:c  ist;  man  bezeichnet  sie  kurz  mit 
I),  c),  so  dass  also 

,   E-{c)  =  E{c.   i„),    jr'(»,  c)  =  /!(..,  c.  j«). 

irgend  eines  der  drei  elliptischen  Integrale,  und 
idirendc   vollständige   Integral,    so    folgen    aus    der 

unter  (lern  Integralzeichen  stehenden  Funktion, 
Ines    bestimmten  Integrals   unmittelbar  folgende  Re- 

f(«.  -f). 

,  -  fyc.  n,c)  =  -  2 ,1  f{c.  i„)  =  -2nf' («). 
=  H/r  +  (/•,  wo  «  eine  posilive  ganze  Zahl,  und  i/' 
.T,  SO  wird  dl/1  ^^  +_  (?r/',  und  die  Grenzen  verwan- 
weise  in  i/i=  +  «,T  und  il'=}}\  während  der  Coef- 
r  dem  Integralzeichen  (wegen  siiK/- =  sin  i/'*)  un- 
lan  hat  daher,  wenn  man  unler  den  Integralzeichen 
ei  Differenzialausdrückc  stehend  denkt : 


lass    dio  WerDie    dec    cllipt.isclien  Integrale    ffir  jeden 
annt  sind,  wenn  diesellien  für  alle  Wertbe  von  qp^O 


s)  l>ia  allipliivhfn  Int«i;rals  rnli-T  Art. 

I  if,  \\i,  fi  drei  Amplituden,  welche  darcli  die  Glcichnng: 

=  cos^  cos  t/1  —  siiif/>  sint/'Vl  —  c^  sin/i"  (1) 

knOpft  sind.  Zuvörderst  bemerken  wir,  dass  diese 
Icn  folgenden : 

=  cos^  coSjt*  +  sinc/^  sin/iVl — c*Bini/'',  (2) 

=  cos(/i  cos/i  +  sini/'  sin/iyt  —  c^siny*  (3) 

sich  zieht.  Um  dies  einzusehen,  machen  wir  die 
wodurch  wir,  an  die  Stelle  von  sin !/>"  sin i/i*  den 
usdruck  :      ]    —  cos  fp^  —  cos  l/'*  +   cos  tf"  cos  if'* 

^  =  co5i/i*  —  2cosf/icost/icos/i  +  e*sin(jf>*sin  (/''sin/i", 

osy^cosfi*  oddirend: 

—  cosy*  —  cos;**  "1-  cosf/>'  coa/i*  = 

(|pcost/i  cos/i  4-  cos  1/1^ cos /i*  +  c'siny*  sin»/'- sin /i'. 

t,  wie  man  leicht  sieht,  ;=  siny' sin/i*,  wahrend  die 

'  des  zweiten  Tlieiles  ein  vollständiges  Quadrat  bilden ' 

:  (cosi/'  —  cosy  cos/i)*  -4-  c*  sin '/>*  sini/'^  sin/r, 

(('(1  —  c*  sini/f*)  =  (cost/i  —  cosi/t  cos/()^ 


--  fi"  siii^i^  =  i.  (cos?/;  —  cosijp  cos/()i 

±  cosi/f  =  ±  coaq>  cos^t  +  sini/>  sin ^i  Vi  -  -  c*  sin  ip'^. 
Nan  folgt  ans  (I)  für  c  =  0:    it  =^  qp  +  i/',    während   die  letzte 
Gieichnng  für  c  =  0  in 
+  co8)/'=  +  cosijncoa;(  +  siii'/'sin;(=  +  (cosc/>cos// +  sinffsin;*)  ä.  i, 

j+  oosif'  =;  +.  cos(i/i  +  ;i)  =  +  cos (ii  +"  (p) 
sich    verwandelt,    welche   nar    bei    Amtahmo    der    oberen    Zeidien    die 
loiige  Relation  fi  ^  if  -\-  tji  darbietet,  daher  diese  beii^ubehalten  sind, 
Modurch  aber  die  obige  (ileicbuiiR   in  jene  ('2)  fibergebt.    Auf  übnUche 
Weise  rechtfertiget  sich  die  Gl.  (;!). 

DifTereiiKiren  wir  nun  die  Gl.  (1),    indem  wir  tp  nnil  i/i   als   ver- 
änderlich, ((  als  coDslant  betrachten,  und  der  Kfirze  wegen 

Vi  —  t*  ainfi"  =  z/(( 
setzen,  so  kommt: 

(sinff  cos);'-|-cos(/isini/'.://i)(i(f  -|-(cos(/^sint/i-|-sin<^cos(/i.  tii)'hji=:0. 
oder,  wenn  wir  für  Jii  den  ans  Gl,  (l)  folgenden  Wertli  einführen, 
nach  leichter  Reduktion  : 

sin  i/i  (cos  iji  —  cns  rp  cosji)  dfp  -\-  sin <[•  {eos ip  —  cosi/'  cos»)  <lt!'  ^=  0, 
.welche  Gleichung  mit  Kficksicht  auf  (2)  und  (3)  in  folgende: 

,r-"t -i  +  r-^t- .  =  »  w 

Vi  — c'sin,,'       T  1  — c'!iiii;.> 
(Ibergcht.  Hieraus  folgt  durch  Integration : 


JVi:::iniu,ri+Jv,-c..i 


d.  i. ,  wenn  wir  an  die  Stelle  der  unbestimmten  Integrale  die  gleich- 
geltenden  Auadrncke  F{c,  rp)  -|-  (7,  F{c,  >!•)  +  C,  schreiben,  und  die 
diesen  anhaftenden  wi II kQ rücken  Constanten  mit  jener  rechter  Hand 
vereinigen : 

F(c.  (p)  +  Fic,  (/')  =  Coitsl, 
Um  die  Consraute  zu  bestimmen,  setzen  wir  i/-  =  U,  für  welchen  WertU 
einerseits  F(c,  tl<)  =  F{c,  0}  =  0  wird,  anderseits  aus  Gl.  (l):  ip  =  i' 
folgt;  biemit  wird  F(c,  /()  =  '-'"«s/.,  folglich:  * 

F(c,,r)  +  Fic.,''j  =  F(,.,,).  (6) 


3se  GloiRhwnff  cntliillt  rlas  sogenannte  Additionsthcorom 
gitisclien  Integrale  1'"  Art;  sie  lehrt,  dass  man  immer  ein 
Integral  finden  kann ,  welches  der  Summe  zweier  gegebener 
e  derselben  Art  gleich  ist;  sein  Modalos  ist  derselbe,  seine 
de  fi  ergibt  sich  ans  den  Glgn.  (2)  und  (3)  auf  foigenile  Weise: 
an  der  Kürze  wegen: 

Jf  =  Vi  —  c*  sin  y*,  Jif<  =  Vi  —  c*  sin  i/J* , 

t  man  durch  Elimination  von  cos/t: 

cony*  —  cost/'* 

cos  (p  Hin  ip  ^(jf>  —  sin  (p  cos  i/'  Jil> ' 

'&hler  und  Nenner  mit  cosgf  sini^'z/^  +  siny  cosi/f^i/'  mulli- 

i: 

cosf/i  sin  li'^CP  +  sinff  cosi/i^ifi  ,  , 

smii  = '    -    --  -7  .  — ,  -.-  7}  -  -■  ■  (6) 

1  —  c'  sm^"  sin»/'' 

durch  Substitution  dieses  Wertbes  in  (2)  oder  (3): 

cos»  cos  i/'  —  sintPsini/' JiTz/«/'  ,„, 

cos|r(=         '-      -'.---  _--?-j-.-^  --' — i,  (7) 

durch  Division  beider  Ansdrflcke: 

tg,_   ^t^^'  +  'sy'.^±.  (8) 

it   man   also   zwei  Hilfswinkel   0,   6'  mittelst  der  Gleicfanngcn: 

gf.lil;  tgö'  =  tgi^tJff,  so  ist  f(  =  6  +  ö- 

i  (1)  folgt  noch,  mit  BenOtzung  des  eben  entwickelten  Werthes 

J(r  JiJ'  —  c^  sinn)  sin  i/i  cos  ff  cos  i/' 

Jtt   =^    —' „—■-—;-—   ■    -:  ' -.  (9i 

I  —  c'  sin  qp'  sin  ifr' 
Hl  jt  =  l,x ,  so  folgt  aus  (5) : 

F(c.  if)  +  F(c,  i;.)  =  r'(c); 
:egrale,    deren   Summe   gleich   ist   dem   vollstiindigen   Integral, 
complemen t&re  Integrale;    ihre  Amplituden  sind  durch  die 
für  ((  =^  i  jr  folgende  Gleichung : 

tg</ilg(/i  =  -^— _  ^^ 

nder  verbunden,  mittelst  welcher  )/>  aus  q)  gefunden  wird. 


403 
Setzt  man  in  Gl.  (A)  ~  >/>  an  die  Stelle  von    i/',    und   bcaclilot, 
dass  F{c,  —  V)  ^  —  -^(^i   '.'')  '^^'  ^*'  crliält  man : 

F(t,  rt~-F(c,  iW  =  y(c,  ,.),  (10) 

welclie  Gleiclinng  das  Subtractionstheorem  der  elliptischen  Inte- 
grale 1'"  Art  enthSlt.  Die  Amplitode  /i  ergibt  sich  jetzt  aus  den  Formeln: 

sinir  cos  H'Jd'  —  cosipsmit'Jtr  ,,., 

sin/i  = '-- — —i,—. s-  -'-7.-    -  --  (11) 

1  —  c"  sin  (ft"  sin  it'^ 


cos  ff  cos  i/i  +  sin  y  sin  tfi  /l<f  4ip 
1  —  c*  siny"  sin  i/i"  ' 


(12) 
(13) 


490.  Man  sieht  leicht,  dass  durch  wiederholte  Anwendung  des 
Additionstheorcms,  Gl.  (5),  stets  eine  Amplitude  fi  bestimmt  werden 
kfinne,  welche  der  Gleichung 

F[c,  ,f,)  +  F(c.  ,f,)  +  .  .  .  -I-  F[c.  ,f.)  =  F(c.  ,,) 
Genüge  leistet.  SotMn  wir  ^p^  =  i(>^  z=  .  .  .  z=  (f„  =.  ip,  und  schreiben 
if„  slatt  ji,  so  verwandelt  sich  diese  Gleichung  in  folgende: 

«F(c,,f)=  F{c.,f.).  (14) 

welche  der  Mul tiplication  der  elliptischen  Integrale  l'"'  Art  ent- 
spricht; es  handelt  sich  nur  noch  um  die  Hcstimmung  von  <{'„,  unter 
n  eine  positive  gan/.e  Zahl  verstanden. 

Es  seien  f/i»..|,  ff„,  if„-t\  drei  aufeinanderfolgende,  den  Multipli- 
catoren  h —  I,  w  und  n -\-  1  entsprechende  Amplituden,  so  ist  ver- 
möge Gl.  (14): 

{n-  \)F[c,  rf)=  F(c,  ff,_,). 
»F{c,  ,f)  =  F(c,  <p.,),  {n  +  l)  F{c,  ff)  =  F{c,  fp„^,), 

somit: 

F{c,  f„^i)  =  Fi.,  <f„)+  Fic  ff), 
F(c,  ,p„..,)  =  F(c.  fp„)-F{c,  ff); 
n   Folge   dieser  Gleichungen   hat   man    für  die  Amplituden  ^„,|    und 
;,_;,  gemäss  den  Formeln  (fi)  und  (11),  (7)  und  (l'i): 

sin  (f„  cos  ff  ^ff  +.  cos  ff„  sin  (f  J<fn    1 

cos  ff  COs</'„  +  sin  ff  sino>„  Jf/>  .iw„     I 

COS(f,  +  ,  = — -' '■ — -5 '   — '—.    '    -  '-?     I 

'  1  —  c'  siinjf^  siniy„*  ' 
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1111(1  hieraus: 

siniy„  +  ,  +  sinff„_i 

-     =  tgCp„  -  z/t/1,   d 

COS  (/>„  ^.  i  -|-  cos  l^„_i  '  ' 

tgU^N  +  i  +  9>«-i)  =  tgy.  .z/y. 
Nun  folgt  aus  (14)  fOrM  =  0:  ffo^O;  för«=l:  tj 
daher  in  (15)  Jer  Reihe  nach  w  =  1,  2,  3,  ...  so 

•8j('/'3  +  9>)  =  ^7'3.  J^i, 


mittelst  welcher  Formeln  der  Reibe  nach  <1ie  Werthe 
berechnfil  werden  können. 

Soll  (p„  so  bestimmt  werden,  dass 

F(<-,  ,1.)  =  -  »F(<-,  f) 
sei,  so  bestimme  man  zunächst  '/„  dergestalt,  dass  F{ 
werde,  und  man  hat,   vermöge  der  bekannten  Retatioi 
-  F[c.  rf„),  sofort: 

Fic  -  ,r„)  =  -  nF[c,  if). 
Schreiben  wir  die  Gleichung  (14)  in  der  Form: 
'_>'(«,  <f.)=F{c,  ,f). 

und  betrachten  (p„  als  die  bekannte,   und  tp  als  die  n 

so  ist  in  dieser  Uleichnng  das  Problem  der  Divisio 

Integrale    l"'  Art    ausgesprochen.     Die    Bestimmung 

erfordert  im  Falle  der  TheilunR  durch  i?  die  Aufläsui 

vom  Grade  ti*.  So  erhält  man  ?..  ß.  fßr  die  Theiinng 

zweiten  der  Glgn,  (mi)  w=  l  setzend: 

cos  (/■*  —  sin  (f^  J(f^ 

I  —  c-  siiii]f>*        ' 

oder  als  Unbekannte  sin  tf  ^  «  einführend: 

1  —  'ij:'  +  c^  x*^ 
COSIjfj  =^  -  s    -t  ■ 

Ist  endlich   fiberhaupt,    wenn  m  und  n  ganze  Z: 
zu  bestimmen,  dass 
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ist,  so  setze  man,  da  hieraus  nF[c,  tp)  =  ■niF{c.  (f)  folgt, 

nt\c,  ii.)  =  F(c,  ,.).  '«F(«,  f)  =  r(c,  ,,). 
Die  erste  dieser  tileichungcn  liefert  iiairh  dem  Vorausgehenden  eine 
Gleichung  zwischen  t,''  und  [i,  die  zweite  eine  Gleichung  zwischen  'f 
und  fi,  und  durch  Eliminaliou  von  ii  ans  diesen  beiden  Gleichnngen 
ergibt  sich  eine  Gleichung  zwischen  i/'  und  ip,  mittelst  welcher  sich  >p 
aus  ip  finden  litsst. 

Fasst   man   die  Ergebnisse   dieses   und   des  vorliei'Kelicnden  Para- 

grajdien  zusammen,    so  erkennt  man,    dass,    wenn  »i,  h,  p,  q, 

positive  oder  negative,  ganze  oder  gebrochene,  rationale  Zahlen  be- 
deuten, die  Summe: 

mF^c,  ip)  +  nF{c.  >!•)  +  pF{c,  x)  +  ■  ■  ■  (19) 

jederzeit  in  ein  einziges  elliptisches  Integral  F{C,  /i)  von  demselben 
Modulus  zusammengezogen  werden  kann ,  dessen  Amplitude  ft  aus 
tf.  Vi  X<  ■  •  ■  •  durch  algebraische  Operationen  entwickelt  werden  kitnn, 
wenn  man  hier  Gleichungen,  in  welchen  die  goniometrischen  Funk- 
tionen von  tf,  (/',  X,  ■  ■  nur  durch  algebraische  Operationen  verknöpft 
sind,  als  algebraische  gelten  l9sst. 


491.  Ga  sei 


To  also  u  den  irgend  einem  bestimmten  Werthe  if  der  Amplitude  ent- 
sprechenden Werth  der  Funktion  F[f,  >p)  bedeutet,  so  ist  umgekehrt 
fp  der  diesem  Werthe  u  der  Funktion  F{r,  tp)  zugeböriRe  Werth  der 
Amplitude,  eine  Beziehung,  welche  wir  durch  das  Symbol: 

(p  =  amw*) 


auBdrflcken  wollen. 

Set-ien 

,  w 

nun  noch 

v  = 

F, 

<•■, 

!'■),    W  = 

F{r,  u), 

und 

FtV.  r) 

±Fu 

'') 

=  F(v,  fi 

0  oder  u 

')  Diese  Gleichung  ist  also,  wie  man  sieht,  ilii'  l'mkehriiiig  üer  Glfliclmog 
u-^^F(c,  <t),  ebenso,  wie  z.  B.  die  Gl,  x-  tgii  die  Uuikehrung  der  Gleichung 


"-J.iT 
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so  bestehen  zwischen  den  Am|)lituden  i^^=aiii  u,  ij'^ 

aiii(«±v),  im  Falle  der  oberen  Zeichen,  die  durch 

(8),    im  Falle  der  uiilereii  Zeiclieu,    die   durch   die 

und  (13)  [§.  489]  ausgcdrOL-kten  Relationen,    welche 

folgender  Form  schreiben  können : 

sinamK.cosain(i.^/am('+ cosaniM.sii 

^    —    '  l  —  (-'(sinaniH)"  (sinamr 

cosam  K.rosuMir'^sinamK.sinanu'.^ 
cosaniiii+ *■)=  ,        ,,  ,  ,a  /  ■ 

^         '  1    -'■^(sniain«)"  (snianip 

tgam  ( w  +  i'i  =  --—-    —    , ,-- 

^  '        1  -I-  tg  am  ft .  tR  am  ^' .  ^/  am  I 

Man   bemerkt  leiclt  die  Analogie  dieser  Forme 

metrischen : 

sin(«  ±_  v)  ^  sini*  cosv  +,  cosm  sint', 

nelcb'  letztere  in  der  Tliat  aus  den  ersteren  hervor^ 

den  ModuluB  c  =  0  setzt,  wodurch  amu  ^  u  und  . 

Die  Funktionen:  sinamu,  cos  am«,  etc.  werden  — 

den  elliptischen  Integralen   —  vorzugsweise  elliptis« 

genannt;  die  Theorie  derselben,  in  welche  hier  nicht 

werden  kann,  geht  von  obigen  Grundformcln  aus,  ebe 

lieb    die    gesammte   Goniometrie    aus    den    Formeln 

cos  {w  i,  r)  entwickelt  werden  kann. 

492.    Es   seien   r,   c,    zwei  Moduli   und  ip,  f^ 
welche  beziehungsweise  mittelst  der  Gleichungen 

sin(2(|-,  ~~  (f)^  csintf 
von  einander  abbSngen.  Aus  (24}  folgt:  cos(2y, — y 
^Jff;  man  hat  daher: 

sin  2</',  cos  tf     ~  cos  2<f^  sin  <p  -^  c.  sin  <f 
sin2i/i,  siaif  -\-  cos2(ji,  cosf|r  ^  J'f ; 
hieraus : 

cos  '2(ff  =  cos(^  .  yUf  —  (!  sin  rf^, 
und  vermöge  der  Relation  2siu<|'^  =  1  —  cos2ff,: 
2Bin(/>;  =  l  --  cosf. Jip  -\-  c  siu(/>' 


ion     der    (jicichang;     cos(2'|',  - 


auf  Gl.  (-21): 

ihr 

'2(hfi  =   -      {Jif  +  ccos(/i). 

lan  uiit  Benützung  der  GIgn.  ('i3)  und  [m] 

mg  dieser  Gleichung  mit  der  vorhergehende 

^^        1  +  '^^<Pi  ' 
Gleichung  und  Ifisst  beide  Integrale  mit  (f  = 


d(f  _     'i      Tv.  dtf^ 

brten  Bezeichnung: 


ist  (l  +  c)^<4;-^-      ><;>c*,    also   ^-^ 

rseits  bleibt  bei   obiger  Beslimmuiig  von  c, , 

'  1 ,  so  hat  man  ( l  —  c)*  ^  0,  l  ■ —  2c  +  t^*  1? 

<-)''>4c,    I  +c>2  l^c,  1>-^-^-^-,  d.i. 

<  I  :  sin(2-^,  —  (f)<is\n(f,    'iif^  —<p<.<f 


.  (25),  in  Verbindung  mit  jenen  (23)  und  (2J 
ischcs  Integral  1*"'  Art  in  ein  anderes  mit  gr 
rer  Amplitude  verwandeln, 
n  umgekehrter  Form  geschrieben: 
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tlicnl  Jazu,  um  eiti  elliiJlisdics  [iilegiul  F{Cy 
kluiiiereni  Modulus  uiid  grösserer  Amplitude 
Falle   sind   u   utid  ip  ah  Uiibekauiite   zu   bi 

aus  deu  GIgii.  {•IM)  und  (24)  ühue  Schwieri 

i+Vi- 


tg.f  = 


493.  r>ie  so  eben  vorgefraKeiien  Siitze  ß 
Miltfl  xur  iiälierungs weisen  Berecliiiung  des  el 
tvubei  uian  sicii  entweder  der  Gleichung  (2fi 
Im  I'*'"  Falle  bcrecline  man,  von  dem  gef 
gegebenen  Anipliluilc  <f  ausgebend,  dno  Ite 
der  Moduli,  '', ,  c,  Cj,  .  .  .  (\  nach  dou   For 

_   21   r  _    ■1U,_ 

'         !  +  '■'    '^         1  +<■, 

so    nie    eine    Reibe    von    Amplituden  if^,    if 
Gleicliungen : 

sin(yf;-,  —  f)  =  c  sin  tf 
siii(2f/'^  —  ^f^)  ^c,  Sit 


•in  (2,f. -,,,_,)  = 
SO  hat  man,  vermöge  Gl.  (25): 


f\',.f,)=^^-^^Fi,;.,,,\...F(,.,,.,, 
folglk-h : 


oder  mit  Radtsitht  auf  die  GIgii.  (2«): 


F(c,  f)  =  \ 


W|A. 


Die  Reibe  der  Moduli  ist  eine  steisende,  ui 
einem  solchen  gelangen,  welcher,  mit  Rucks 
Grad  der  Genauigkeit,    =;  1  angenommen    n 


il^:J 
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Modulus  aiid  ip„  =  Ö»  die  correspondiroiide  Amplitude,  wcltlie,  wie  aus 

den  GIgii.  (ä'J)  erhellt,   einen  Greuzwerth  iler  Bögen  ip^,  tf^,  rf^ 

darstellt,  so  liat  man 

Jo  Vi— sin*;- 

somit: 

F{c,  frt=--ng(4S"+  Jtfi)j/^i'':^^;  ■-■-■.--:.  (30) 

oder: 

F{<:-  'f)  =^i  logtg(45»  +  10)]/''  ''-''-^  ■■  -  ■  :,        (30*) 

VOD  M  =  0.43429448  .  .  .  (Cpl.  log  M  =  0.3622157)  der  Modulus  der 
gemeinen  hogarittimen  ist. 

Will  man  sich  hingegen  der  Formel  (26)  bedienen,  so  berechne 
man  eine  Skala  abnelimender  Moduli  und  wachsender  Am|ilitaden  nach 
den  Formeln : 

.-i-VLEJ,  .^  =  1^1^,  ....„  =  lziVi:zf^=..  (31) 
i+Vi-c^  i^.V'i— f^  i  +  Vi_oVi 

sin  201  siu2</',  sin'iw„^, 

lg<p=  -f         ig,p  =..       ...IJ  jgtp^=_         1"    '--;    a-2) 

"      e,4-  cositfi       "      Cg  +cos2(/^,  '        (;,  +  cos2(/i„_i    ^     ' 

man  liat  dann  nach  Gl.  (2ii): 

«'„  ■>■,)= 'f '*'('•..  'f.) ^i'-"  •f.-.)  =  '-t'"  ^('-  '/■■). 

lolglicb : 

■n-,.f)='V-''^'* ^-^r(,.,r.). 

Die  abnehmenden  Moduli  <?, ,  i'^,  ...  nQhern  sich  sehr  rasch  der  Grenze 
;  ist  nun  mit  gentigender  Genauigkeit ,  r„  ^{) ,  und  if„  die  corre- 
^ondirende  Amplitude,  so  hat  man: 

F{i:„,   <p^)=^Jd.f  =  ^„, 
)mit ,  wenn  i^^0  gesetzt  wird  : 
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F{c,  ,rt  =  «<.(l  +r,)(l  +c,)(l  + 
welclie  Cormcl  iii  so  ferne  noch  etwas  chifaelicr 
als  sie  keinen  logaritlimUciien  Faktor  ciitliAlt.  M 
in  der  Hege  1  diü^cr  Kormcl  bedienen;  nur  wenu  c 
gewährt  die  Kcchnung  mit  steigenden  Modulis  nac 
einer  rascheren  Nälici'Ung. 

Die  etwas  unbequeme  Rechnung  nach  den  Fo 
erleichtert  man  sicli  durdi  Eiiifflhrung  von  Hilfswi 
mittelst  der  Gleicbungeu: 

c  ^  sin^,     c^  ^  sinAj,     c^  =  sinÄ^, 
man  hat  dann: 

sin  A  =  <; ,  tg  ((p,  —  ^)   = 

sinA,  =tgil\  tg(y»  —  tp^)  = 

sin?.^  =  tglX^  tg(ya  ~  V<)  = 

etc.  etc. 

^  '    '  ^  r  cos  J. 

Von  diesen  Ausdrücken  ergeben  sich  jene  für 
unmittelbar  aus  den  Formeln  (311.  Man  hat  ferne 
Werthes  von  tg(/i,   aus  (32): 

t«(«,  _  ,,)  =  -'«'f.  ~  '«2L  =  l'"2'/._-_-_'^.'8 

■«Wi  /;         l  +  tßffjtg./^  f, +cos2<j 

sin(f  cos^if  —  C|  lgfp-\-sinip^t% 
-  1  +c, 

d,  i.  mit  Rflcksicht  auf  den  Werth  von   c,  :=    — 

tg(9^,  —  >f)  =  cosi.iQ<f. 

■2 
Endlich  hat  man :    1  +  c,  ;=  -    - ;  es  ii 

I  -t-  cos  A 

cos i,  =  Vi  -- siD A;  =  Vi  —  c=  =  l'  1  -  ( !  jl ' 

COS^,  ,  ,      ,  Ci 

somit:   1  +  c,  ^    ,  -      ;   eben  so:   l  +  c,  =    - 

'        VcosA  »I 

welchen  Wertlien  die  Gl.  {'■Vi)  in  jene  (So)  sich  v 


Als  Beispiel  möge  die  licrediiiung  des  Werthes  von  F(0,8,  20") 
dienen,  wobei  al:io  c^Ü.t*  uiiil  ip^^O".  Mau  bat,  uacli  den  Fonnclii 
(■28),  (2il)  und  (30*)  rccliiieud : 


log  2 

=  0,3010300 

logc=       9.9030900 

loßc 

=  9.9030900 

Iogsiruf=       9.r>340517 

logV^" 

=  9.9516450 

logsin(2f,-./^)=      9.4371417 

logsy. 

=  0.2525750 

a*/-,-  <f=15''52'4(l".42 

logll+O 

=  0.-255Si725 

■2<p,=35  52  4(i  .42 

logc, 

=  9.9973025 

</>,  =17   56  23  .21 

logVc, 

=  9.9986512 

logc,  =      9.9973025 

log2V^ 

=  o:2996812 

logsin<r,=       9.4885750 

lo«(l+<-.) 

=  0.2996833 

logsiii(2.f,  ~(r,)=       9.4858775 

logc^ 

=  9.9999979 

2^2  — 7',  =  17M9'29".85 

2fp,  =  Zb  45  53.06 

logV^ 

=  9.9999990 

rp^  =  17  52  56  .53 

logSVc, 

=  0,3010290 

logCj=       9.9999979 

log(l+0 

=  0.3010290 

logsinf/',=       9.487228fi 

logc. 

=  0.0000000 

logsin(-J</-, -</),)=      9.4872265 

-ya"'/'2=l'''52'56".21 

2rf^  =  35  45  52  .74 

,p^  =  0  =  n  52  56  .37 

J</J=    8  56  28.18 

45"  + Jtf»  =  53  56  28  .18 

logtg(45"  +  J(/>)  =       0,13780"U 

logc 

=  9.9973025 

logc 

=  9.9999979 

Cpl.  log 

=  0.0969100 

0.0942104 

0.0471052 

lg  [log  tg  (45"  +  i  tf>)]  =  9.1392536 

Cpl.  Iog3f=0.3622157 

logJ'(0,8,  20")  =  9.548f.745 

F(0,8,  20")  =  0.3536507. 


Nach  den  Formeln  (34)  und  (35)  siebt  die  Rechnung,    wi.e  folgt: 


g  c  =  log  sin  l  =       3.9030900 

^.  =  53"    7'48".3G 

\l  =  -i&  33  54  .18 

logtgU=       0.r.9897OO 

logsinA,  =       9.3979400 

A,  =  14'»28'39".04 

W=    1   14  19  .52 

logtgj  A,  =       9.1038C0G 

logsinX^=      8, 207721a 

l^=    0''Ö5'27".86 

iA,=    0  27  43  .93 

Iogt«jA.i=      7.90(;7192 

logsinA,^      5.8134384 

/,=  0"   ü'13".... 


lOgCOsAj  =::  9,9S 

log  cos  Aj  =9.9S 

Cpl.  log  cos  Ä  =  021 

0.2C 

O.K 

l0Kaic(P  =  9.44 

log  i^  (0,8,  20')=^9.5^ 

F(U,8,  2O*')=0.35 

Mao  siebt  leicht,  dass  mittelst  obig 
kelirte  Aufgabe  gelöst  werden  kann,  iiämü 
stimmen ,  weklie  zu  einem  gegebeuen  Werl 
gehört.  Qcrecbuct  man  ii3mlii:b  zuimclist 
angefühlten  Wege  betietend,  die  Skala  c, , 
Motliiti  bis  zu  jenem  c„,  welcher  =r  1  ges 
aus  (30),    da  *  =  <f>„: 

woraus  sich  ip„  ergibt;    aas  diesem  Wertlie 
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telst  der  Formeln  (29),  zuruckrechnend ,  die  Werthe  von  cpa-u  (pn~i^ 
<jp^,  (jpj  und  endlich  ff  =  sin  am  w  ab. 

Ganz  ähnlich  ist  das  Verfahren,  wenn  man  sich  zu  diesem  Zwecke' 
der  Formeln  (33)  oder  (35)  bedienen  will. 


b)  Die  elliptischen  IiitegrAle  zweiter  Art. 

494«  Das  elliptische  Integral  zweiter  Art  ist  durch  die  Gleichung: 

E{c'^  (p)  =  I    dcf)  Vi  —  c^  sin  (p^ 

definirt.  TTm  zuvörderst  zu  einem  Fundamentaltheoreme  fflr  diese 
Integrale  zu  gelangen,  betrachten  wir  zwei  ähnlich  geformte:  E{c^  (p) 
und  £(r,  \p)^  schreiben  dieselben  in  der  Form: 

wo,  wie  bisher,  ^fjp  =  yi — c^siny'^  ist,  und  nehmen  wieder  an,  dass 
die  beiden  Amplituden  y,   \p  mittelst  der  Gleichung  (1),  §.  489: 

cosfjP  cos  t/'  —  sinrp  sin  \j'  Jft  =  cos/«  (1) 

von  einander  abhängen ,  welche  Gleichung  bekanntlich  [§.  489]  die 
Gleichungen : 

.dif    .    di\^  ,   , 

z/r/)  ^  _/i/»  '  ^    ^ 

und 

J'X^^  fp)  +  F{i^  i!')  =  F{c,  //)  (5) 

nach  sich  zieht. 

I 
Dies  vorausgesetzt,    differenziren   wir  die  beiden  Gleichungen  (w), 

und  erhalten  durch  Addition  derselben : 

äEic  r  +  .^(.,  „.)  =  *t  + 1^  _..[..,.  ^_  +  .,„ ,,.  ^;] , 

d.  i.  mit  Rücksicht  auf  (4): 

dE{c,  cp)  +  dE{c,   ij^)  =  c'  (sin  \p^  —  sin  cp')  ^f~  .  {n) 

Durch  Differenziation  der  Gl.  ( l)  erhält  man  aber,  ^t  als  constant  betrachtend  : 
^11 .  d(sii\  (p  sin  \p)  =  —  sin  (jp  cos  i/'  d(p  —  cosgp  sin  \p  dxp , 
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oder  nach  Elimination  von  di!'  mit  Hilfe  der  Gl.  ((): 

^//(.<i(sinf(i  sin  r/')=    -'   (cos ff  sin>i<  Ji!'  —  sin  (/>  ( 

Anderseits    zieht    man    aus    den    Glgn.  (ß)    und    (9)    [§ 
Division : 

sin  (i cos  1/1  sin  t/i  Jtp  +  sin  ly  cos  t/'  Jili 

jfi  t/y  jiji  —  r'  sin  fp  sin  üi  cos  ip  cos  i/f 
lind  erlinlt  durch  Multiplication  dieser  Gleichung  mit  der  v 
nach  leichter  Reduction: 

smii.ä{&in(p  sini/')  =  (sin  i/'^  --  sm<f')     " 

lliemit  verwandelt  sich  die  Gl.  (n)  in : 

dE{c,  lyi)  +  iiE(c,  i/i)  ^  c*  sin/i.rf(sinf/i  sin 
woraus  darch  Integration  folgt: 

E(r,  ff)  +  K(P,  •/')  =  '^''"■'''-  +  '-■''  sinfi  smtp  - 
Beachtet  man  nun,  dass  für  it'^i),  kraft  der  Gl.  (l), 
so  hat  man,  da  E[r,  0)  =0  ist:  JC{c,  fi)  —  Const.,  so 
E{r,  f)  +  K{c,  I/O  =  Kir,  n)  +  ,■'  sin/i  siny  : 
Das  in  dieser  Gleichung  ausgesprochene  Theorem  ist,  v 
analog  jenem  in  Gl.  (5)  für  elliptische  Integrale  erste 
tenen,  indem  vermöge  desselben  immer  ein  elliptisches  In 
Art,  Eir,  ii),  angegeben  werden  kann,  welches  unter 
algebraischen  Grösse  dci  Summe  zweier  Integrale  gleii 
^.  demselben  Hodulus  gleich  ist,  zur  Bestimmung  der  Anipli 

^-  die  aus  (1)  folgenden  Formeln  (fi).  (7),  (rt),  §.  489. 

Fra   11=  \,i  verwandelt  sich  Gl.  (3l!)  in: 

A'(c,  fi»)  +  K(c,  (/')=;  i."  ((■) -|- c- sin f/i  sin  I 
wo  die  beiden  Amplituden  (p,  t/'  mittelst  der  Gleichung: 
1 

tg'f   tgT'l=        .         ___.: 

vun  einander  abhängen. 

495.  Es  seien  wieder,  wie  in  §  492,  c,  c,  zwei  Mod 
Kwei  Amplituden,  welche  durch  die  Gleichungen : 
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den   sind,    aus  woldien,    auf  üem    dort   betretenen 

n: 

'*         Jtp  2  •    ' 

ä(p  2        rf^, 

Elimination  von  fJtfi,   erhält  man  hieraus: 
■)Vi  —  cj  siaifi  =  c  cosy  +  "^9*. 
tion  dieser  Gleichung  mit  jener  (n): 
dqi   (c  cos  ip  4*  -^ir)* 

rff/>    f^"  coaqn*  +  2c  cosiyi  z/r/i  +  •^'jP* 

~~~Jf'  '"  a 

Af    c*  ^  1  +  2  Ji-p*  -f  2c  cos*f  Jrp 

~-j<f  "  """  "  ""  r~ • 

ftiT,  1=  dif  .  i3(p  —  —  ;  —    ,      +  *■  cos  fp  a<p. 

eser  Gleichung  ergibt  sich : 

ff,)  =  K(c,  <p)  ...  i"^^-F(c,  <p)-\-cünip,      m) 

\  jedes    pHiptischc    Integral    erster  Art    durch  zwei 
Kweiler  Art  ausgedrückt  werden  kann. 

>iner    bequemen  Melliode    zur    nSlieningsweisen  He- 
ils F,(r.  t()  z«  gelängen,   betrachten  wir  äas  allge- 


+  B  sin  ff'-  ,         p 
I  —  c^ain*/.-  I 


(39) 
und  n  =:  —  c*  in  Bic,  tp)  sich  verwandelt.  Setzen 

--i-  ,     sin (2(f  —  (f, )  =  «;,  sin (p, , 

ingen,    auf  dem   in  §.  492   betretenen  Wege  (r,  rp 
lend)  die  Relationen: 


sin^^  :=       (1 


en,    so   geht 

(las   obige 

n   sin^^  und 

?   ober 

"r(^+ 

>  +  ^ 

"■r(^+ 

>^l' 

i)?ral 


=r<^'+ 


,  c^,  (/i,   ebenso  gebildet 

orausgesetzt,  berechnen 
eheiid,  und  sin^  =:  c 
l    die    entsprechenden    A 

=  sitiX,  tg( 

=:  sinÄ.,  ^  'ßi^^  'g( 
=  sinÄj  =  tgl^s,    tg(i 


^  sinAa  ^  tgi^.-.ii  tg{ 
die  obige  Reihe  der  Int 


•'jf. 


+.'-. 


+  ,s,. 


i  +  j,*.-,.     B.= 
I  der  Gl.  (40): 


ie  zweile  dieser  Gle 

',  u.  s.  w.,  die  letzl 

licselben,  so  kommt: 

^-.+H^-H 

'■....i±^..,. 

ibt   sich  fllirig^ns  n< 

ri sehen  den  Modniis 
men  diese  Grössen  at 
mit  Rficksicht  aaf  de 
)  ist  aucti  B,  =:  0, 

et« 


«.=f..« 


wir: 

mlber  mit  P  das  ei 
(ffl)  iMszeichiiet  ist. 
venn  wir  beraeritefl, 

'    c    '     "  '2  c 

Dcksicht  auf  die  GIgi 

c  2 

■  u  ■  2  ■  ' 
ich  nnii  nocb,  dass  [{ 

h ',)(!+«■)('  + 

p*' J  +  B  si 
-  sip  (/i,  -|-     Y"^  siniy. 


S.H 


idpDUl 


uiite 
m  wi 
tische 

e(c, 

folgt; 
)e  Im 
.,  laui 

oE'{ 
;leichi 

1 
1  — . 
in  d( 

'4'.  •, 

efnod 
Axe 

fthltei 


Da,  wenn  man  <f  von  0  bis  Jyr  wa 
abnimmt,  so  muss  es  einen  Werlli  von  q 
wild;  er  besUmmt  sich  aus  der  Gleicbuii 


tgf* 


oder  f 


und  t 


i  wird  ffir  diesen  Wertb  obige  Dtff 

dc'  sin  !"/>  sin  i/i  =  ac^  sin . 

wodurch  jener   Punkt  3f  der  Ellipse   l>e 

Differenz  der  beiden  Bogen  UM  und  AH 

gleich  ist. 

Analoge  Eigenschaften  bietet  die  Le 
Fig.  48. 


erhalti 

b  =  /_  AOM.    Mittelst   der  Subslitutiot 
sich  derselbe  in 


und  wird  demnach  durch  ein  elliptisches 

dessen  Amplitude  rp  aus  der  Gl.:  siny^i 

Modulüs  aber  constant  und  =  V^ 

Fig.  49. 


ME  senkrecht  auf  vv,    und  oel 
neue  unabhängige  Veränderliche, 
rth ,     in     die    Gleichung     der     1 
lirt ,   für  X   den  Ausdnick : 

■,os<p  ',  ' 


Va'  +b' 


cös^^vr: 

-c^iintp*' 

titutiou   dieser  Werthe 

in    die   G 

clc  des  Bogens  s  = 

=  ÄM, 

wenn  man 

■schwindet : 

df 

josTi^yr  —  c^'s 

mfp*' 

^n  Ausdruck: 

-  c'sinjjp*  =  tgf.Jqi 

c*  ein  f''dip 

008  fp''  jJ'p 

COSff* 

^ 

fc'cosijf'*  —  C^f 

(iny*c 

'-^-(Up 

COS(/i^Jy 

-(l-c*)cosy^ 

»+COBf/l*^'^_ 

QOi(p^J(fi 

(p=:0  bis  (p  =  <p  iafegrirl,  und! 


fotglidi ,    wcDii   maii  (icn  liyi>cilioHscIieii  llog 
bczcicliiict : 


Ein  hyperbulisclier  Bogen  kann  demnach  iinnii 
erster  und  zweiter  Art  ausgedrückt  werden. 
Verbindet  man  diese  Gleichung  mit  jcn 
//(.,  f)  =  cE{c,  ^)-ae(l  +c)E{c„  rp, 
HO  <;,  und  tf^  den  Gleichungen  ("iJl)  und  (21' 
Gleichung  spricht  den  von  Landen  gefuni 
hyperbolische  Bogen  Jl(c,  if)  durch  die  beider 
und  i)(c,,  ^,  ]  sich  ausdrOcken  lilsst. 


498.    Das  elliptische  Integral    dritter  / 

n{..c.,f). 


'^Iu  +  . 


detinirt,  wo,  wie  bisher,  ,/(y^:^l/|-    y^sin« 

positive  oder  negative  Zahl  bedeutet,  welche 

werden  mag.  Gehen  wir  wieder  von  den  Gl 

cos  /(  =  cos  ijT  cos  \}i  —  sin  if 


aus,  so  ist 


dif 

Tmöge  der,  schon  in  §.  494  beHützti 
sin/(.rf(Bin<yRin  i'j)  =  (sini/i"  - 


n sin  fi.d (sin  ff  sin  i/') 

■~(1  +"  nsm(p^y{l  +  «siiT^) 

1  +  Ki»  4-  «"i/*' 

=  i> ,  sin  f/'  sin  >!'  =r.  q 

''.yV^'^ip^  =  cos/.  +  q/ff, 

'  +  '2q  cosfiJft  -|-  q^ /.Ifi" , 

cosiiJfi  4"  c^'y"  sin/i*. 

1   zweiten  Tlieil  der   obigen  Gleichung 


i+C, 


f  IJ(«,  e,  if)  = 

in^i  dq 

(I  Jfi  -j-  tiq^{n  +  c*  sin  ;i 

so  genommen  werden  mag,  dass  es 
:=  0  wird  dann  gleichzeitig  q  =  0, 
(b,c,0)  =  U,  somit  C  =  U{n,e,i>), 

.,  ^')  =  J''(«.  '•■.  /')  +  ''. 

gral   bezeichnen     Aus  Gl.  (1)  §.  428 


2A  +  Bq     ' 
iplicirt,  in  J  übergebt,  wenn 
n  cos it  Jfi,  (7  ^  »(»  +  c*  sin/i*) 
r  Werthe  gibt,  nach  leichter  Redulition ; 

i=2B8in,(Va, 

n  —  n  cos  (p  cos  if'  cos  fi ) , 


0- 
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gesetzt  ist.  Hiemit  erhalten  wir  endlich : 

n  (n,  c,  (f)  +  n  (n,  c,   if^f)  = 

,., ,  ,  1  n  ya  sin  w  sin  i/;  sin  u  /  .«s 

^         ^  ^       Ycc  1  +  **  —  n  cosff  cos  (/;  cos  jii 

Für  ein  negatives  a  verwandelt  sich  auf  bekannte  Weise  das  mit  arc  tg 
behaftete  Zusatzglied  in  einen  logarithmischen  Ausdruck. 

Das  in  der  Gl.  (47)  ausgedrückte  Theorem  ist,  wie  man  sieht, 
analog  den  beiden,  in  den  Gleichungen : 

F{c,  (f)  +  F{c,  ilf)  =  F{c,  i»), 

für  elliptische  Integrale  erster  und  zweiter  Art  ausgesprochenen  Sätzen; 
das  Zusatzglied,  welches  für  Integrale  erster  Art  verschwindet,  ist  für 
jene  der  zweiten  Art  ein  algebraischer  Ausdruck,  während  es  bei  den 
Integralen  dritter  Art  von  einem  Kreisbogen  oder  [.ogarithmus  abhängt. 
Auch  hier  dienen  selbstverständlich  wieder  die  Formeln  (G),  (7),  (8), 
§.  480,  zur  Bestimmung  von  f.i  aus  (f  und  ip. 

499.  Unter  den  zahlreichen  merkwürdigen  Beziehungen,  welche 
zwischen  diesen  Integralen  bestehen,  wollen  wir  noch  folgende  be- 
sonders hervorheben.  Es  sei 

tg  (p 

so  hat  man,    diese  Gleichung   diifercnzirend,    nach   leichter  Reduktion: 

dxp    1  —  c^  sin  (jp* 

J(f  '    cos  ff>^  .  Jfp^ 

und  durch  Division  mit  der  identischen  Gleichung: 

ergibt  sich: 

dz       dff  1  —  c^  sin  r/>"* 


1  4-  az^       J(p  '  cosr/)2  jq)^  -|-  a  sin  (f^ 
Es  sei  nun  wieder,  wie  oben: 


lutioii  dieses  Wertlies,  der  Nenner 

■"f   (l+«a„./--)(l+"^.in,f')' 

AI.       '           +-__'__       _, 
'I  '         1  H sin  if ' 

ntegiation,  da  tf  mit  ä  verschwimlet : 


i+'"^-  =  ya  """'''"■ 


^-^-,c,  .iPJ=F(<-,.f)  +  ^^arctg'     ;^ 

er  n  negativ,  »o  hat  man,  unter  n  seil 

—  ^  .  <-■,  f/'j=i''(c.  (f )  +  , ,  -  arc  Ig  — 


V« 


"-('-«'(-S- 


,    bo  ist  offenbar  aucli  a  immer  positiv 

la  immer  c"  •<  I  : 

wenn  c-^  <  «  <  I , 

wenn  0  <:^  »  <;  c",  oder  wenn  «  ^  I 


rertlie  nach,  n ' 

In  ist  man  di 
11  «  >  c,  anf  ci 
udc  zurfickzufdl 

icId  werden  a 
eil  dann  a  ^  ( 
t  unmittelbar  e 
(jk)  fibor  in: 

r/(— 1,  c,  y) 

i:lit  auf  den  Wc 

e.  <f)  +  J/(- 

lüge  der  Definit 

/I(--l,  c, 

197,  gibt  aber, 


'  Jo  "*'^ 


0  =  ^(». '/■)- 

in  dieses  Werth 

>,  c,  f)  =  —- 
c  wird  ai=(l  j 

0  =  l  FC.  r) 


<en  ncrecliiinng 
rfalircii ,  wie  fr 
Liwciiduiig  bringt 
,    dem  Zahlen  WC 

der  Fall  n>c 
^  c  rcducii't  WC] 
allgcincJEicre  Int 

A-]-  li  sin  (/>*  ( 
1   +  n  »in  ff*  . 


stn</^  +  [It  - 


[        l  4"  «  sin  'f 
iderliolt   [§.  493 


n(-'r    -  f,)- 


Integral  in : 

1  -i-,-,  sJn./-f    - 
w(l  -\- Cyüiti If^J 
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welches  wieder,  durch  Eiiirohrung  df 

in  folgendes  übergeht : 

_  1+  e,  b 

■'■2       ■2(1  +  «), 


*)    ['ni    ilieBC    Transfnriiialion    zu 
Zfthier    und  Keuiier  des  iu  der  Klarainc 

1  +  2  «(!  +  <■,  siuv 

so  wird  lier  Nenner: 

-l  +  «(i  +  e,  .■»,!)+!-„.(,  +  : 

-l  +  »-|-n>i«TiQ  (l  +  «!l  +  t, 

•iVe, 
"1+e 

1  — y  1  —  ü'   1 — c 
°'""r+i'i-»-''i+« 

womit  die  in  h  sin  </■;  multiplicirte  Gross 

ä-d  +  eT+l  +  cV 
nach  Substitution  dieses  Wcrthes  wird  ( 

-1+»+^ 


ii +  ")(!  + er 

Der  Zähler  wird  durch  die  erwähnte 
1 


^(14-")    H-; 


_  'j(14-c,8iii<ri   -COS'/, //(/,) +  ^  fcrti 
2  6[l  +c,  ainvi  +  ,y  n(i  +  <•■,]' sin 


der  Klammer  die  Grösse: 


^  2(1   + 

b,  sin  ff  ^ 

"*"  1  +  H,  sin . 


-..■u: 


■9' 

rl.VnRinqr 

J« 

i  +  »™>' 

die 

Ftinldion  i 

>'«, 
>'«, 

"»^^  =  1 

A- 

""  2(1  +"^ 

!„  eine  Ski 

Tr. 

ff„  <f,.  . . 

id,  r 

niltelst  der 

sind. 

ScUl  mal 

„ 

("  +  c^) 

11  + 

»)  (1  +  c')- 

;t,.*'! 

'+1 

j  bto.». 

.-/<(. 

2«_+j»L,| 

n.r; 

)l.,.io»I- 

1 

irmirteu  BrucheE 
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!+(!,=*,,       1    +  c^   =k^, 

I  —  e-  =  c'',     1  -  -  rf  ^  /* 
ferner : 

_       ,_(,  +  c')  I 

'    (1+„)(1 +.■)>'  '     "^til. 


und  bezeichnet  endlich  mit  L^,  T.^,  J 
ziehungsweise  aus  «,,  (",,  w, ,  c,,  if^\ 
bildet  sind,  wie  L  aus  a,  6,  «,  c,  i/i,  s 


^  =  ^^-.(,: 

^-1  ^-„? 

^-^h-.^' 

-.  =  ^1-. 

Durch    Addilion 

dei-selben,    nachdem 

ww^.^ 

w.,  die  letzte  mit  \ 

worden,  erhält  man: 

L  =  k.k.k,  .  . 

Die  Reihe  der  Modul! :  c,  c^  c-.,... 
deren  Glieder  sich  rasch  der  Nulle  nS 
höherem  Grade,  von  der  Reihe  der  P 
dies  einzusehen,  setze  man  ; 

und  beachte ,    dass  f(  <^  1  ,  da  nach  i 
Nun  hat  man : 


/«, «,    c  n  +  c'  c  

Ti"  ~ « ■  c;  ~  ( 1  + « j  ( 1  +  ?)*  ■  "^ "" 

_       _C  («  +  C*)  1  +  c'  _    M  +  C«    _  ;i  +  C 

folglich : 

,     ;'.^(t-fO(i-c)   j,  /ii^C +/0(i +<^ 

Die  zweiten  Theile  dieser  beiden  Gleichungen  sind  nnn,  es  mag 
io  Folge  dessen  auch  fi,  positiv  oder  negativ  sein,  offenbar  stets 
weil  /(    sowohl,    als   c   kleiner   sind  aU  1.     Folglich  müssen  a 

ersten  Theile  gleichzeitig  positiv  sein,  es  mag        posiliv   oder 

sein,  was  nur  dann  mOglich  ist,  wenn,  dem  Zahlcnwerthe  nach,  - 

es   ist   demnach   [i,<^(i,    und  aus  denselben  GrQnden  auch  fi^ 

;(j  <[//,,  u.  s.  w.  Da  nun  fi<l  1,  so  sind  ft^,  /i,,  (i^, echte 

folglich  «,  <  c,,  «g  <  Cj,  u.  s.  w. 

Dies  vorausgesetzt,  sei  mit  Rücksicht  auf  den  beabsichtigli 
der  Genauigkeit  c^— i  =  0  zu  setzen,  so  ist  um  so  meht  »<_ 
ferner  auch  6,^0,  und 


V  =1       Orärfr  =  a,-.(pr^=  2 


gesetzt  wird.  Man  hat  daher: 

(^A  +  B  sin  y'  dif 


der  auch 


r 


1  +  «  sin  <fi^  Jip 


arc  tK(V«i. 

[».,    ,,1=  y^- 


Ige  dessen  verschwiiideii  die  m 
;r ,  nnil  da  f/>  ^  -  -■  =  l 
ge   Integral : 

I  +  ff  sin  <f'  tVf 


HU.  Pie  allgemeinste  Form  dei 
eilten,  ist  in  der  Formel  fF{aT, 
om  4^^"  Grades: 

R  =  n  +  hx  -\- 
\mti  ist.  Auf  diese  Form  las: 
nie  Kurarkrobrcn ,  z.  lt.  sol 
irades :  "}/«  +  ^jx  +  ex''  und  1 
sliafTnng  der  einen  WumelgrCs 
itiitionen,  die  andere  auf  den 
bemerken  wir  zuiiitclist,  dass 
herrn :  I      _    abliSngig  gemach 

gebroMiene  rationale  Funki 

lion  F{x,  Vff)  bcschafTcn  sei 

TT  4-  VVH      ^      , , 
orm:   -        -      ,._:  gcbratriit  v< 

tionen  von  x  verstanden;  dii 
jrs   mit  t-',    -  F,  ]//;  erbfilt 


I 


y(i,  V-B)  = 


wo  Q  and  P,    wie  man  sichl,    rationale  Foi 
Wir  liännen  uns  dalier  im  Folgenden  auf  die 


beschränket!. 

Zd  einer  weiteren  Vereinfachang  fflhrt  d 
m  4- »» 
~  l+V 
indem  die  noch  nnbeEtimmten  Coefticienten  m 
bestimmen  lassen ,  dass  ans  tiem  Polynome 
ungeraden  Poteii?:en  der  Veränderlichen  ver 
diesem  Ende  e,  ß,  y,  S  die  Wurzeln  der  G 

Fohren  wir  in  diesen  Ausdruck  den  obigen  "^ 
das  Produkt  nach  Potenzen  von  y,  und  setze 
and  y'  gleich  Null,  so  erhalten  wir  zur  Bi 
folgende  Gleichungen : 

{„  -  y)  („  -  J)  +  („  _  ,.)  („, 

oder : 

2»i»i  —  («  +  /f)  (m  +  m)  + 
2m«  -  (j-  +  d)  («  +  «)  + 

Diese  Gleichongen  geben  znnSchst: 

+  «-(>  +  ' 

•"«  -  -(«  +  ,!)  -  (y  +  d] 
id  hierans  findet  man: 
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Uie  Ausfßlirbarkeit  der  in  Rede  stellenden  Tramiformation  ist  nsn  an 
die  Bedingung  gebunden,  dass  diese  Wertbe  von  t»  und  n  reell  seiea, 
wozn  erfordert  wird,  doss  die  GrAsse:  jf^  —  4h  positiv  sei,  was  in  dei 
That,  nie  sieb  leicht  zeigen  Usst,  immer  der  Fall  ist.  Dnrch  Substi- 
tution obiger  Wertbe  von  jj  und  k  erhalt  man  nSmlicb  nach  leicbtei 
Reduktion : 

'  i.'J,h>     (°-i-)  ('■-■')  (/» -  r)V-i) 
i^'        '  1(«  +  «  -  i?  +  J)!' 

Sind  nun  sämmtliche  vier  Wurzeln  reell,  so  kann  man  dieselber 
auf  beliebige  Wei&e  ordnen ,  und  folglich  immer  annehmen ,  das 
«>;?]>  y  ]>  d  sei,  wodurch  dann  die  vorstehende  Grösse  nothwendif 
positiv  ans&llt. 

Besitzt  aber  die  Gleichung  H  =  0  auch  imaginKre  Wurzeln,  s( 
kAunen  diese  nur  paarweise  vorkommen.  Sei  also 

a  =  i.  +  f,  (/—  1,   ß  =  X—(iy^^, 
y  und  d  aber  reell,  so  wird : 

'  («■  -  j;.^  - '('-/)'+  ''■!  K^  -  '')' +  ''1 
tV       «)-  la-iy  +  i)^'     ■     • 

welche  Grosse  offenbar  positiv  ist.  Dasselbe  ist  der  Fall,  wenn  alk 
vier  Wurzeln  imagin&r  sind,  wie  man  sich  leicht  Qherzengt. 

Hiebe!  verdienen  noch  folgende  specielle  F&lle  eine  Erw&hnung 
Ist  «  =  y  und  ß  =  S,  so  wird 

also  rational. 

Ware  eine  der  Wurzeln  c,  ß  einer  der  Wurzeln  y,  d  gleich,  z.  B, 
a  =1  y,  so  hat  man 

i/j!=y.(.  ^  o)V{i~fl(.-dj, 

und  das  Integral  gehOrt  dann  zu  den  in  §.  43  t  betrachteten  Formen, 
welche  sich  jederzeit  mittelst  Logarithmen  oder  Kreisbögen  integriren 
lassen. 

Ist  endlich  a  ■\-  ß  ^=  y  -\-  S,  so  wird 
Ä  =  e  [a;*  -(«  +  ,?}  a>  +  «^  [a;*  —  («  +  /9)  «  +  )^] , 
ff  elcher   Ausdruck    mittelst    der   Substitution  x  =  e  -\-  \{a  -\-  ß)   ü 
Form 


fii  im  Blande,  ans  dem  Polynome  It  d 
nltidet'liclicii  wegzuscli alten,  und  somit  h 
do  Integral  in  der  Form 

lx_C  Pilx 


I  nocli  aniielimen,  ilaas  audi  die  rai 
len  Potenzen  von  x  etilltalle.  Denn  wi 
I  mGge,  so  kann  sie  immer  auf  die  For 

M  +  Nx 

W  +  Kx 
V,  M\  N'  gerade  Funktionen  von  x  bed 
'otenzen  von  x  eiitlialten.  Dann  ist  abei 
[M  4-  Nx){M'  ~  N'x)_^ 

iradc  Funktionen   von  x  sind.    Hiedarcl 


'dx  _  ^Kdx      ^Lx  äx 

'ii~jVii   J  yit  ' 

beiden   Integrale    recl 

as  folgende: 

1  r    _JJJy_ 


beiden   Integrale    rechter   Hand    mittel! 

as  folgende: 


§.   431   immer   entwickelt   werden   kam 
mit  dem  ersteren  zd  beacliflftigen,  in  w< 

on  X  enthält. 


P  in  dem  Integrale: 
Pdx 

\'a  +~ßx'  +  yx^' 

eilenden  zu  Folge,   als  eine  gerade  betr 
ganze  oder  eine  gebrochene  Funktion. 
28" 


i, 
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Im  ersten  Falle  hat  sie  die  Form 

F  =  A  -\-  Bx^  +  Cx*  -\ 
and  nnser  Integral  zei'fällt  augenscheinlicl 


von  der  Form 

F 

Man  hat  aber 

d.x^-^yR= 

.(2..  - 

-x)x>-'>yBiiz+^' 

=  c 

.(2,- 

-3)--  +  «..- 

folglich,  wenn 
aufiast : 

man 

integrirt,  and  fär  da: 

J  VS      ria 

" 

■/'{•in 

-i)J   VJi       r(: 

Mittelst    dieser   Reduktion^formel    wird, 
successive   «  =  ä,  a,  4,  .  .  .  .    setzt,    das 


fe-Ji 


abh&ngig  gemacht 

Im  Kweiten  Falle,  wenn  P  eine  gebr 

man  nach  Absonderang   der  etwa   in  ilir 

die   übrig   bleibende   echt   gebrochene   Fi 

gehend  x'^  =  y  setzt)  in  einfache  Partialb 

M       _ 

sein  wird.  Dadurch  redncirt  sich  die  I 
theils  auf  den  vorher  betrachteten  Fall, 
von  Integralen  von  der  Form  : 


u4 ^ 
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wo,  wie  atis  den  obigen  Gleichungen  leicht 
A'  =  —  (2»  ^5);', 
ß-  =  —  (2h  —  4)  {3ay  + 
C  =  —  (2h  —  3)  (3aV  + 
-0'=-(2»~2)(«V  +  ' 
Mittelst  ilieser  Reduktionsformel  kann  i 


dann  aber   successive  t     -   ;— •    I 

die  Integrale: 

liusgedrdckt  werden,   von  welchen  wir  den 
begegneten,    so   dass  in  diesem  Falle  nur 
Aus   den   bisherigen  Untersuchungen 
die  Entwickelung  des  Integrals: 

l'dx 
;uletzt  auf  die  Entwickelung  der  drei  Inte 


J. 


(»>-»)Vo +  /(:.'  + 

zurOckgo führt  werden  kann,  welche,  wie  i 
wird,  stets  durch  elliptische  Integrale  sich 

503.     Zum   Bchufc    dieser   Reduktion 

li  ^=  a -\- ßx^ -^  yz*  in  zwei  binomische  Fi 
die  Gleichung  Ji  =  0,  als  quadratische  bi 

..  =  _/+)/>' 

folglich  ist 


lan  sieht,  beide  Fakt 
:m  die  Grösse  y?^  —  4 
zteren  Fall  bei  Seite 
I  die  Fonn: 


oder  negative  GrÖss< 
lass  die  verschieden' 
rzeichen  dieser  vier 
af  Formen  reduciren 

(1  +J'V)  (1  +  q 
(1  +i)V)  (1  ~q 
(1  +  p'^')  {x*  —, 
(l-i.V)(l-5 
(j)*  —  x')  {x'  —  q' 
'ficken  von  H  die  ffl 
lalt  gegeben  wurde , 
ibstitulion  genflgt,  ui 

=  r'{l+pV)(l- 
iden  Coefficienlen  p 


-\-  tgf/i*  =  sec^i'  = 

_p^  cos  y*  +  g'' sing 

p^  cos  <p'' 
;*8inqri* äi 

Sf*  '  J"  CO 


1  ^9        _ 

"j'»'yi~-7*~8iny'' 


2. 

F 

all.     fi=r«(l  -\-p'x'){i  -g 

Hier  muBS 

gx 

<  1 ,  x<:-  sein,  weil  sonst  V^ 
q 

setzen  wir  also: 

X—     ^     ,    c   ~  pi^--i' 

50  i.ird: 

dx               c             d(f 

ViJ  *P  Vi  -  c-  Ein  (f' 

welcher  Aosdrnck   mittelst   der  Snbstitation :    cotgcjr 
positiv  gemacht  werden  kann  und  die  Form: 

dx   c  di/i 

Vb  "~  >'P  Vf—  c*  Bin  1/'» 
erhalt 

3.  Fall,     fi  =  »-»(l  +  j)V)  («"  — 
Üa  X  ]>  3  sein  muss,  eetze  man : 

x=-^--    c*= ^- 

womit 

dx    C  dif 

Vb  "'  »"  Vi  "^  c>'  Bi'n'q^' 
wird. 

4.  Fall.     B  =  r"(l  —  p*x')  {l  —  < 
Sei  wieder  i)  >■  g ,    so  muss ,    damit  Vä   reel 

px  <C  ^,  oder  qx  >■  1   sein.    Im  ersteren  Fall  setzt 


so  hat  man : 

dx  1  d<f 

Yn  ~pr  \'i  ~  c^  sin  y ^ ' 

welche  Transformation  man  von  j;  ^  0  bis  a;  =  - 

P 

x=^-    bis   a:  =  -    wird  Vä  imaginür ,   reell  aber 
bis  j  =  00,  d.  i.  wenn  qx"^  \\  für  diesen  Fall  sc 


g  sin  q" '  p  ' 

womit  sich 

dx  \  dff 

ei^bt,    welcher   Ausdruck   wieder   mittelst  der   S 
y  1  —  c*  lg  i/'  die  positive  Form  : 

Ax  _\  dtp 

umimmt. 

5.  Fall.     It  =  r^{p*  —  x'){x*  - 
Aach  in  diesem  Falle   kann   man  p'P-  q  voi 
Produkt   auch   in   der  Form   R  ^  r*{q'  —  x^)  (a 
werden  kann.    Macht  man  nun 


so  wird 

dx        1  dq> 

Mit  Hiire  dieser  Substitutionen,  bei  welchen 
demnach  in  allen  Fallen  das  Integral  (1): 

f  dx 


auf  das  elliptische  Integral  erster  Art : 


JVl  — c^sinqo^ 
reducirl. 

Was  die  beiden  anderen  Integrale  (11)  und  (11 
nan,  dass  die  für  x  substituirten  Wertlie  der  Rei 
jestalt  geschrieben  werden  können : 

sincf"  „        1  —  sinit^ 

^  =^ ^-. — -,.   X   =    -,—'-,   -c* 

p'  —  p^  Eint/^'  q^ 

^ sin  '/**,'!  j, 


in  der  allgemeinen  F< 

A  +  ^  sin  (f 
:\i  Substitution  diese: 
Zählers  oder  beziehai 
ile  (II)   und  (III)  in 

4  +  B  siiK/i"  d 


\Ä  +  Bsiny*    ( 
J  1  +  «  Bin  <f'    -^ 

KOrze  wegen  Vi  —  < 
I,  wie  man  sich  leicht 

=  «l'i'f  .  "''- 

e  stellende  Integral  in 
""  und  3'™  Art,  zerl 
wird  jedoch  unmdglicl 


if  zwei  elliptische  liitt 


i)  C  =:  ti,  in  welchei 
in,    so   zerfallt   das  1 


Pz/f/i  ISIOI/''.. 

beiden  Inlegrale  zu  i 
,  and  erbalten  nach  I 


'  '  Sin  (p^^Jfp 

tegration : 


ntegral  rechter  Hand  di 
'  setzend : 


*+• 


d<f  —  CO 


lOch  die  Betrachtung  di 
tide  Faktoren  des  2'*" 
inar  sind.  Da  id  diesem 
2\ay  sein  muss,  fiberdl 
et  und  y  positiv  sind,  Vi 
maginär  wflrde ,  so  kam 
-J-  yx*  :^  ?.*  +  2kiix^  c 
'  k,  ji,  6  die  unter  den 

a;  fi  =V)'.  TOsO  =  -  . 


1 A      1  1  , 

J  ijn^  cos  J  ijfi* 

_     1  d(fi 

'iVili  Vi  —  c"  sinf/i' 

wieder  auf  das   clliptisc 


obiger  Wei-tlie 
li)  in; 


,.=^n>* 


>S<p_{l    - 


[  Integralen   rechter  Hi 
enden  §.  bestimmt;    da 

^  x: 

f  d(p    I  dx 

I,   da    -       —  cotgqp  = 
Ein  )p  ^ 

IS  Integral  (II)  auf  eil: 

Dich   das   Integral- (III 
ibiger  Werthe   von  x* 

dx 
~a)ya +  '{}?'"+ yx*~ 

afi 1  —  cos  (/■ 

A        1  +  cos  y 
rze  wegen 


somit 

k  1  +  C06  r/1  _ 

l^-  afi'  k  —  cos  ff 

k        f(^+l)-- 
i+a,.<  !(*''- 1)  + 


I         cos 


ny*   dq>  V'X;i  _ 

3grale    ist   durch   <lic  Gl.  (n) 
I,  wenn  man  der  Kfirze  halbe 

—  1  4akfi 


_  I  diy        X  —a/ii  <bj 

liltelbar  mittelst  der  Substitutii 
ibt: 


egral  (III)  ist  biemit  auf  elli] 
k  geführt. 


TES  KAPITEL. 

K  IIIPFERENZIALÜLKJCHUNQEH. 


algleichungen  erster  0 
veränderlichen  Grössei 

welche  eine  Beziehung  znischi 
deren  Differen^ialquolienten 
ieichung.     Die   Ordnung   d 


i!l»en  ciacbciiieiiflen  nilTercii);iiilr|iioti 

icfiDiig,    so   (lass   also  die  Gleiclim 

er  höchste  darin  enthaltene  Differei 

t. 

ir   hcschAnigeii    uns   in   diesem  Ab 

Igen   der   ersten    Ordnung    Kwi 

illgcmeiue  Furm 


4-2)= 


d   betrachten   zunächst  die  Gleicht 
nlche,    welelie   imr  die   erste    l'ote 

.halten.     Durch    AuflOsang    nach 
die  Gleichang   (1)  die  Form: 


sowohl   alä  Q   im   Allgemeinen    Fu 

3  Aufgabe  der  Integration  einer  sc 
darauf  hinaus,  eine  Gleichung  : 
die  Eigenschaft  hat,    dass   der  As 

gleich  sei  der  gegebenen  Funlit: 
und  allgemeiner  ausgedrückt:  da 
ition  von  x  gezogenen  Wertlie  von 
irt,  diese  letztere  Gleichung  idcntif 
Je  Gleichung  zwischen  x  und  y,  ne 
heisst  ein  Integral  oder  eine  In 
!r  endliche  Gleichung)  der  DifTeren 
sei  nun  F{x,  y,  0)=:0  das  !nte§ 
demselben  enthaltene  constantc  Gr 
lie  Werthe 

*  =  , 


--  ni(t,  c). 


so  wird,  der  Voraussetzung  Kufolgc,  durcli  Subs 
die  Gleichung  (l),  diese  Gleiuliong  identisch;  du 
eine  unmittelbare  Folge  der  GIgn.  (.9)  und  muss 
durch  Elimination  einer  Grösse,  etwa  der  Com 
werden  kennen,  welch'  letztere  eben  dikdarch  e 
gleichung  verschwuaden  sein  wird.  Hiebei  kann 
0  jeden  beliebigen  Werth  beigelegt  denken,  da 
Elimination,  d.  i.  die  Gl.  (1)  von  dem  der  elii 
gellten  Werthe  offenbar  unabhängig  ist.  Hiera 
Differenzialgleichung  (1)  unendlich  viele  Integrale  G 
sich  von  einander  nur  durch  die  einer  gewissen  ( 
Verthe  unterscheiden,  und  dass  daher  das  Integ 
Differenzialgleichung,  wenn  es  dieselbe  Allgemeinh« 
die  lel/.lere,  eine  willkQrliche  Constante  enthalti 
man  nach  Belieben  verfflgen  kann,  und  welche 
gleichung  nicht  erscheint.  Ein  solches  mit  einer  wi 
versehene  Integral  heisst  das  allgemeine  Int 
Dasselbe  kann  übrigens  nur  eine  willkQrliche  Coi 
man  ans  zwei  Gleichnngen  nur  eine  Grösse  elimi 

Aus  dem  allgemeinen  Integrale  lassen  sich 
der  willkOrlicben  Constante  verschiedene  besond 
unendlich  viele  besondere  Integrale  ableiten,  weicht 
Integrale  nennen.  Der  wesentliche  Cbarakte 
Integrals  besteht  also  darin,  dasa  es  durch  Special 
der  arbiträren  Constante  aus  dem  allgemeinen  Inte 

Es  geschieht  Jedoch  nicht  selten ,  doss  eine 
üwischen  x  und  y,  welche  keine  willkfirliche  Cons 
gegebenen  Differenzialgleichung  Gcnflge  leistet,  ohne 
wlre,  die  erstere  aus  dem  allgemeinen  Integrale  c 
abzuleiten,  dass  man  der  willkürlichen  Constant 
besonderen  Werth  beilegt.  Dergleichen  primitive 
somit  in  dem  allgemeinen  Integrale  als  specielle  J 
sind,  werden  singulare  Integrale  oder 
lösungen  genannt.  Wir  kommen  später  auf  dies« 

506.  Die  Aufgabe  der  Integration  einer  Dtff< 
der  Form  (l)  lässt  eine  sehr  einfache  geometrisi 
1er  That,  bringen  wir  die  Gl.  (I)  auf  die  Form: 
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einen  gemeinschaftlichen,  elieii  durch  die  Differenzialglekhong  ausge- 
sprochenen Charakter  besitzen,  darin  bestehend,  da-ss  die  Neigung  der 
Curve  gegen  die  Abscisseiiaxe  in  jedem  ihrer  Punkte  eine  gegebene 
Fonlttion  der  Coordinaten  dieses  Punktes  ist. 

Hieraus  erhellt  nun  unmittelbar,  dass  die  Integralgleichung,  wenn 
sie  dieselbe  Allgemeinheit  wie  die  BiCeren;iialgleichung  haben,  also 
alle  Curven  darstellen  soll,  welche  in  letzterer  entiialten  sind,  eine 
nillkflrliche  Cnnstaiite  enthalten  müsse,  durch  deren  Particularisirung 
man  alle  einzelnen  Curven  aus  der  Integralgleichung  hervorgehen 
lassen  kann. 

Diese  mit  einer  willkürlichen  Constante  versehene  Integralgleichung: 
F{j;  t,,  C)  =  Ö 
ist  das    allgemeine   Integral  der  gegebenen  Differenzialgleichung. 

Ertheilt  man  der  Constante  einen  speciellen  bestimmten  Werth, 
so  gebt  daraus  ein  particulftres  Integrnl  hervor,  welches  sofort 
eine  bestimmte  von  den  unendlich  vielen  im  allgemeinen  Integrale 
begriffenen  ('urven  ausdrückt. 

Sind  endlich  diese  Curven  so  beschaffen,  dass  je  zwei  unendlich 
nahe  aufeinanderfolgende  sich  durchschneiden,  so  bildet  die  stelige 
Folge  dieser  Dnrchschnittspunkte  eine  neue,  die  sogenannte  einhül- 
lende Curve  [§.  38uj,  weiche  bekanntlich  die  Eigenschaft  hat,  dass 
die  Tangente  an  irgend  einem  ihrer  Punkte  auch  die  eingehGllten  in 
diesem  Punkte  sich  schneidenden  Curven  berührt,  daher,  für  einen 
solchen  Punkt,  die  Neigung  der  eingebnllten  sowohl  als  der  einhüllen- 
den Curve  gegen  die  Abscissenaxe  durch  eine  und  dieselbe  Funktion 
der  Coordinaten  dieses  Punktes,  nümlich  durch  Gl.  (1),  gei^eben  ist. 
Hieraus  folgt  aber  notbwendig,  dass  die  G).  (I)  auch  der  einhtlllenden 
Cnrve,  wenn  eine  solche  existirt,  angehört,  und  durch  Integration  die 
Gleichung  dieser  Curve  darbieten  muss.  Diese  letztere  Gleichung  ist 
nun  ein  singnläres  Integral  oder  eine  besondere  Auflösung 
der  Gleichung  (1);  sie  kann  keine  willkQrliche  Constante  enthalten, 
weil  die,  alle  in  der  Gleichung  F{x,  y,  C)  =  0  begriffenen  Curven, 
einhüllende  Curve  eine  vollkommen  bestimnile  krumme  Linie  ist;  sie 
inn  auch  aus  dem  allgemeinen  Integrale  nicht  abgeleitet  werden,  weil 
IG  einhallende  Curve  eine  von  den  eingehüllten  Curven  gänzlich  ver- 
^hiedene  Linie  ist. 

507.  Kehren  wir  nun  zur  Gleichung 

¥d,x  +  yrfy  =  0  oder  P  +  ^tf'  =  0  (l) 

Hmn,   HOh.  Muthematili,  11.  3.  Ana.  29 


orm  jede  Differenz ialgleii 
Es  ist  möglich,  das»  mi 
ttelbar  das  volletfindige 
:  und  y  erkeuiit,  d.  h.  dass 
,egral  der  Gleichung: 
}x  +  qd'j  =  dF{x,  y)  = 
.  n)  =  6',  wo  C  die  wil 
liung  ffdx  +  xdj/  ■=■  0,  * 
;cmeine  Integral:  xy  ^=  I 
'dx,  -|-  (idy  kann  jedoch 
ilion  I*  =  F(j;,  y)  sein, 
IS  jedoch  nur  dann  rnögli 
iugungägleichuiig 

dy        dx 
boll  identisch 

=  ,;«  =  df(x,  ,,)  =  ■'' 


eichen    Gleichungen     die 

;  Bedingungsgleiuhung  de 
igral  der  Gl.  (I)  d.  i.  die 
ilt  werden.  Beachtet  ma 
r  Funktion  m  ist,  nach 
ler  von  u  wieder  erhalten, 
X  integrirt.  Man  hat  dal 

u=\Mx  4-  ^, 

abhängenden  Bestand thei 
s  findet  mau,  nach  y  dif 


Ay       dy\ 


dy        '       dijj 

Der  zweite  Tbeil  dieser  GIctcliung  kann  x  nicht 
VoraussetzDDg  nach  Y  frei  ist  von  x\  in  der  T 
quotient  des  2''°  Theiles,  nach  x  genommen,  zul 
Null.  Aus  der  letzten  Gleichung  folgt  nun : 

womit 

"=j™'+J[«-ijH'' 

wird,  wenu  V  die  willkflrliche  ('onstante  bezei 
Integral  der  Gl.  (l)  ist  demnach: 

wo  die  Integration  sich  immer  nur  auf  jene  V. 
Differenzial  unter  dem  Integralzeichen  steht. 

Auf  demselben  Wege  nOrde  man,  von  der  Gl 
ausgehend, 

J«*+J[i'-^Je^j]^« 

tindeo,  welcher  Ausdruck  von  jenem  (3)  nicht  we 
Beispiel.  Es  sei  die  Gleichung: 

•ix  —  y 


gogehen. 

"^""  =  (. 

■«=-("^ 

dx        {x 
hat  nun: 

'ix 

-yf 

somit 

die 

Bedingungsgleichu: 

Pdx 

^J(i 

-y)' 

—  ^y^ 

([-= 

°"(«- 

-y)'" 

1 

-^•- 
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das  gesuchte  Integral  ist  daher: 

oder,  wenn  man  IC  statt  C  schreibt: 

C  X  — j 

Man  wird  fibrigens  leicht  einsehen,  di 
F'atI  nur  dann  eintreten  kann,  wenn  die 
das  unmittelbare  Resultat  der  DifFerenzif 
ist,  und  letztere  zuvor  auf  eine  solche  F( 
die  Dilferenziatiou  selbst  die  nillkarliche 

508.    Der   einfachste  Fall,    welche 

Gleichung  Pdr  +  Q<1})  ^  0  darbieten  k; 

eine    Trennung    oder    Sonderung 

l&BSt,  d.  i.  wenn  die  Gleichung  auf  die 

Xdx  -\-  Ydt/  : 

gebracht  werden  kann,  wo  X  und  Y  - 
Funktionen  bedeuten ,  von  welchen  die 
enthalt.  In  diesem  Falle  reducirt  sich 
auf  blosse  Quadraturen ,  d.  i.  aaf  die 
formein  mit  einer  einzigen  Veränderlicl 
hat  man  offenbar 


jxdx+JYd!, 


Die  allgemeinste  Gleichungsform ,    weicht 
liehen  unmittelbar  gestattet,  ist: 

XYdx  +  X,  r,(/, 

Durch  Division  mit   YX.  verwandelt  sicli 


'Ij:  +    J  •!!/ 


deren  Integral  sofort 


Jl-J^ 


ßeisp.     Bie  gegebene  Gleichung  sei: 

y(aV  —  \)dx  —  xdtj  =  0; 
durch  Division  mit  a-y  gehl  dieselbe  Aber  in: 

aV  —  I  tly 

-  -  -    —     dx =1), 

X  y 

in   welcher   die  Veränderlichen   getrennt   sind,    und   dur( 
beider  Glieder  folgt : 

--  a-x^  —  \x  —  ]y  =  C, 

oder,  wenn  man  —  IC  statt  C  schreibt  t 

1  .  „        -XU  „e^"^^ 

2  "'''  =  ' -'-•'  =  "■-.-■ 

509.  Nicht  selten  gelingt  die  Trennung  der  Ver&i 
Hilfe  der  Substitution  neuer  Variablen.  Ein  bemerkenswc 
hiezu  bietet  zunScIiSt  die  sogenannte  lineare  Differ 
cbang  l^'  Ordnung: 

dx 


;  +  Xy  +  X,  =  0, 


deren  charakteristisches  Merkmal  darin  besteht,  dass  f/  u 

der  1*'°  Potenz,  und  nicht  in  einander  multipHcirt  vorko 
jedenfalls  eine  Funktion  von  x  ist ,  so  können  wir  uns 
als  Produkt  zweier  Funktionen  von  x:  n  und  r,  vorsi 
wir  also  y  ^  u\      so  wird  die  Ol    ( 1 ) : 


•(S  +  -) 


+  x,j  +  ,-  +  x,  =  o. 

Die  beiden  Funktionen    u ,  v    sind    vorerst    nur  an  die  ei 
gebunden,  dass  das  Produkt  ur=:y  sei;  wir  können  sie 
einer  zweiten  Bedingung  unterwerfen,  und  setzen  zu  dies» 
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welclie  Gleioliung  aber,  kraft  der  i 

cJx  ^ 

notliwendig  nacli  sich  zielit.     Diese 
Bestimmung  von  u  und  r. 

Ans  der  ersleii,  weklie  die  T 
folgt  sofort :  ■  ^  —  Xrfr,  und  di 
ivenn  man  die  IiilegrationsconslanK 


Die  Kiveile    der    obigen  Gletcliungeii 
wenn  man  den  oben  für  i-  erhallen 


wo  ('  wieder  eine  nillkflihrhe  Con 
liiemit  ei)i3lt  man  nun  al';  Int 


,^.-(<. 


wo   in   der 

{lammer 

statt 

der    wi 

sclirieben  ist 

ßeisp 

I) 

ilT 

+  ' 

-.*. 

x  = 

_  1 

X,  = 

\xi!.r  = 

?: 

=  ?r; 

4("  +  ^ 


^^ 


^V  —  $äx  =  e'  dx ;     man  hat 

J-fXdr 
Xdx  =—  a;,  f  =  e^; 

,     1  -X,  f'         rfjT  =^  ^  I  c* .  f-T  (Jr  =  —  x ; 
^ra)  ist  daher: 

—  x')  rfy  +  a;^  rfj^  —  h^jt  =^  0 ; 

■=-^'(i-«')=-'Vi-"'"'.<"''"'=vr--. 

[§.  435,  Gl.  (1)]; 
gral  ist  daher; 

y     Vi  -  x'' 

t  auch  auf  die  allgemeinere  tileichung 

dx 

ler  F  eine  beliebige  Funktion  von  y,  and  Y'  deren 
n   (nach   y)   bedeutet.    Denn   unter   dieser  Voraus- 


;  +  rx  +  X,  =  0  {:i) 


(7a^        dy  '  dx  '  dx' 

hnng  (3)  übereinstimmend  mit 

J+r.Y  +  x,  =  o. 

ieselbe  Form  hal,  wie  (l),  und  demnach  die  Ent- 
hes  von  Y  auf  dem  oben  betretenen  We^e  unmittel- 
illgemeine  Integral  dieser  Gleichung  ist  dalier: 

-  =  ,-'"-(o-|j,/""*). 

der  Gl.  (:))  lässt  sieh  auch  die  Gleichung 


1   demnach   auf  gleiclie  Weise   inlegrire 
andelt  sich  nSmlich  dieso  Gleichung  in : 


in  Y  =^  ——, ,  so  wird  Y^  —  ' 

letzte  Gleichung  in  folgende: 

ilche  mit  Gl.  (3)  der  Form  nach  flberei 


tei  den  sogenannten  homogenen  Dil 
Veränderlichen  durch  Einführung  eine 
Irennt  werden.  Die  Gl.  Pdx  +  Qili/  := 
Q  homogene  Funktionen  von  x  und  p  s 
Exponenten  von  x  und  j/  in  allen  Glie 
In  Folge  dieser  Eigenschaft  kann  nfln 
!S  l'^"  Grades  aaf  dio  Form : 


1  +  ^©  =  ° 


rden;  setzt  man  nun 

y  ■=  xt;  dt/  =  xdi  +  tdx , 
e  Gleichung  ßber  in : 

xdl  +  [t  -i-  f(l)]  dx  =  0, 

dx  dt 

X  +  T+"f{ 

ßleichung   die   Veränderlichen    getrennt 
Integral : 


'^-J^ 


fC)^ 


Es  sei  die  homogene  Gleichung 

(ay  ^  x)  dy  -)-  {ax  +  1/)  dx  =  Q 
mittelst   ohiger  Substitution   verwand 


jl{t*  4-  1}     -  arct«(  +  a}x  =  C 

IC  statt  '',    so  erhält  man  nach   leichter  Reduction 

der   logarith mischen    Glieder   und  WiederherstetluDg 


! jr'-^  =  "  arc  tg   - ,  oder 

C  a  X 

^  -  «rc  tg 


gral  der  vot^elegten  Gleichung. 
Igt   es,    eine   nicht    homogene   Differenzialgleichung 
durch   eine   geeignete   Substitution    neuer    Variablen 
mzuformen,  auf  welche  sodann  die  eben  vorgetragene 
angewendet   werden    kann.    Dies   ist   der  Fall   hei 

h  +  c)dx+(rx+  fiy  +  h)  dt,=0,  (2) 

"i  lineare  Funktionen  von  x  und  y  sind, 
dich  X  ^  ^  -^-  et,    jf  ^  tj  -\-  ft,    wo£   und   tj   die 
in,  so  kommt : 

•ß  +  c)d^  +  {ft  +  9v  +  f"  +  ff^  +  *)''»;  =  «. 

ch  sofort  in  die  homogene  Differenzialgleichung: 

■i  +  br])d^  +  {f^  +  ffTi)  dij  =  0 

lan  die  beiden  Constanten  a,  ß  aus  den  Gleichaogen 

|-ft,9  +  c  =  0,  /a  4-j?,S  +  /i  =  0 

timmaag  ist  immer  möglich,  den  Fall  ausgenommen, 

I,   oder     -^=-     =k  wäre,  weil  dann  a  und  ß  nn- 

f       ff 
n   diesem    speciellen    Falle   erhalt   aber   die  Gl.  (2) 

fft/)  {kiix  4"  ^ff)  +  '■'^^  +  '"^y  ^=  0 , 

Substitution :  fx  -\-  gy  ^  z  über  in : 
de  +  [{kg—f)2  +  cg~hndx  =  0, 


in  welclier  Gleichung  sich  die  VerUn 
Faktor  von  <lx,  trennen. 

511.    Wir   haben   inj.    507 
Gleichung 

Pdx  +  V 
immer  möglich  ist,  wenn  die  link 
Differenzial  einer  Funktion  «  :=  F( 
dieselhe  identisch  ist  mit 

—  de  +   - 

dx  dt 

ETs  kann  aber  geschehen,  dass  die  bei 

schaftlichen     Faktor    besitzen,    nacl 

Gl.  (1}  aus  der  ("2)  hervorgehl,  wo 

ständiges    Differenzial    zu    sein,    und   der   Bedingung   der  Integrabitilit 

nicht  mehr  Genüge  leistet. 

Hätten  wir  z.  B.  in  dem  in  §.  607  benCtzlen  Beispiele  den  gemein- 


xdx  —  {'ix  —  y]  dff  =^  0 
kein    vollständiges    Differenzial    mehr    sein ,    die    Bedingungsgleichung 

,    =  ,      nicht   erfüllen   und  daher  die  Integration  aaf  dem  dort  be- 

dy        (Ix 

tretenen  Wege  nicht  gestalten. 

Es  käme  also  darauf  an,  den  Faktor,  welcher  die  Gl.  (i)  zu  einem 
vollständigen  Differenzial  macht,  wieder  herzustellen,  um  dann  ohne 
Weiteres  nach  §.  507  integiiren  zu  können.  Ein  mit  dieser  Eigen- 
schaft versehener  Faktor  heisst  ein  integrirender  Faktor. 

Man  kann  leicht  zeigen,  dass,  wie  immer  die  vorgelegte  Differen- 
zialgleichung  entstanden  sein  mag,  ein  solcher  Faktor  jederzeit  esistirt. 
Denn  gesetKt,  es  sei  der  Ausdruck  Pdx  +  Qiiy  in  ( I )  ein  anvoll  ständiges 
Differenzial,  und  u  =  F{x,  y)^=.C,  oder  y  ^  [{x ,  C)  das  allge- 
meine Integral  der  Gl.  (l),  so  folgt,  durch  Differcnziation  der  Gl. 
u=:F{x,  ij)^C,  die  Gl.  (2),  und  man  erhält  durch  Elimination  voi 

aus  den  Gleichungen  (l)  und  {'2): 

du       du 

dx  _  dy  (3j 


Diese  Gleichnog  Uftnn  aber  nur  eine  identische  sein ,  wenn  man 
bedenkt,  daaa  der  Werth  y=^f(x,  C),  weil  er  der  Voraassetzung  nach 
den  Glftn.  (l)  and  (-2)  Genflg«  leistet,  auch  die  (3)  erfüllen  muss,  da 
ja  letztere  nur  eine  Folge  von  (l)  und  (2)  ist.  Könnte  man  daher 
ans  (a)  einen  Werth  von  i/  in  Funktion  von  x,  i/=:(fi(x)  ziehen,  so 
mflsste  identisch  qr.(a-)  ^ /"(a;,  C)  sein,  und  zwar  fflr  jeden  Werth 
der   willkQrlichen    Conatante    0,    was    absurd    ist.     Setzt    man    daher 

-- :  i*  =  A ,  so  hat  man  identisch  -. 
fix 


IPdx  +  XQiln  =  I"  rfa^  +  ^^  dy  =  du , 

iForaos  erhellt,  dass  A  ein  integrirender  Faktor  ist,  welcher  den  Aus- 
druck Pdx  -|-  Qdy  in  ein  vollstfindiges  Differenzial  verwandelt. 

Hat  man  Obrigens  einen  integrirenden  Faktor  l  gefunden,  so  ist 
jeder  Ausdruck  von  der  Form  /i/'(m)  ebenfalls  ein  integrirender  Faktor, 
wo   t/<(u)   eine   willkQrliclie  Funktion   von   ti  bedeutet.     Denn  ans  der 

letzten  Gleichung  folgt :    Pdx  -f-  Qdy  =        ;    soll   nun  /,  ein   integri- 


render Factor  sein. 


LPdx  +  LQdy  =  ~du 


ein  vollstfindiges  Differenzial  werden,  wozu  erfordert  wird,  dass  y  =  t/'  (m), 
also  L  =--  hf'{u)  sei. 

Was  nun  die  Ansmittelung   des  integrirenden  Faktors    betn'fft,    so 
siebt  ans  zu  diesem  Zwecke  direkt  nur  die  Gleichung: 
d.kP  _(I.IQ 
liy  dx    " 

oder  gehörig  entwickelt: 

4*+*'*?  =  «f   +*f  (4) 

»V  »y  dx  dx  ~ 

u  Gebote,  welche  eben  ausspricht,  dass  der  Ausdruck  Pd.r  -\-  Qdy 
1  Gleichung  (1)  durch  Multiplication  mit  A  ein  completcs  DifTerenzial 
(erde.  Diese  Gleichung  ist  aber,  weil  von  partiellen  DiETerenziaÜen 
ibhangend,    in   der  Kegel   viel   schwieriger  aufzulösen,    als   die   vorge- 


legte  (1),  so  dass  sie  im  Allgemeinea  nicht  mit  Erfolg  benutzt  werden 
kaDii.  Nor  in  besonderen  Fällen,  wo  die  Umstände  eine  gewisse  Voraas- 
selzung  über  die  Natur  des  integrirenden  Faklors  zulfissig  machen, 
kann  die  Gl.  (4)  znr  Kenntnias  desselben  fäbren. 

Setzt  man  z.  B.  voraus,  dass  der  inlegrireude  Faktor  von  y  nicht 

abhänge,  so  ist        ^  0,  nnd  die  Gl.  (4)  geht  über  in : 


dp 

•IQ 

,a 

=  * 

« 

fix 

Gleichung,  \ 
lung  liefert  z 
kus: 

AP 


versclinindet  nun   y   aus   dieser   Gleichung,    so   ist   die    Voranssetzni^  . 
gerechtfertiget,    und  diese  Gleichung   liefert   zugleich  den  integrirenden 
Faktor ;  man  zieht  nämlich  daraus : 


19 
Ax 

e      ■ 


Ebenso    verhält   es   sich,    wenn   die   Voraussetzung      -^o    znr 
Folge  hat,  dass  die  Gl.  (4)  von  x  frei  wird. 

Dieser  Fall  tritt  z.  B.  ein  bei  der  linearen  Pifi'erenzialgleichasg 
der  1'*"  Ordnung: 

{Xy-\-  X,)<tr +  d^  =  Ü,  (ti) 

welche  wir  bereits  oben  [§.  .')09]  auf  anderem  Wege  integrirten.  Nehmen 
wif  an,  dass  der  integrirende  Faktor  X  dieser  Gleichung  von  y  unab- 
hängig sei,  oder  mit  anderen  Worten,  dass  die  Gl.  (fi)  durch  Multipli- 
cation  mit  X  linear  bleibe,  so  erhält  man,  wegen  P  ;=  Xy  +  X, ,  §  =  1 . 
mittelst  der  Gleichung  (5)  den  in  der  That  von  y  unabhängigen  Werth 

tt  =  fXrfai,  oder  X-^i'  ;  dnreh  Multipli  cation  mit  dieser  Grösse 
verwandelt  sich  die  Gl.  (R)  in  folgende  : 


welche    angenscheinlich    der    Bedingung    der    Integrabilität    entsprich 
nnd  sofort  die  Anwendung  der  Formel  (4),  §.  507  gestattet.   Man  bi 


lje*=,x/' 


-^'^^,  somit  J^rfy=  Je       ''' 


Jt-ÄJH" 


=|[/"-(Xj,  +  X,)  -  ,jx/"']  i.=Jx./"'.<., 

hicmit  ergibt  sich 

als  allgemeines   Integral   der   Ol.   (6),    libereinslimmend    mit   Gl.   ('2], 
§-  509. 

512.  Auch  bei  homogenen  Differenzialgicichungen  lasst  sich 
der  iategrirende  Faktor  jederzeit  angeben. 

Ist  nfimlich  U  ^  F{x,  y,  s,  .  . .)  eine  homogene  Funktion  vom  «'"" 
Grade  einer  beliebigen  Anzahl  von  Veränderlichen,  and 

dU  =  Pdx  -\-  Qdg  ^  Rde  ^r  ■  ■  ■ 
das  Tollftändige  DitTerenzial  derselben,  wo  P,  Q,  R,  .  .  .  die  partiellen 
Differenzialquotientcn  von  U  nach  x,  y.  z.  . . .  bedeuten,  so  ist  vermöge 
des  in  §.  323  bewiesenen  Lehrsatzes  von  den  homogenen  Funktionen: 
nU=Pz  +  Qt/  +  Es  +  ... 
Es  sei  nun  Pdx  -\-  Qdy  =  0  eine  homogene  DifferEnzialgleichung 
and  X  der  integrirende  Faktor,  so  ist; 

iPdx  +  XQdff  =  0  =  dU 
ein    vollst&ndiges   Differenziat    einer   Funktion    U  ^=  C   von  x   und   y. 
Setzen  wir  nun  X  ebenfalls  als  homogen  voraas,  so  folgt  aus  der  letzten 
Gleichung  mit  Rflcksicht  auf  obigen  Lehrsatz : 

lPx+kQff  =  in  +  1}U, 
wenn   n   der   Grad    der    homogenen    Funktionen   IP  und   XQ.     Durch 
Division  beider  Gleichungen  ergibt  sich: 

d  da  die  rechte  Seite  hier  ein  vollständiges  Differenziat  ist,    so  gilt 
es    ancb    von    dem    Aasdrucke    linker    Hand ,    woraus    folgt ,    dass 


Beisp.  Der  homogenen  Differenzialgleichaog : 
{x*  —  y*)  dx  +  2xt/  (Jy  =:  0 


entspricht  der  integrireiiile  Faktor  l:^---^- 
Durch  Multiplication  mit  deroselbeo,  wird 

ein  vollütaiidiges  Oifferenzial,  und  man  ü 
gelehrten  Verfabrens  ohne  Schwierigkeit: 
meines  Integral.  Zu  diesem  Resaltate  wfii 
telst  der  Substitution  y  =  xl  [§.  510]  g 
Trennung  der  Variabelu  bewirkt  wird. 

&I3.  Belracbten  wir  nun   Differenzialß 
von  höherem  Grade,    d.  i    solclie,    in 

dx,  dy,  oder  der  Differeazialquotieot    ;    = 

scheinen.  Die  allgemeine  Form  einer  Di 
Ordnung  vom  «*'"  Grade  ist; 

(S)"+'^(gr+'^(sr+- 

wo  U^,   U^, U„  Funktionen  von  s  und 

nm  zu  dem  allgemeinen  Integral   dieser  Gl 

,1» 
die  Auflösung  derselben  nach        .    In  der 

die  H  Wurzeln  derselben,    so  ist  sie   beki 

(■"-u)  (■'».-.,]  C-l^-u,). 

jeder  Werth  von  y,  welcher  einer  der  Glei 

■'»-.,=  0,  '"'-.,  =0,, 

Genüge  leistet,  genflgt  daher  auch  der  ( 
Integral  derselben.  Hiedurcb  ist  die  hite{ 
n'""  Grade  zurAcli gelahrt  auf  die  Integrat 
1**°  Grades.  Sind  nun 

f,{!^,  y,  €,)  =  0,  f^{x,  y,  <7j)  =  0, 
die  Integrale  der  Gleichungen  (3),  so  ist 

/,(a-.  y,  C,).f,{x,  y.  C,)...., 


v^^ 
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das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (1),  denn  diese  Gleichung  um- 
fasst  offenbar  alle  Wertlie  von  y^  aber  auch  nur  diese,  welche  der 
61.  (1)  Genüge  leisten. 

Man  kann  fibrigens  sämmtliche  willkürliche  Constauten  Oj,  G^y,..Cn^ 
welche  in  den  einzelnen  particulären  Integralen  erscheinen,  mit  dem- 
selben Buchstaben  bezeichnen ,  und  die  letzte  Gleichung ,  unbeschadet 
ihrer  Allgemeinheit,  in  der  Form: 

1\[x,  y,  C).f^  {x,  y,  0) .  .  .  .  f^{x,  y,  C)  =  0 

darbtellen ,  weil  man  offenbar ,  wenn  man  diesem  einen  Buchstaben 
alle  möglichen  Zahlenwerthe  beilegt,  sämmtliche  particulärc  Integrale 
erhält,  welche  jeder  Faktor,  zu  liefern  fähig  ist.  Es  liegt  fibrigens 
auch  in  der  Natur  der  Sache,  dass  das  Integral  einer  Differenzial- 
gleichung  1*"  Ordnung,  gleichviel  von  welchem  Grade,  nur  eine  will- 
kürliche Constaute  enthalten  kann. 

-    \    —  a^  =  0 ;    durch 
Auflösung  derselben  erhält  man  die  Gleichungen  1*^^"  Grades: 

dy  —  adx  =  0 ,  dy  -^  adx  =  0 , 
deren  allgemeine  Integrale 


^ 


ax  +  0=0,  y  +  ax  +  0  =  0 


sind.  Das  Produkt  derselben: 

[y  4-  cy  —  a^x''  =  0 

ist  somit  das  Integral  der  vorgelegten  Gleichung. 

Diese  Methode ,  so  einfach  sie  ist ,  begegnet  jedoch  häufig  jenen 
Schwierigkeiten,  mit  welchen  die  Auflösung  höherer  Gleichungen  über- 
haupt verknüpft  ist,  daher  wir  noch  einige  für  specielle  Fälle  brauchbare 
Methoden  kennen  lernen  wollen. 

Es    möge    nur    noch    bemerkt   werden,    dass   die  Integration   der 

Gleichung  (1)  sehr  einfach  ist,  wenn  U^,   U^,  .  .  .  .  Un  sämmtlich  con- 

dy 
ante  Grössen  sind.     Denn  dann  ist   offenbar   auch    ,    =  a  eine  con- 

dx 

ante  Grösse,  folglich  y  =:  ax  -\-  C,  wo  C  die  willkürliche  Constante ; 

y  —  C  dy 

abstituirt   man    den  hieraus  folgenden  Werth  von  a=   -         statt 

x  (tx 

t  (l),   so  hat  man  das  gesuchte  allgemeine  Integral. 


•« 


'^1 


'•'ä 


/»v-T 


■•I« 
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514.       Hänfig    wird     man    die    vui^jcickic    vticuiuuh);    ibiuhlci    iiiKii  g 

oder  nach  x  aufzulösen  im  Stande  aeiu,  als  nach       =y,  nnd  faiedarch 
zu  einer  der  beiden  Gleichungen 

y  =  fi^i  y')^  oder  X  =  f{y,  y) 
gelangen.  Die  Differenziation  einer  oder  der  anderen  dieser  Gleichongen 
fahrt  augenscheinlich  zu  einer  Differentialgleichung  erster  Ordimng 
und  l***"  Grades  beziehungsweise  zwisclien  x  und  ji'  oder  y  nnd  y. 
Kann  man  nun  diese  inlegrjren,  so  erübrigt  nur  noch  die  Elimination 
von  y  aus  dem  erhaltenen  Integrale  und  der  gegebenen  Diflerenzial- 
gleichung,  um  das  Integral  der  letzteren  zu  erhalten. 

Einige  Beispiele  mögen  zur  Erl&uterung  des  Verfahrens  dienen. 

I")  Die    gegebene  Gleichung    sei:    K'T  )    — a!/  =  0\  hieraus  folgt 

y  =  -y^;   --  ~  -y  ^.--;  d.  I.   J^  =     y^-  oae 
a  de       a  dx  a        dx 


-»'dj/',  eine 


Gleichung,  deren  Integral  ist:  x^:=—j/'*  -\-  C,  oder  t/'*  =:  -  ax  -{-  C, 

wo  C  die  willkürliche  Constante.    Aus  dieser  Gleichung  und  der  gege- 
benen y  eliminiretid,  erh&lt  man: 


(3  «'  +  <-')' 


als  Integral  der  vorgelegten  Gleichung. 

2)  Die  Curve  zu  finden,    fär  welche   das   aus  d<!m  Ursprünge  an 
irgend  eine  Tangente  der  Curve  gef&llte  Peippndikel  ^=  a  ist. 

Die    Gleichung    der    Tangente    im    Punkte    x,  t/    der    Curve    ist: 

ij  —  y  =^  --  (^  —  x')  ^  y'(|  ~  x)\  das  vom  Urspiung  auf  diese  Tan- 
gente gefällte  Perpendikel  wird  ausgedrückt  durch       ;z  — ^  [§.   175]; 

Vi  +y* 

folglich  ist,  der  Bedingung  der  Aufgabe  zufolge: 

^-^^^  =  a  oder  y-xy=a  VT^y-^  {l) 

die  Differenzialgleichnng  der  gesuchten  Curve,  welche  wir  zu  integrirei 
baben. 

Durch  Differenziation  derselben  erhalt  man : 


1 


die  beiden  folgenden  : 
=  0,iinda:+    -^^^..-.  =  0  {m) 

yi  +  y" 

rstcn  folgt  y'  =  C\  dieser  Worth  in  die  gegebene 
,  gibt: 

jf=Cx-\-  o  Vi  +"C*  (m) 

eil  mit  einer  willkfirliclien  Constaiilc  versehenes, 
egten  Glcichnng.  Oie  gesuclite  Curve  ist  daher 
welche  von  der  Ordinatcnaxe  das  Stück  «  scco:  ab- 
len  gsn^  willkärlichen,  mit  C  durch  die  Gleichung 
liftngcnden ,  Ncignngswinkcl  der  Geraden  gegen  die 
tct;  ein  durch  einfache  geomctriscbc  Betrachtung 
ies  ßesaltat. 


'  = 7=  +  - -_  ergibt.  Snbstitnirt  man 

^  Va"  — ■  x^ 

;  Gl.  [l],   so  erhfllt  man  ein  zweites  Integral  dieser 


■c'  +  '/  =  «*. 
keiner   willkürlichen   Constantc   versehen,    und   aus 
tegrale  (n)  auf  keine  Weise  ableitbar,  eine  bcson- 
cr   Gleichung  {l)   ist.    Es   drtickt   einen   Kreis   vom 

welcher  augenscheinlich  der  Bedingung  der  Auf- 
inQge  leistet.  Dieser  Kreis  ist  nichts  anderes  als 
irve   sämmtlicher   durch   die   Gl.   (n)   auBgcdiUckten 

sich  leicht  unmittelbar  fiberzeugt,  wenn  man  aus 
ireni   nach  C  genommenen  Differenzial,    C  eliminirt 


(1)  im  §.  513  ISsst  sich  immer  ohne  Schwierigkeit 
ie   in  Bezug   auf  x   und   y   homogen,    d.  h.   von 

nlich  y  =  xt,    so   erhalt   diese  Gleichung   die  Form 
welcher  man 
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y  =  l\t)  oder  (  =  f 

ziolit.    Nun  ist  dp  =  xtU  +  tdx,  odei-  j'  = 

dx  dl 

-^  -,   ~       und   IX  = 

folgt,  wodurch  die  Aufgabe  auf  Quadratun 
das  Integral  rccLtcr  Hand  mittelst  einer  dei 
zigen  Vcntudcrlichen  i  oder  y  abhängig  g 
ersten  Falle  ergibt  sich  ein  Kcsultat  von  der 

welchem   nur   noch   l  =       ku   setzen   ist,    i 

chung  (1)  zu  haben;  im  zweiten  Falle  i 
Ix  =  \\){y')  4"  t-.  ^eren  Verbinduug  mit  (I 
das  gesuchte  Integral  darbiete). 

Beisp.  Es  sei  die  iiumogcne  Gleichung 

yax*  -\- 
gegeben,  so  verwandelt  sich  dieselbe  mit  Hilfe 

aus  welcher  y  =  (  4:.ftVa  + (*  folgt,  wenn  der 

gesetzt   wird.    Dieser   Werth    in    die    Gleicli 

stituirt,  gibt: 

C      .11 

_  ,  somit  Ix  = 


1  r      dt 


I>urcb  Wiederherstellung  des  Werthcs  von  l 

als  allgemeines  Integral  der  vorgelegten  Glei 
die  Form 

geben  kann. 
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616.  Aus  dem  bisber  Vorgetragenen  ist  zu  ei'sehcn,  dass  DitTe- 
rcnzintgleicbuiigcn  erster  Ordnung  nur  dana  unter  allen  Umständen 
JDtcgrirt  werden  können,  wenn  sie  linear  oder  liomogen  sind.  Fällt 
die  gegcbeno  Glcicbung  niclit  unter  eine  dieser  Formen,  so  gelingt  die 
Integration  in  gcsclilossener  Form  nur  in  besonderen  Fallen  durch  An- 
wendang  von  der  Form  der  Gleichung  entsprechenden  Kunstgriffen,  in 
der  Uegcl  in  der  Substitution  neuer  Veränderlichen  bestehend,  worfiher 
sich  f^lgcmcine  Vorschrirtcn  nicht  gehen  lassen. 

Als  letztes  Mittel  steht  uns  die  Integration  durch  Reihen 
zn  Gebote,  d.  h.  die  Darstellung  des  Integrals  in  Form  einer  unend- 
lichen Reibe,  welche,  wenn  sie  brauchbar  sein  soll,  nothwendig  cou- 
lergiren  rauss.  Gesetzt,  es  sei  y  =  f{x)  +  G  das  allgemeine  Integral 
der  UilTereuzialgleicbung  1''^'  Ordnung: 


.(..|)  =  o, 


(l) 

und  die  Funktion  f{x)  lasse  sich  in  eine  nach  Potenzen  von  x  oder 
allgemeiner  von  x  —  x„  fortlaufende,  convcrgirende  Reihe  entwickeln, 
so  mass  diese  nothwendig  mit  der  Maclaurin'schen  Reihe  Qhereiu- 
stimmcn,  und  man  hat  daher  [§.  341,  Gl.  (6)j: 

»  =  f{')  = 

Die  Gl.  (I)  bietet  deti  ersten  Differenztalquotienlen r 


*_ 


in  Funktion  von  a:  und  y  dar,  aas  welehem  man  dureli  fortgesetztes 
üifFcrenziten  die  liöheren  DilTerenzialquoticnten : 

rix)  =  ip'i',  «)■  !'"(■')  =  ¥'{',  !f)-  '""(*)  =  T"'(«.  h) 

entwickeln  kann.  Ist  nun  i/„  jener  Werth,  den  die  Funktion  f{x)  für 
i:  =  Xa  annimmt ,  uud  welcher ,  da  man  ja  die  Funktion  f{x)  nickt 
kennt,  unbestimmt  bleibt,  so  bat  man  f{Xn)  =  y^,  und: 

r(i.)  =  rf (j„ !/,).  r(x,)  =  <f'(»,.  II,).  rM  =  fc«..  ».)■■■  ■. 

womit : 

ü  =  »0  +  (*  -  "'o)  f  (*..  »o)  + 


30« 


2    3    <f"K.  J/.)  +  ..-  (2) 


4ß8 

wird.  Dies  ist  nun  das  a)l<Temeinc  Int 
Werlh  von  y  genOgt  offenbar  der  Gl.  ( 
Oonstantc  y^. 

nisweilcn  lässt  sich  die  erhaltene 
Falle  man  durch  Vcrmiltelung  der  or 
schlosscnen  Ausdrucke  des  Integrals  gel 
dass  die  Rcilie  von  selbst  abbricht,  nenn 
quotienten  angefallenen,  alle  folgendeu  = 

Setzt  man  voraus,  dass  das  Inte: 
Vorm  A^-\- A^x-\-A^x^ -^  ...  enlwirkcl 
der  einfachen  Maclau  ri  n 'sehen  Fori 
GleiclMing  x^  ^=  Q  setzen.   Man  erhflit  ■ 

V  = 'J„ -\r  ^  ■ 'h  -^r  Y^  <r'o  + 

wo  «/lg,  r/'„,  <l'\, die  Werthe  sind,  v 

vom  l''"  angefangen,  annehmen,  wenn 

wo  y„  wieder  als  willkürliche  Constanti 

Als  Beispiel  diene  die  Gleichung : 

daraus : 

djc  ~ 
!/"  =  H'  +  e' =  !/  +  2e' ;  !f"'  =  y" 

Diese  Werthe  in  Gl.  (2)  snbstituirt,  erb 

Die  eingeklammerte  Iteilie  lässt  sich  su 
gesuchte  Integral   ist  daher: 

.'/.  =  1^0  +  (a;    -  ^0 
oder  einfacher: 

»  =  (C  +  » 
wenn  man  mit  C  den  zu  x^  =  0  gebOi 
fibereinslimmcnd  mit  dem  in  §.  509 
Kesultate.  Uebrigens  hätte  in  diesem  1 
lichkeit  die  Formel  (3)  benutzt  werden 
flbcrsicht,  —  för  a;  =  0  keiner  der  Diffc 


=  .'/  - 


i^crfalirens  beüient  man  sicli  Iillutig  i 
timmten  Coefßcieutcn,  Man  setze  iiä 
,x''  +  A,xf"-'  +  Ä^x"*^  + 

unbestimmte  constante  Cocfßcientcn 
unbestimmteo  Exponenten    bedeutet. 

die   vorgelegte  DifTercnziülglcichuni; 

welche    nntlmcndig    ideiitiücli    sein 
L/e  der  tni bestimmten  Oucffirieiitcn 
ung    der    iiecli     unbestimmten    GröH 

dann    in   Anwendung   kommen,    wci 
inzen    von    x    mit    negativen    oder 
il  in  diesem  Falle  die  Maclaurit 

in  wir  die  Gleichung: 

selbe  den  Ausdruck  (4),  so  kommt: 
A,{a  +  2)ic"  +  X  («  +  3)ic«- '  +  . . 
1  wir  Gentlge,  wenn  wir  a  —  1  ==  1 , 
e  in 
X  +  iA,x^  +  5A^x^  +  .  .  .  =  0 

-l^,  A^  =  A^=A.,  =  .  .  .0 

n  wir  y  =  —  Ja:*  als  einen  dei 
nöge  leistenden  Wcrtb,  welcher  jai 
Itcn  kann,  weil  er  einer  willkarlichc 
,bcr  a  =  —  l,  so  wird  die  Gl.  (m 
■  2A^  +  ZAf,x  +  iA^x''  +  .  .  .  = 
cnn  wir 

0,  34j,  =  —  I,  ^  =  J^  =  .  .  .  : 
in  die  Gl.  (4)  substituirt: 
A.       x" 
^  =  -x     -^ 
der  vorgelegten  DiO'i-i'i'iiKialgleicbuni 


II.    Von   den    Differenziatgleichungi 
zwischen  ztvei  verändorl  ich 

611.  Dem  in  §.  505  aufgestellten  Be 
Differential  gl  ei  chang  zwischen  zwei  verAndei 
«*•"  Ordnnug,  wenn  der  höchste  in  derselb« 
ziaiquotient  von  der  «**"  Ordnung  ist.  Ein 
allgemein  durch  die  Formel : 

f{x,  y,  y,  y",  y",  ,,,,!/(' 
dargestellt  werden,  wo  y,  y",  y"',  .  .  .  ,die 
y,  nacli  X  genommen,  bedeuten.  Jede  Funklioi 
dieser  Gleichung  Genfige  leislet,  ist  ein  Inti 
Integral  einer  PifTerenzialgleichung  «'"  Ordi 
Aligemeinheit  besitzen,  welcher  der  Differenz! 
muss  dasselbe  mit  n  willkflrtichen  Conslanten 
dann  das  allgemeine  Integral.  In  der  Th: 
Gl.  (!)  Genüge  leistende  Funktion,  also  ein  li 
diese  Gleichung  durch  Substitution  der  Wertl 
y  ^  ff{x\  y  =  f/'(.7;),  y  =  if{x\ 
identisch  werden,  nnd  ist  demnach  eine  anmitti 
deren  Anzahl  =^  n  -\-  I  Enthält  daher  ij=:^ 
in  (1)  nicht  erscheinen,  so  fahrt  die  Blimi 
GIgn.  ('2)  nothwendig  zur  Gl.  {!)  In  der  Mi 
der  Gl.  (I)  aus  jenen  (".3)  liegt   die  Rechtferi 

Zu  demselben  Ergelinisse  gelangt  man 
Irachtungen,  ähnlich  jenen,  xu  welchen  die 
Ordnung  Aiilass  bot.  Indem  die  Gl.  (I)  in  le 
zwischen  der  uiiablifingig  Veränderlichen  x 
dcrlichen  y  aufstellt,  drückt  sie,  wenn  wii 
Coordinaten  betrachten,  eine  Curvc  ans,  we 
Gleichung  constrniren  können.  Es  genOgt, 
gleichung  2^'  Ordnung: 

f{x,  y,  y\  f)  =  t 
zu  zeigen,  da  dieselben  Bctrachtnngcn  siel 
höherer  Ordnung  öbertragen  lassen.  Aus  ( 
nach  y" : 
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„  ein  ffillkQrlich  gewählter  Punkt,  und  y'„  ein 
[swühlter  Werlh  von  y\  welcher  za  dem  Werthe 
so  dass  wir  also  zwei  Glossen  willkQrlich  an- 
y.ur  Aliscisse  x^  gehörige  Ordinate  )/,  und  die 
Igen  die  Ahscissenaxe  im  Punkte  x.,,  y^.  Unter 
ine    (jirösse    vcri^taiiden ,     bestimmen    sofort    die 

r  (I .  ?!  =  y»  +  <J'/o  ■ 

-  ^'^ .  Ji  =  y,  +  «J/, 

nkt  der  Curve,  wo  y\,  d.  i.  die  Neigung  der 
1y,  aus  der  Gleinhung: 

9,'  ^K«  +  "Iffo" 
gegebenen  Diffei-enzialgluichung  (1): 

t>„"  ^    'l'i^O'    %'    t/„') 

'"  Punkt: 

=  x„  +  ii'),     i*a  =  ^2  +  ^ff» 

r  Gleichungen : 

'  +  ^y,".    Hl"  =  ',''(^1.  .'/,.  y,'); 
=  -To  +  'i'S,    n,  = !/.  +  '^'z; 
.'  +  %/'■    y»"  =  '/'{^i-  ?/i'  .'/»'). 

untion  sind  ;i!so  zwei  GrfissGii ,  nünilicli  die  der 
iide  Ordinale  y^  und  die  Neigung  der  Curve  in 
villkürlicü  geblieben,  und  je  nachdem  man  för 
iiese  oder  jene  Werthe  wählt,  erhalt  man  andere 
u  unendlicher  An;:ahl,  welche  somit  s5mmttich 
Ten7.ialgleichung  enthalten  sind,  welche  letztere 
diese»  Curven  gemeinschaftliche  Eigenschaft  aus- 
Gestalt und  Iriige  der  Curve,  sobald  man  einen 
dieselbe  gehen  soll,  und  die  Richtung  der  Tan- 
0  als  gegeben  betiachtel.  Das  Integral  der  Gl.  (;!) 
s  die  endliche  Gleichung  dieser  Curven,  welche, 
DifTerenzialgleichung  begriffenen  Curven  umfassen 
;wei  willkOrlichen  Onslanten  versehen  sein   musa. 
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Ein  Integral  der  Gl.  (I),  ^vclclics  wenigi 
stallten  cnlliült,  lieUst  ein  particuläres 
Integral  (besondere  Auflösung),  je  nc 
allgemeinen  Integral  durcli  Specialtsirun;;  des  Vi 
willkGrlklicu  Constanlen  abgeleitet  werden  Ito 

518.  Einer  DitTcrenzialgteiclinng  «*"'  Ordnung  entsprechen  «  Diffe- 
renz JalgleiH  tu  u  gen  (w —  !)''■'  Ordnung,  als  ebenso  viele  l*"'  Integrale, 
deren  jedes  mit  einer  willkOrticIien  Constante  versehen  ist.  In  der 
TItat,  ist  t/ =^  (f[x)  das  mit  v  willltfirlicben  Constanlen  bebafletc  all- 
gemeine Integral  der  Gleicbung  n^"  Ordnung  : 

/"(«.  y.  y\  »",  ■  ■  -.  y"')  =  0, 

so  kann  man  aus   den  Gleichungen: 

y  =  <f\x).   j,'=r^.'(x),   f  =  (f{T) )/'"-"  =  Qf)(—'l(a:), 

n  an  der  ZabI,  it  —  1  Constanlen  eliminiren  und  gelangt  liiedurdi  za 
einer  Differenztalgleichung  der  [n  —  1)^°  Ordnung,  welche  noch  eine 
der  n  willkürlichen  Constanten  enthalt;  der  Werth  j/ ■=  fp{x)  leistet 
ihr,  sowie  der  Gl.  (l)  Genüge,  und  da  sie  von  einer  um  eine  KinbeiE 
niedrigeren  Ordnung  ist,  als  die  Gl.  (l),  so  wird  sie  ein  erstes  Integral 
dieser  Gleichung  genannt.  Nun  Iflsst  sich  aber  diese  Elimination  auf 
»  verschiedene  Weisen  vornehmen,  je  nachdem  man  die  eine  oder  die 
andere  der  n  willkfirlichen  Constanteu  tibrig  Iflssl,  so  dass  also  »  von 
einander  verschiedene  Differenzialgleichnngen  (n  —  I)'*'  Ordnung  als 
1''' Integrale  der  Gl.  (1)  cxistiren,  deren  jedes  mit  einer  anderen  will- 
kfirlidien  Constanten  verschon  ist.  Kann  man  in  einem  vorgelegten 
Falle  diese  n  ersten  Integrale  der  Gl.  (I)  finden,  so  erhalt  man  offen- 
bar das  allgemeine  Integral  der  Gl.  (l),  wenn  man  ans  ihnen  die 
Differenzialfjuotienten  y',  y",  y"\  .  .  .,  y«-')  eliminirt. 
So  folgt  z.  B.  aus  der  primitiven  Gleichung; 

xy  -~  ax  -\-  hy  ^=.0  [m) 

durch  zweimalige  Difrercuziallcn : 

/(^  +  (<)  +  ?        «  =  0,  (») 

y"{x  +  h)^  2/  =  0;  [p] 

durch  Elimination  von  a  and  b  aus  diesen   drei  Gleichnngcn   folgt  di< 
Diffcrcnzialglcichnng  zweiter  Ordnung: 

xyy"  —  '2y'  (y    -  y)  =  0 ,  [q 

deren  allgemeines  mit  den  zwei  willknrlictien  Coustantcn  a  und  h  ver 
schencs  Integral  ('»)  ist.  Kliminirt  man  aber  aus  den  beiden  Gleichungen 


lann  a,  so  orgebeii  sich  die  b« 

~p)  =  0.  y  +  a{xy  —y] 
iilkürlichcn  Constanten  behafti 
Die  Etiminalion  von  y'  >;wisch 
r  zum  allgemeinen  Integrale  (i 

wir  uns  zunüdist  mit  der  Ii 
von  DüTercnKinlgleichuiigen  zwt 

iichung  sei  von  der  Form : 

1   ^y       ,<iif'     , .    ., 

-.-     ^=«    -    :     hiemit     verw 


)  oder  yily  =  f{y)  dy , 


iJV{y)rfy, 


i 


Integration  ergibt  sicit : 

VC  +  aJn»)* 

der  vorgelegten  Gleicliung. 

•j"  =  /■(<(■) 

r  soeben  benatzten  Umformang 

irmcn : 

=  /■(!,-)   und   »■*■=/■(■,■), 


gebracht  werden,  Gletcliuiigen,  jn  welc 
und  deren  Integrale  : 

sind.     Die   Gtimination   von   .v'   aas  d 

das  allgcmeino  Intefp'al  der  gegebenen 

III.  Das   in    den   beiden  vorberge 

faliren  Insst  sieh  leicbt  auf  G)eichunt;e' 

ynt  ^  ifyn  -  D)   und 

ansdeliiien,  in  wclcben  der  «*"  Diffei 
um  eine  oder  zwei  Kinlieilen  niedrif 
gedrückt  isL 

Wilro   z,  lt.  die  GloicliunR 

y  =  /■(. 
gegeben,  so  kann  man  dieselbe  in  de 
woraus  man  itc  r=  „,  „,  und 

fiv  ) 


üielit.  Anderseits  folgt  aus  dj/'  :~  y"  ih 
und  hietnit : 

dy  =  y'Ax  ==  0,  dx  -\ 


^.«+j 


»  =  c;  +  c, 


crlialten  wird.  Dorcli  Kiimination  von  j' 
Ausdrücken  ergibt  sich  das  allgemeine 
lieben  Constanten  C,  C,,  0,. 


die  flleicluinfi 

y  =  f{»') 


ilx' 
eil  I.  sofort  i 

|-2_f/-(;/)r(y' 


"''-W 


Jyf7  +  2j/'(y')rV 


ur   nocli   Hio  Elimination   von   ff   aus  diesen    beiden 
as  allgemeine  inlegral  /.a  crliallcn. 
a  Gleichung : 

ieselbo  gleichbedeutend  mit   der  DifTerenzialglcicbung 

n  VeräiKlerlicIiGn  x;  und    i/,    deren  IntcgrAtion   nacli 
orliergelienden    Alisclinitte«   xn   einer  (iicinhung   von 

C)=.a  fahrt;  diese  ist  gteichfalls  eine  DilTeienzial- 
lung  /wiseiion  r  und  y,   und  liefert,    inlcsHtt,  das 

der  vorgelegten  rilciclinnfr. 
;r  Art  beliantlelt  man  die  (lloichnng 
y"  =  l'{<l ,  y')\ 

0  offenbar  eine  Diffcronzialgleichung  1'"'  Ordnung 
iderlichen  ff  und  y' \  dos  Integral  derselben  von  der 
:0,  ist  wieder  eine  DifTcrenzialgleichung  l**' Ordnung 
deren  Integration  das  nllgemcine  Integral  der  vor- 
darbietet, 
lo  raj^en  zur  ErlilDterung  dicncu. 


1 )   Die  Gleictiung      ^  ^  ii^s  frillt  ' 


_(■        * 


Schreibt  mnn  diesen  Ansdriick  in  der  Fe 

"i'  +  Vt'  +  flV^c"^-« 
Diid  maclit  rational,  so  ertiBlt  man  2Cc"'i 

WO  ^  aDil  7f  die  nillkürliciien  CousUutf 
2)   Fflr  die  Gleicliung   ,  ■i=^  —  <»' 
Wege: 


f        d,, 

+  ''.=! 

Vc 

und  hieraus:   (/  =  —  s\na{x 

-  (-',)■  i 

y  =  A 

«tax  +  / 

3) 

Die   Curve   zu   finden 

,    deren   I 

(=«} 

ist.  Diese  BedinguDg  wird  ausgedi 

y 

oder  s"  = 

welche, 

nacli  11,  für  x  und  i/ 

die  Werlli 

^"■Ja^T 

-,  +  «  = 

,  +  c,  = 

darbietet,  aus  welchen  dnrch  Elimination 

(x  -  C)>  +  (!,  -  C 

aJs  Gleichung   der  gesuchten   Curve   folgi 

vom  Ualbmcsser  a  mit  willl;QrliGh  gewäh! 
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4)  Die  Cnrre  7.u  finden,  dcron  ErOmmnngshalbmeBscr  der  Normalo 
proportional   ist.    Man   hat   dieser  Beilingung   gemOss   als   Differeozial- 
ßleichuDg  der  gesnclitea  Curve: 

Zfil+^,fJ!l  =  m!/i/r^l,'\   oder 

i  +  V''  =  ±  myy", 
welche  Gleichung   die   anter  V.  betrachtete  Form   besitzt,   und  wo  das 
obere  oder  untere  Zeichen  gilt,    je  nachdem  der  Krümmungshalbmesser 
und   die  Normale   auf  enlgegengcsetztcn  Seiten   der  Curve   liegen  oder 

,  da' 
auf  derselben  Seite.  Durch  die  Sabstilution  y  ^  n         verwandelt  sich 
dy 

*'*^    ,  dercnlnlegral:/(7y=  +  ™j{i+y''')  = 


"l  +  y'*' 


'(1  +  V'\ 


ist.  Hieraus  zieht  man :    y  =;  =|'  [Cy)   ' 


* 


oder,  wenn  man       statt  C  schreibt: 


^i/ß^ 


wo  a  und  h  die  willkürlichen  Constanten.  FOr  m=l  und  m  =  2  lAsst 
Dch  dieses  Integral  unter  endlicher  Form  darstellen.  Man  erhält: 
FOr  m  =  \  mit  dem  oberen  Zeicben : 


'r,  wenn  man  nach  y  auflöst : 

S  /  '-ZU'   ,     _£;^\ 


Gleichung  einer  Kcttcnlinie,  deren  Axe  senkrecht  steht  auf  der 
3  der  X,  und  deren  tiefstem  Punkte  die  willkOrlichen  Coordinateii 
■za,  y  ^  Ä  entsprecheu. 


II  =r.  I   mit  iJeni  unteren  Zciclieii : 

ung    eines    KrcJHCs    von    willkflrlicbci 
telpunkt  in  der  Axc  der  x  liegt,    in  d( 
a  vom  Ursprünge, 
n  =  2  mit  dem  oberen  /eichen : 

«"  +  46*        a  X* 

4b  2b  ib 

ung  einer  Parabel  [§.  238  Annierk], 
Jer  Axc  der  x ,  deren  Scheitel  in  dem 
^  b  liegt,  und  deren  Parameter  =  ib 
4)  :^  2  mit  dem  untereu  Zeiclion: 


-^+v.^H 


J,J  -b 


mg  einer  Cycloide,  deren  Grundlinie  i 
;s  K rz euguiigsk reise s  ^^  J  fc.  Man  bri 
die  Form  der  Ol.  (a)  der  Cjeloide  in 
duss  arc  sinw  ^=  arc  cos(--  i»)  -  J  jr 
lit  der  willkQrJicbcn  ('onslante  a  vereiiii 

Von  besonderer  Wichtigkeit  »ind  die  li 
n,  in  wclcben  y  und  die  Differcnzialquoti 
r  ersteil  l'olenii  utid  uiebt  in  einander  n 
icine  Form  ciiiei    lineiircii  Dill'erenKialgli 

j,  -/'j,  .  .,i',  die  Variable  y  nicht  entlii 
der  Constanten  sind.     Ist  /'{x)  =  0 ,   al 

sie  eine  reducirle  lineare  Difl'creitzia 
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weiten  'i'heil;  im  Gegeiifalle,  wenn  /'{x)  von  0  ver- 
ic  comiilcte  Glcidiuui;  (oiler  mit  zweitem  Tlicil). 
Äter  [§.  5ilO]  gCKcigt  werden,  dass  das  allgemeine  Inte- 
etcn  Gleichung  (l)  jcdcrzeil  entwickelt  worden  kann» 
les  der  rcduciiteu  Gl.  (2)  aiizogcbcn  im  Stande  ist, 
luiillelist  mit  der  letzteren ,  als  der  cinfaclicreri  Form 
llen. 

„  y^,  .  .  .  .,  y,  Funktionen  von  x,    welche  der  Gl.  (2) 
d.  i.  particuläre  Integrale  dieser  Gleichung,    so   wird 
ick 

=  Ci'j,  +  G^Vi  +  (-'»j/s  +  —  +  ('.y. 

efriedigen,  somit  ein  Integral  dei-selben  sein,  wcnti  C^, 
Ikürliche  ConsLantcn  be:<cichnGn.  Denn,  sulistituirt  mau 
DU  y  in  die  Gi.  {'i),  so  verwandelt  sicli  der  erste  Tlicil 
mau  sogleich  nach  den  C  ordnet,  in  folgenden  Aasdruck: 

,(,)  +  p_y^(-,|  +  p^j,^in~-.)  +  ....   +   i.„yj 

.""  +  -P,»,*"-"  +  ^3*/"-*'  +  ■■-.  +  i\yt) 
»<"'  +  Ay/"-"  +  -P.ya*""''  +  ■■■■  +  P~y^) 

,<">  +  P,i//''~'>  +  Ay,<''-*>  +  ....  +  P.y.), 

k  sich  sofort  auf  Null  reducirt,  weil  vermöge  der  Vor- 

y^,  y^, ,  y.  der  Gl.  (a)  Genflge  leisten,  jedes  der 

Polynome  für  sich  verschwindet. 

her  im  Stande,  n  parliculäre  Integrale  ^,,  y^,  jr^, ...,  ?„ 

leichung  «*"  Ordnung  (y)  anzugeben,  so  ist  das  all- 
dersolbeu : 

=  f'iy,  +  C,'A  '\-  C^u,  ^  ■  ■  ■  -  +  C^y... 

t  man  m  partikuläre  Integrale  der  redueirten  Gl.  (:!), 
tegration  dieser  Gleichung  immer  auf  die  Integration 
ifferenzialgleichnng   von   der   Ordnung   »  —  «i   znräck- 

it,    ist  y,    ein   particulüres   Integral    der   Gl.   (2),    so 

unbekannte  Panktiou  von  x\  durch  Substitution  dieses 
iu  die  Gl.  (:!)  erhält  man: 


W>  +  P,»,'-"  +  •  •  ■  +  -T'.-i  y,' 

+  e.-,  •  +  «.-.  /  +  ...  +  «,  «<-» . 

wo  Qv  ö,.  $B.  .  -  -  Öb-1  bekannte  Fnnkt 

«,  =«)!','  +-P,9.. 

«.  =  (;)  »."  +  F,C7') 

u.  s.  w. 

Zufolge    der    Voraussetzung,    dass    ; 

leistender  Werth  von  3/  ist,  verscliwiiidct 

von  ^£(lx,    wodurcli  siidi   die   letzte  Oleif 

nelcho  sofort  zar  Bestimmang  von  e  di 
{n  —  !)*"•  Ordnung  ist;  findet  man  ^e, 
Integrale  dieser  Gleichung,  so  sind: 

die  n  particulftrcn  Integrale  der  Gl.  [2) 
zweites  particuUrcs  Integral  dieser  Gleic 
hiednrcli  ein  particulilres  Integral  r,  der 
aus  der  Gleichntig; 


r/i  jr,</i):    folgt  r. 


und  mit  Hilfe  dieses  Integrals  wird  mar 
eine  andere  von  der  {n  -  a)**"  Ordnui 
e  -^  e,^vdx  set;«t.  Auf  diese  Weise  fortf 
jedes  der  gcgebeiicti  »1  particulärcn  Inte; 
um  den  Ordnungsexponenten  um  eine  Ein 
man  scbliesslicli  za  einer  Gleichung  von  d 
Sei  z.  B.  die  lineare  Differenzialglei 
a;*  Ix  ff'"  —  x'{[  —  3lx)  y"  - 
welcher,  wie  man  sich  durch  Substitution 
Werthe : 

y  =  a;  =  y,   und  ij/  = 

Genüge  leisten.    Mittelst  dieser  beiden  pai 
nun   die  Gl.  (ni)   anf  eine   andere   1*°''  C 
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Integral  sodann  das  noch  fehlende  dritte  particuliire  Integral  darbietet. 
Setzen  wir  zu  diesem  Ende  y  =  i/A;tdx  =^  x(s;dx,  so  verwandelt  sich 
durch  Substitution  dieses  Werthes  die  Gl.  (m)  in  folgende: 

x"^  Ixz'  +  x{i]lx  —  1)  ;■'  +  3(2/^  —  i)  r  =  0.  («) 

Ein  Integral  dieser  Gleichung  ist  sofort: 


dx  \y^/       dx  \x'^/  x^^ 


wir  setzen  daher  z  =  z^\  vdx  =  —  ^^^  j  vd.c,    und  erhalten  durch  Sub- 
stitution dieses  Werthes  in  die  Gl.  {ti) : 


,1  dv       V 

lx,v    —      V  =  0  oder  Ix   -  = 


X 


dx 


X 


eine    Differenzialgleichung    l^'^'^   Ordnung,    welche   durch   Trennung   der 

d'V         dx 
Veränderlichen    die   Form   —  =  -,     annimmt,  woraus  folgt: 

V  XiX 


lü 


=  \---  =zl{lx),  d.  i.  v=:zJx; 

I  CLvX 


hiemit  wird  nun  das  zweite  particuläre  Integral  der  Gl.  (w): 

'^  =  ^.  |^'dx  =  -  ^,  J  te  dx  =  2  (i  -  I)  , 

wo  der  constautc  Faktor  2  auch  weggelassen  werden  kann,  da  er  sich 
mit  der  willkürlichen  Constante  verbindet.  Endlich  hat  man  für  das 
dritte  particuläre  Integral  der  Gl.  (w) : 

P'i  =  !/i  1^2  ^^  =  ^J  (~3  —  i^.)  ^^  =  ^^• 
Das  allgemeine  Integral  der  Gl.  (w)  ist  daher : 

ij  =  Cx+  ^>-  +  CJx. 
x 

522«  Da  man  keine  allgemeinen  Methoden  besitzt,  nach  welchen 
die  Integration  der  reducirten  linearen  Differenzialgleichung  w*®'  Ordnung, 
nn  die  Coefficientcn  Pj,  P^,  P^,  .  .  .  P„  beliebige  Funktionen  von  x 
deuten,  ausgeführt  werden  könnte,  so  erübrigt  nur  die  Betrachtung 
sonderer  Fälle,  in  welchen  eben  die  Beschaffenheit  der  Coefficienten 
3  Auffindung  particulärer  Integrale  gestattet. 

Betrachten  wir  zunächst  den  einfachsten  Fall,  wenn  sämmtliche 
)efficienten  constante  Grössen  sind.  Die  Gleichung  sei  also: 

Hkrb,  Höh.  Mathematik,  II.  3.  Aufl.  31 


482 

und  Aj,  A.^,  A.^, ,  A,  reelle  Constaiiten. 

(l  ciiie  noch   unbestimmle  Constante,    so   wir 

/"   '»  =  Ö'   'e'\  »'">  =  H"c''\    uud   di 

durch  Substilution  dieser  Werlltc  in  folgende 

ö"  +  A,fi"-'  +  ^^9— >=  + +  j 

Sind  daher  6,,  (1^,  6^ 0„  die  Wurzeln  < 

Zahl,  80  genflßl  offenbar  jeder  der  Wertlic 

.«.',  A-,   eV 

der  Gl.  (I)  und  ist  sofort  ein  particuhires 
allgemeine  Integral  der  Gl.  (I)  ist  dann,  vt 
wiesenen  Satzes; 

Hat  die  Ol.  (2)  ancli  imaginäre  Wurzel 
sprechenden  Glieder  des  allgemeinen  Integr 
Form ,  welche  jedoch ,  da  wir  die  Ooefücii 
setzen,  nur  scheinbar  ist,  uud  leicht  beseiti 
That,  sind  6,  =  a  +  (i'\/~l  und  0,^,=o 
jugirtcr  Wurzeln  der  Gl.  ("2},  so  werden  die 
des  allgemeinen  Integrals,  Kürze  halber  V 
Cr /"'!'•)'  +  6',^,e<"  '•')'  =  e"'[6', 

=  ^[C,{eosßx  +  isinßx)  +  C,+i(co 

=  e"'[C,  +  6',*,)  cos/?x  +  i(C,  --  C. 
setzen  wir  nun  C,  -\-  C,  n  =  B ,  i{C,  —  C, 
Ausdruck : 

=  ^^{B  cosßx  +  B'st 
wo  nun  B  und  J{'  zwei  neue  w^illkflrliche  Co 
sich  aus  den  Bedingungen  einer  prakliscbei 
ergeben  werden. 

Der  Ausdruck  (3)  des  allgemeinen  Inte; 
kation,  wenn  die  Gl.  (2)  wiederholte  Wi 
z.  B.  6,  =  6, ,  so  ziehen  sich  die  beiden  en 

*)  Ware  der  zweite  T heil  der  fileicliuiig  stat 
'jrtisso  -■  B  heüctzt,  so  genügt  es  offenbar,  »/  —  i 
Gleichung  auf  die  Kurm  (I)  zu  bringen. 
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(G,  +  C^)  e  i'  =:  C'e''-^  üLisaiiitiicii ,    da   I  u  Su  (-    +  ^i  oflciiWr 

nur  tlie  Stelle  ciiißr  chty.ijien  willkärlicUci  Co  btantc  verlrclcu  kann; 
hiedurch  hört  nun  (.1)  auf,  das  allgemeine  n  t  t  Co  sta  teil  versehene 
Integral  zu  sein,  und  erfordert  eine  ErgJinzuiig.  Iletracliten  wir  zu  diesem 
Zwecke  6,  und  0^  zucrf<l  als  ungleich,  und  setzen  wir  %  :^  0,  -|~  ^i 
so  werden  die  beiden  ersten  Glieder  in  (.'{); 


wenn  wir  nSmlicIi  <r*^  in  eine  Reihe  entwickeln,  und  C,  +  C^  =  if,, 
Cj£  =  B^  setzen ,  wo  nun  /(, ,  H^  Kwei  neue  willkfliliclie  Constanten 
bedeuten.  Dieser  Ausdruck  leistet  jedenfalls  der  Gl.  (l)  Genüge,  weuD 
nur  0,  und  0^ -{-  t  Wurzeln  der  tit.  (2)  sind,  gleicligiltig ,  welchen 
Werth  auch  e  besitiien  möge.  Lassen  wir  also  i  in  Null  libcrgelten, 
wodurch  beide  Wurzeln  einander  gleich  werden,  so  verwandelt  sich 
obiger  Ausdruck  in  folgenden: 

welcher  sofort  an  die  Stelle  der  beiden  ersicn  Glieder  in  (3)  tritt,  wenn 
die  Wurzel  0,   in  der  Gl.  ('2)  zweimal  vorhanden  ist. 

Sind  drei  gleiche  Wurzeln,  6,  =  0,  =  6^  vorhanden,  so  betrachte 
mau  zuerst  6^  als  verschieden  von  6,  =;  0,,  und  man  hat,  6^  =  6, -('^ 
setzend,  für  dos,   diesen  3  Wurzeln  entsprechende  particulärc  Integral: 

I  Bj+  V^^E^,  B^+(jt  =  £j,  J  t'jC*  =  A';,  gesetzt  wurde.  Dieser 
isdmck  leistet  der  Gl.  ( 1 )  Genllge,  wenn  Oj  eine  zweifache  und  0,  +  « 
e  einfache  Wurzel  der  Gl  (2)  ist,  was  immer  für  einen  Wertb  auch 
iahen  mag.    Lassen  wir  nun  £  iu  0  übergehen,    wodurch  wir  6,   als 

oifache  Wurzel  der  Gl.  ('J)  erklären,  so  wird  obiger  Ausdruck: 

=  e«.'(E,  +£,,  +  E,x'). 


=  /'.-[ü 
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Auf  diese  Weise  fortschliessend,  gelang! 
dass  eine  der  Gl.  (2)  i>  mal  zukommende  W 
Integral   den   niil  p   willkQrlicIien  Constanten 

einführt. 

Ist  enctlich   die   imaginäre  Wurzel  «  ± 

p  mal    vorhanden,    so   ist,    wie   man   nach   d 

findet : 

e«^  COsßx{K^  +  E^x  +  K^j:^  +  ■  ■  - 
+  e"^s\„tix{G„  +  G,x  +  G^x'  +  . 

der   von   diesen  Wurzeln,    'ip   an   der  Zahl, 

des  allgemeinen  Integrals- 


Beisp 

'>-dI'~''''  =  '>' 

hieraus  folgt 

6  = 

=  ±a. 

Inb 

^)2 

Egral  ist 

+  «V  =  0;    e^  +  a 
daher,  vermöge  (4) 

y 

ü,  ö=d 
^  G,  cos 

-2a|  +  Sj,  =  0 

8' 

-2o6-(- 

Es 

ist  daher:   wenn  a^'^b:y  = 
wenn  o*  =  6:y  = 
wenn  a^<6:<,= 

^)g~^S  +  ^^  =  o 

e 

(C,  +  C, 
(C,coii> 
-39  + 

son 

il  jl  =  e-(C,  +  C,,)  +  C, 

e-' 

K23.  Ist  die  lineare  DilTereiizialgleicIinn( 

+  .•!,{»  +  ii)-'  Jl— •  +  .  .  .  +A_,(n  + 
WO  a,  b,  j4,,  ^^,  .  .  ..-/!„  consianle  Grössen. 

y  =  (a  +  bxf , 
wo  a  eine  noch  anbestimmte  conslante  tiiössi 
Die    Substitution    dieses    Ausdruckes,    s 
quotienten : 

!,'  =  ab(a  +  bx)"-',  y"  =  «(«~  I) 


485 
verwarnjelt  die  Gl.  (l),  nach  IFnterdrficknng  des  allen  Gliedern  gemein- 
schaftlichen Faktors  (a  -|-  bx)" ,  in  folgende : 

«(«-!)■  ■■(«-»+  1)1*"  + 
+  a(«  -  1)  ...(«-«  +  2)  ^,6-'  +  . . .  +  aA,.,b  +  A  =  0,  (2) 
woraos  hervorgellt,  dass  der  Werth  y  =  (o  +  bx)"  der  DJfferenzial- 
gleichung  ( I )  Genüge  leisten  wird,  wenn  wir  «  eine  Wurzel  der  Gl,  (2) 
sein  lassen.  Diese  Gleichung  ist  nach  a  vom  n^"  Grade;  bezeichnen 
wir  daher  mit  a, ,  a^,  u.^,  .  .  .  a„  die  Wurzeln  deisetben,  so  sind 

(o  +  bx)"',  [a  +  bxfs  .  .  . ,  (a  +  hx)"" 
particuläre  Integrale  der  Gl    (1),    «an  der  Zahl,    und   das  allgemeine 
Integral  derselben: 

ff  =  (7,  (a  +  bxf-  +  C,  {«  +  hxf'  +  .  .  .  +  <7„  (rt  +  6^^)"-.,  (3) 
Toraiisgesetzt,  dass  siimmtllche  Wurzeln  von  einander  vei'schieden  sind. 
Im  P'alle  gleicher  Wurzeln  ziehen  sich  die  entsprechenden  Glieder 
in  {3}  in  ein  einziges  zusammen,  wodurdi  (3)  aufhören  wflrde,  das 
allgemeine  Integral  zu  sein.  Der  im  vorigen  §.  betretene  Weg  verhilft 
auch  hier  ohne  Schwierigkeit  zur  Completirung  desselben.  Ist  n&mlicb 
«^  =  a^  und  man  setzt  vorlaufig  «j  ^  a,  +  *,  so  werden  die  beiden 
ersten  Glieder  in  (3),  wenn  man  Kürze  halber  X  statt  (a  4-  f>x)  schreibt: 
C,X"i  +  C,X"'+'  =  X'"'(C,  +  CgX*}  =  X''.{C',  +  6'/"''}  = 

d.  i.  wenn  man  C,  +  C^  =  B, ,  C^e  =  Bj  setzt : 

somit  für  t  =  ü : 

Allgemein,    ist  «,  =;  «^  =  .  .  .  ^  Cp  eine  jjfache  Wurzel  der  Gl.  (2), 
so  tritt  an  die  Stelle  der  p  ersten  Glieder  in  (3)  der  Äusdrnck: 

{a-\.bxf\C,  +  C^{l{a->rbx)\-\-C,{l{<^-\-bx)\^+...+C,{l[''+hx)\t^^l 
Sind   ferner  a,,  n^,    ein  Paar   conjugirte   imaginltre  Wurzeln   der 
.  (2),    =  o  ± /!i,    wo  i=y—  1,    so   werden    die   entsprechenden 
ieder  in  (3): 

CjX"*!*'  +  CjX"-^'  =X"(C,X^'  +  c^x-'')  = 

=  X"[C,{cosßlX  +  isiaßlX)  +  C,  {co%ßlX  -  i  sinj9/X)), 


4RC. 

lt.  i.,  wenn  man  /7,  -f  C^  =  B,,  (C,  —  C 

=  (n  -f  6a-)"[ß,  cos/9/(fl  +  1.x)  + 

Beisi..   4.'f^+,0.^';'^+.f 
clx'  (Ix^  lix 

Jurch  4  divkUrt,  fallt  unlcr  die  Form  der  G 

Fall:  a  =  0,  b=\,  4,  =  4,  A^^\,  A^z 
nach:  «(er  — l)(B-2)  +  4a(c(  — l)4-i 
J  «  +  J  ^^  0 ,  welcher  die  Wurzeln  ^ ,  \ 
allRcmoine  Integral  der  vorgelegten  (ilelchu 

524.    Sind    die   Cäcflici eilten    einer   I 
Fanktioneii  von  x  vom  ersten  Grade, 
der  Form: 

{<i„ -\- KxW-)  ■] 
+  (a,._.  +  i„_,:<^)y''- "  +  .... +  K  +  i,a:) 
so  iRsst  dieselbe  jederzeit  particulärc  Integ 


^<." 


wo  V  eine  Funktion  von  n ,  u  und  ii"  ah 
grationsgrenzcn  bezeichnen,  welche  -  sow: 
bestimmen  sind,  dass  der  Ausdruck  (2)  de 
diesem  ßehnfe  subatituiren  wir  dcnselhen  ii 
hiedurrli,  da 

)/'  =  I     HC"-'  Vtfu ;  y"  =  I     u^e"^  Vdu ,  . 

ist,  zu  der  Gleichnng: 

wo  der  KQrze  wegen 

t^ü=«X +  «»-,«»-'  +  ... 

U,  =  M'  +  h-i»"-'  +  . . . 
gesetzt  ist.  Schreiben  wir  die  letzte  Gleich 

r  U^C^Tdu  -\-xr[u,e' 

und  wenden  auf  das  zweite  Integral  den  Sai 
an,  welchem  zufolge: 

x^  U,  e'^  Vdu  =  c"'  U,  V  —  J 


sich  dieselbe  in  folgende; 

■'  Uj  T\    die  Differenz  der  beiden  Wert 

;k  e'-'  Uj  V  für  M  =  m'  und  m  =  u"  ai 
sofort  für  jeden  Wertb  von  x  Genfige  z 
ibar,  wenn  wir 

"  du 

und  m"  sotdie  Wertbe  w&lilen,  welche  c 

im  Ausdruck  c"-'^/,  V  einerlei  Werlli  en 
an  zur  Kenntniss  der  Funktion  V;  a 
innuiig  der  YerSiiderliclien : 

dV       IL    ,         dU, 

'  Kfirze  wegen : 

istante  in  der  Form  IC  beifägen : 

n  dieses  Weithes  in  die  Gl.  (C)  verwan 

Ice—'j'  =0, 
infigt  wird,   wenn  man  ffir  u   und  u"  z 

i[,  Mj,  Mj,  .  .  .  !*i  Wurzeln  der  Gleichung 
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dor  Zaiil,  so  kann  man  der  Reihe  uach  stal 
oder  w,,  Mj-,  Mj,  «,;..,.  K,,  m*  nnd  erhS 
particulftre  Integrale  der  Gl,  (1),  nflmlich: 

du,   .  . 
ilcr   sicli 


-e^"' 


welcbe    in    der   Regel   nnler   sicli   vei-scliici 
deren  Summe: 


tbi  +  .    . 

der  Gl.  (l),  vermöge  ilticr  linearen  Fori 
IbI  ft  =  n  4-  1 ,  so  besitz!  man  m  ( 1 1 )  ■ 
kürliclicn  ConRtntilcn  \eiselicQe  Inlegial  de 

Man    kann   sich   ii  j  o-^fei  im  i   loidit 
druck  (II)  die  Gl.  (I)  eTfülle;   dci    erslc 
nämlich  durch  Substitution   des    besagten  A 
renzialquoticnlen  ftber  in : 

+ 

durch  Vereinigung  je  zweier  in  einer  Ktum 
mit  Racksiclit  auf  die  Gl,  (7),  aus  welcher 
man  diesem  Substitutionsrcsultate  leicht  die 

<' ('+:d 

in  welcher,  wie  man  sieht,  die  angezeigt« 
ausführbar  sind;  hiedorch  ergibt  sich  der  j 
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(iliedcr,  in  folge  der  Bestimmung  der  (jrcnzwcrüie 
,«t,  miltclst  Auflösung  der  Gl.  (10),  jedes  für  sidi 
Jcbrigens  cihcnnt  man  liicraus,  dass  es  nicht  einmal 
die  Iiilegralionsgrcnzcn  so ,  wie  bisher  angenommen 
nmen,  welcher  Bestimmunpsweise  (nSmÜch  aus  Gl.  (10)) 
nzelne  Glied  der  Summe  (12)  verschwindet;  es  reicht 
fcnn  die  Summe  (I^)  als  Ganzes  sich  auf  0  reductrt, 
■  Fall  ist,  wenn  die  Ausdrücke 

iM-'-D -{' i: 

ilbeii   von   0    verscliicdcnen   Werth   B   annehmen,   und 

m  den  willkarlichen  Constanten  die  Itelation: 

f,  +  f,  +  C.  +  .  .  .  .  +  ü,^,  =  0 

;   oder,   wenn   obige  Ausdrücke  die  verschiedenen  cou- 

mit    dci-selbcn    l'unklion    von  x  als  Faktor  verbundenen 

,  Jig ,  /?i_i   annehmen,    nnd   gleichiteitig  die   Be- 

>H 

,ß,  +  C^H^  + +  Ci-.|/it.,  =  ü 

l, 

gelehrte  Integrationsmethode  besteht  daher  kurz  in 
lidem  mau  die  Polynome  ü^,  und  U^  gebildet,  verschafft 
ilegral : 


"■* 


in  die  Wurzeln  der  Gleichung : 

„  «j.  .  .  . ,  ujv ,  so  bat  man  in  ( II )  das  gesuchte  Integral, 
emcine  oder  ein  unvollslAndigcs  sein  wird ,  je  nachdem 
+  l  Wurzeln  oder  deren  weniger  darbietet, 
biigens  der  Fall  eintreten,  dass  die  Funktion  y  ^  c"-' 
Ige  leistet,  also  ein  Integral  derselben  ist,  unter  u  eine 
[lende  Constante  verstanden.  Durch  Substitution  dieses 
geht  nämlich  (1)  Ober  in: 

(ü„  +  U^x)e'"-  =  0; 
'olynome  I/,,,  U^   den  gemeinschaftlichen  Faktor  u  --  a, 
■■  a    diese  Gleichung   identisch   für  jeden  Werth   von  x 
it  c"'  ein  Integral  der  Gl.  (l). 
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Besitzen  aber  die  beiden  Polynome  den  g< 
(m  -  -  ay,    so  genQgt   der  Gl.  (l)   nicht   nur  t 

a;*e"% ,  xi'-'  e"',    folglich   vermöge   der 

aucli : 

wofür  der  Beweis  ganz  in  derselben  Weise  wie 
betrachteten  Fall  gleicher  Wurzeln)  gerabrt  wii 

S25,  Als  Beispiel  zur  Anwendung  der  im 
Laplace  berr&hrenden  Methode  möge  die  Gt< 

K  +  M)y"  +  («.  +  ^^)  »'  +  («„ 

betrachtet  werden,  wobei  wir,  da  diese  Metho 
zu  einer  brauchbaren  Integi'alform  führt,  Spit 
welche  mit  Anwendung  geeigneter  Transformi 
ein  befriedigendes  Integral  dieser  Gleichung  da 
Man  hat  nun  für  obige  Gleichung: 

und  es  können  bei  Auflösung  dieses  Bruches   ii 
vier  Fälle  eintreten: 

■)^="+^+„: 

wenn  die  Gl.   U,  =  0  awei  verschiedene  Wurzi 


'"irr 

»•  +  ;^^s).  +  . 

wenn  die  Gl.   U,  =  0  zwei 

i  gleiche  Wuraein  hi 

<; 

=  „,  +  „  +  J 

wenn  b^  =0  ist ;  endlich : 

<. 

=  «.»■  +  a,.  + 

wenn  i,  =  t^  =  0  ist. 

Erster  Fall.  Es  se 

'•"  +  .^  +  ^ 

*)    Studien   aber   die    Integration   linearer   J) 
Prof.  Simon  Spitzer  3  Theile.  Wien  ISGO— ß2,  1. 
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ille  die  Gl.  {A)  auch  in  folgender  Form  schreiben  r 
f  [A  +  /f    -{a  +  ß){m  +  ^)]  y  + 
4^  „  ß(,  4-  txß{m  ■\-x)\y  =  0,  (/(,) 

;nn   man  in  {A)  für  a^,  a,,  <i^,  bg,  {>,,    die   ans 
on  u  identisclien  Gl.  (l)  folgenden  Werthet 
i  —  Ba  +  maß\ .     /»,  =  \(xß 


(  =  )»«  +  ^/(m  --  «)  +  B\{u  —  ß) 

«•«  -!-'(«--«)'(«       /»)". 
vor.  §.   zor  Bestimmung   der  Integrationsgrenzen 

.^  und  £  positive  Zabten,  oder  imaginäre, 
leile  positiv  sind,  so  genfigen  dieser  Gleichung 
d  M  =  /?  und  man  hat  daher  vermöge  Gt.  ( I ) 
egral  der  Gl.  (-4)  oder  [A^): 

,«..-l(„_„).-.(.„^).-.rf.,  (2) 

'  reell,  ganz  und  positiv,  so  ist  die  in  (2) 
in  endlicher  Form  ausführbar;  durch  wieder- 
heitweisen  Integrirens  erhftlt  man  nftmlich  leicht: 

...irfW  ___ö«L4._?>)-_.  .1  („) 

Vm  +  x     (i«  +  »)>^(«i  +  jr)'  J    ^    ' 


+  x       (»+",;)■  "^  (»  +  ;=)• 

.)  =  {»-«)<-■(«-««-' 


(8) 
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ist;  die  Reihen  inuerhalb  der  eckigen  Klamni' 
weil  <p{u)  eine  ganze  algebraische  Fanktion  v 
leicht  zeigen,  dass  nicht  nur  der  Ausdruck  y  = 
der  beiden  Bestandtheile  ^^  nnd  tf^  fflr  sich  dt 
Denn  die  Substitution  von  j/,  in  die  Gl.  (A) 
der  Form   e^"'*^^  P,  wo 

niid  A^,  Aj,  A^,  A.^,  ....  constante  Zahlen; 
man  durch  die  Sabstitulion  von  i/^  ein  Resaltat 
wo  Q  ein  Ausdruck  von  derselben  Form  ist  \ 
durch  die  Werthe  der  ZiShlcr  A^,  A,,  A^,  . 
Das  Ergebniäs  der  Subslilution :  y^^y^-  y.^  ii 
sein  ;  c^''"*-''^  P  —  (."""+■')  q^  welcher  Ausdruck  - 
dertil,  (.1)  ist,  -  der  Nulle  gleich  sein  moss 
inAglich ,  wenn  jeder  der  beiden  Bestandtbeil 
Denn  im  Gegcnfallc  würde  der  obige  Ausdruck, 
aur  die  Gleichung 

P 
führen,  was  ungereimt  ist,  weil  eine  Exponentialg 
rationalen  Ttruche  nicht  gleich  sein  kann.    lli€ 
dem  liier  betrachteten  Falle 

.V=  C\1/^  4-  C^jj 
das  vollständige  Integral  der  Gl.  [A)  oder  {A 
die  obigen  Ausdrücke  (3)  verstanden. 

111.  Sind  A  und  B  negativ,  so  setze  i 
?/  =  («.+:./^. 
wo  £  eine  neue  Veränderliche,  X  eine  noch  ui 
hieraus  folgt: 


dx' 


^"^  "dx'  ""  ^*"  +  ^)^"'[('»  +  xYz"+2X(« 
welche  Werthe,  in  die  Gl.  {Aj)  substiCuirt, 
folgende  Gleichung  ergeben : 

{m  +  xy/'  +  {m  +  x)[2i.  +  A  +  n-{a  +  ß: 
+  \lß^l+A  +  Il)^{m+x)( 
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Srösse  X  noch  frei  verfOgcn  können,  so  setzen  wir; 

;i  =  I  -  M  —  /f, 
g  durch  (nt  -|-  ■*■)  theilbar  wird,   und  in  folgende 

-^)+(]-n)  -(«+^)('«  +  ^)l^' 

,„(l._^)__^(l_B)  +  „jy(™_(_a:)|^=:0.  (5) 
hat  genau  die  Form  der  Gl.  {A^),  nur  mit  dem 
I  -  A  und  I  —  B  an  die  Stelle  von  A  und  B 
uu  A  und  B  negativ,  oder  imagiiifir  mit  uega- 
heil,  so  sind  I  — ^  und  1 — Ji  positiv,  und  man 
betretenen  Wege  als  Integral  der  Gl.  (5): 

,  p.(."*'>(M  —  «)-"(«  — /^)-',?r(;  ((;) 

der  Gl.  (»),  in  diesem  F'allei 

,).-..-«jV'->(«  .^-  «)-"(w  -  ^)-UU         (7) 

{A)  oder  (^,). 

negative,  reelle,  ganze  Zahlen,  so  ist  die  in  (7) 
I  auf  dieselbe  Art,  wie  in  II.  durchführbar,  und 
Jas  allgemeine  mit   zwei    willkOrlichen  Constanten 

geschlossener  Form. 

nd  B  negativ  und  gebrochen,  so  ergibt  sich 
nc  Integral  r  der  Gleichung  (ö),  in  welcher  nun- 

posiliv  sind,  je  nach  Unisländen,  nach  IV,  V  oder 
>ald  e  gefunden : 

lOch ,  dass  beide  Zahlen  A  und  B  nicht  gleich- 
I,  weil  dünn  die  Gl.  (I)  constante  Coefßcicnten 
»her  Itann  eine  dieser  beiden  Zahlen  verschwinden, 
venn  IJ^  und  £/,   einen    gemeinschafllidien  F'aklor 

t.  («  —  «),  so  wird    -"  :=m-\ ;  in  diesem 

ir  wissen  |§.  5^1),  ^'  das  eine  particulüre  Integral, 
nan  dann  am  einfachsten  mittelst  der  im  §.  h'i\ 
le. 

(2)  gilt  für  den  Fall,  dass  A  und  B  positive 
imaginäre    mit    positiven ,    reellen    Bestand thcilen ; 
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während  die  Giltigkcit  des  Integrals  (7)  an  die  Bedingung  gebunden 
is),  das  1 — A  und  1  —7/  posilivc,  oder  mit  positiven  reellen  Bestaod- 
tbeilen  versehone  imaginäre  Zaiileii  sind;  beide  Integrale  gelten  also 
in  dem  Falle,  wenn  Ä  und  H  positive  ccbto  BrOcbe  sind.  Hieraus 
folgt  der  Satz  : 

Sind  A  und  B  positive  Zahlen,  kleiner  als  1,  oder  ima- 
ginäre, deren  reelle  Bestandtlieile  positiv  und  kleiner  als  1  sind,  so  ist 
das  allgemeine  Integral  der  Gl.  (^1)  oder  (A^): 

+  C^im  +  :.)'-'-»£e''(«*0(„  .-  a)-"(«  -  ^Y^du.         (8) 

V.  Die  beiden  particulären  Integrale  in  Gl.  (8)  sind,  wie  man 
leiclit  sieht,  von  einander  nicht  verschieden  in  dem  speciellen  Vallc, 
wenn 

^  +  B^l 
ist,  unter  A,  li  positive,  oder  imaginäre  Zahlen  mit  positivem  reellen 
Beslandlhcil   verstunden.     Um   auch   fOr   diesen   Fall    das    vollständige 
Integral  zu  erhalten,  setze  man : 

t>  =  {«-«y-H«-;9)''-', 
^  =  (»1  +  3:)  {«  —  «)  («-  /?),  n=l  —A—B, 
so  wird,  wenn  man  die  beiden  particulären  Integrale  in  (8)  mit  y,  und 
y^  bezeichnet: 

vermöge  der  linearen  Form  der  Differeiizialgleicbung  A  kann  man  statt 
des  2''"  parttculELrcn  Integrals  y^  auch  ^  — -  als  solches  nehmen, 
also: 


-t" 


} du 


setzen.  Für^  +  £^1,  d.i.  «  =  0  erscheint  nun  der  Faktor  — - — 
unter  der  unbestimmten  Form  -- ,  und  man  erhält  als  wahren  Werth 
desselben,  nach  Vorschrift  des  §.  353,  IW;  somit  ist: 

'ilWdu. 


<' 
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Föhrt  man  daher  für  ??,  W  und  n  wieder  obige  Werthe  ein,  so  hat 
man  als  vollständiges  Integral  in  dem  hier  betrachteten  Falle: 

y=  C^  I  e"("'+'»)  (u  —  ay-' '  {u  —  ß)"-^  du  + 
Ja 

+  Cg     e«("'+-*) {u  -  ay-^ (w  ~  /9)B--'  Zf(fw  +  x) {u  —  a) {u    -  ß)] du.  (9) 

VI.  Es  seien  nun  Ä  und  B  positive,  gebrochene  Zahlen 
grösser  als  1,  oder  imaginäre,  mit  ebenso  beschaffenem  reellen  Be- 
btandtheil.  Man  setze: 

Ä  =  a  +  Ä^,     B  —  b  -[-  B^, 

wo  a  und  b  positive . ganze  Zahlen,  A^^  B^  positive  echte  Brüche  be- 
deuten, und  betrachte  die  Gleichung: 

(m  +  x)  Y"  +  [A,  +  B,-    [a-\-  ß)  {m  +  x)\  Y'  + 

^[-A,ß—B,a  +  (xß{m-\^x)\Y=0,    (10) 

welche  sich ,   wie  mau  sieht ,  von  der  zu  integrirenden  Gleichung  {A^ ) 
blos  dadurch  unterscheidet,  dass  A^  und  />\  an  die  Stelle  von  A  und 
B  getreten  sind,  und  deren  Integral  Y,  da  A^  und  B^  positiv  und  <Cli 
zufolge  IV.,  oder  beziehungsweise  V.,  als  bekannt  anzusehen  ist. 
Setzt  mau  in  (10): 

nnter  z  eine  neue  Veränderliche  verstanden ,  so  verwandelt  sich  diese 
Gleichung  in  folgende : 

{m^x)z"  +  [^^-]-B,-\-{a--ß){m-\-x)\z'-\-A,{a  —  ß)J^  =  0, 

Differcnzirt  man  diese  Gleichung  a  mal,  indem  man  sich  hiebei 
für  die  beiden  ersten  Glieder  der  Gleichung  des  bekannten  Ausdruckes 
[§.  329]: 

d»         _    d''v       (n\  du  d^-H       (n\dH  d^'-H  d"u 

bedient,  welcher,  wenn  einer  der  beiden  Faktoren  des  Produktes  uv, 
wie  im  jetzigen  Falle,  eine  Funktion  1**"  Grades  ist,  mit  dem  2**" 
Gliede  abbricht,  so  erhält  man: 

{m  +  x)£(''+^)  + 

^[A,+  a+B,  +  {a  —  ß){m  +  x)]z(-^'^  +  {a-ß){A,  +  a)zO')==0, 

d.  i.,  für  A^  -{-  a  seinen  Werth  A  setzend: 

(w  +  a;);^«+2)+[-4  +  5i  +  (a  — /?)(t»  +  a;)]^(«+^)  +  J.(«  — /9);er(«)  =  0. 

Diese  Gleichung  geht  durch  Finführung  einer  neuen  Veränderlichen  / 
mittelst  der  Substitution : 


ober  in: 

(.»  +  i)f  +  M+'',  + (/■'-«)(» 

und  mau  erhält  durcti  b  maligc  DifTcrc 
(w  +  x)  (f'' ' 
+  [A  +  It,  +  b  +  iß  "  o)  (m  4-  ^)l  (<" 
oder,  fflr  ^,  +  6  den  Werlh  li  setzen 
(«  +  ^)i"'^«  +  [^  +  ß  +  (^  -«)(»«■ 
Setzt  man  bier  cndlicli  -. 

!•<•>  =  ,   ^^ 
SO  kommt: 

(m  +  *)  »"  +  [J  +  7f  -  (ß 
+  \-.Afi  Ba  +  atii 
welches,  wie  man  sieht,  wieder  die  Gl. 
Die  Gleichungen  (jv),  (q)  und  [r 
zwischen  den  Integrale«  j/  und  Y  der  G 
hat  nftmlich  aus  den  besagicn  drei  filci 
ginnend : 

somit,  diese  Wcrlhc  in  einander  suhslit 


y^'^^'tV 


-ß)' 


Das  vollständige  Integral  Y  ist,  * 
die  Gl.  (8)  oder  hcxichungsweise  (9)  gi 
1\  an  die  Stelle  von  A  iind  Ti  setzt, 
grals  y  unterliegt  dalier,  da  der  Ausdi 
erfordert,  keiner  Schwierigkeit,  Das  eir 
gehenden,  particulflrcn  Integrale  ergibt 
nach  der  Methode  des  §.  5-'4. 

VII.   Haben  endlieh  die  beiden  ZaI 
Zeichen,  ist  also  etwa  in  Gl.  (.1,): 

A  =  ~'-a  +  A^,      II 
unter  a  und  b  ganze   positive  Zahlen, 
echte   Bräche   verstanden,    so   vergleich 
folgenden: 
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:)  r-  +  IÄ  +  {B.  -  1)  -  («  +  ß)  {m  +  X)]  r  + 

[-Aß^iB,-  !)«  +  «,?(,»  +x)]  ¥  =  0,  (12) 

der  Form  nach,  von  (Ä^)  irar  dadurch  unterscheidet,  dass 
er  Stolle  von   B  st^ht,  und  deren  Integral  Y,  da  nunmehr 

1  gleiche  Zeichen  haben,  nach  dem  Vorhergehenden  ge- 
;n  kann.  Aub  Y  findet  man  nun  durch  eine  der  in  Vi. 
L  ganit  ähnliche  Rechnung  das  Integral  ff  der  gegebenen 
littelgt  der  Substitution : 

Y=ei'^^ 
ikmlich  ans  (12): 
[A  +  (B,-l)  +  iß-a)im  +  x)]0'-\-{B-l){ß-a)^=O. 

wir  diese  Gleichung  {b  -\-  1)  mal,  so  erhalten  wir: 
{m  +  a;)^i''*3)  + 
hÄ  +  (^-«)(w  +  x)]^"'^^'  +  (/f,  +  ö)(/^-«)£('-il^U, 

-|-  b  seinen  Werth  B  setzend: 

■>+[Ä-i^B  +  (ß-c>]{m  +  x)y-»*^)  +  B{ß-a)^"'*'i=0; 
tng  endlich  geht,  wenn  wir 

Igende  aber: 
+  x)ff'  +  IA+  B-{a  +  ß){m+  x)]ff  + 

+  [~-  Aß-  Ba  +  aß{m  +  x)]y  =  ü', 
ir  die  Gl.  (A^)  ist.  Die  Integrale  ff  und   Y  der  GIgn.  [A^] 
ngen  also  mittelst  der  Formeln : 

Y  =  e^-^s,     Äl''+')  =  <^-|*-'y 
US  welchen  folgt: 

weiter  Fall.  Hat  die  Gl.  U,  =  0  zwei  gleiche  Wurzeln  a, 


Bf  =  -  +  (Vi: 


"-ik^ 


-  +  !(»-«)•, 
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und  die  Hitfsgleichung  (10),  (§.  524]  zur  Besttinmung  der  Greiizeu  wird; 

{n  —  afe<-i«*')-~^  =  0, 
welche  jedoch   nicht   zwei,    zu    Inteßrattoiisgrenzen   i^ceigoele   Wurzeln 
darbietet,    daher   die  Methode  des  §.  524    in  diesem  Falle  uoniiUelbar 
auf  die  Gl.  (1)  nicht  mit  Erfolg  angewendet  werden  kann. 

Fbhren   wir   zun&chst   in   die  Gl.  (A)  für  o^,  a,,  a^,  b^,  6,,   die 
aus  der  identischen  Gleichung: 

^±^^-"  +  ,-^  +  ^. 

sich  ergebenden  Werthe: 

a^  =:  h^m,  «,  :=^  6j  (ß  —  'iamj,  a^  =^  b^  {nia'  —  £a  -\-  A), 
b,  =  —  2&,a,    6„  =  6J,a^ 
ein,  so  erhült  sie  folgende  Gestalt: 

{n,+x)9-'  +  lB~2a{fn  +  x)]},-+\A-Ba  +  a^('n  +  x)]s  =  0.  (A,) 
Setzen  wir  nun 

y  =  e"-^  « , 
EO  verwandelt  eich  diese  Gleichung  in : 

(m  +  x)  e"  +  Be   +  Ai  =  Ü,  (14) 

welche  durch  Einführung  einer  neuen  unabhängigen  Variablen  ^  mittelst 
der  Substitution: 

?=■»  +  « 

in  folgende  flbergebt*): 

l^  +  (2«-')J  +  4^5'  =  0.  [B) 

Ffir  diese  Gleichung  ist  nun: 

woraus  erhellt,    dass   dieselbe  unter  die  Form   der  Gl.  (^, )  füllt,    und 
somit  nach    den  im  vorhergeheDden  §.  entwickelten  Methoden   in   allen 


')Esi 

t  Dämlich: 

dz       dl    <Ü       „      dH      dH  1  di  1 
^  äs:      dl'dx'^       dx"      di-'\dxf 

Aue  der  Gl. 

1'  =  ™  +  .  folgt  aber:  g  =  l,    g 

dr  SJ  '  ^       d^  ■  4|'  "  di  ■  4J' ' 
welche  Werthe,  in  Gl.  (14)  subEtituirt,  die  Gl.  (fi)  geben. 
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FAllen   integrtrt   werden   kann.    Ist  dann   £=^(|)   das  Integral    der 

Gl.  (-B),  soistir  =  gi(V»t +a:)  jenCBderGl.(i4)  anA  i/  =  e"^(f{Vm  +  x) 

das  Integral  der  gegebenen  Gl.  {Ä^). 

Hrittor  Fall.    Es  sei  nnn  in  Gl.  {A)  fc,  =0,  diese  Gleichung 

somit  von  der  Form  i 

«.?■■  +  (o.   +  ö,-^)  y'  +  K  +  M)  3/  =  0,  (15) 

so  wird ; 

-ü-  =:  --* .  -  -  -'-  -'-    y  ^  m  +  nu  + ,  (r) 

(7,  6,«  +  6„  ^        ^M  — o'  ^ 


^=ft" 


und  das  Integral  der  Gl.  (1)  ist: 

„  =  £(„- »)'-'«■'"•"'*'■■■*  (16) 

WO  die  Integrationsgrenzen  i*,,  «,  Wurzeln  der  Gleichung 

(„_«)%''("'*'>-i"'''=:0  (17) 

sind.  Diese  sind  verschieden,  je  nach  Bescliaffenbeit  der  Werthe  von 
A  und  K. 

1)  Ist  .d   positiv  und   «   negativ,    so   hat   man   als  Wnrzeln   der 
Gl.  (17): 

u  :=a,  u^=  +  <x> ,  u  =  —  <a  , 
somit  als  vollständiges  Integral  der  Gl.  (15); 

oder,  wenn  man  im  1*^°  Integrale  u  —  a  =  l,  im  2'«"  u  —  «  =  —  X 
setzt,  und  die  Grösse  e"™  *  *""'  mit  den  willkürlichen  Corstanten  ver- 
einiget : 

,  =  .-£'l'-'  el-'-[C,.*«""'-"'  +  C,.-'<-"*"'l  <M.    (18) 

2)  Ist  A  and  «  positiv,  so  sind  die  Wurzeln  der  Gl.  (17): 

„  =  „,    „  =  +o,V^l,    «=-«V-^; 
das    vollstindige    Integral    der   Gl.   (15)    ist   in    dieeem   Falle,    wenn 
=  V-i: 


j,=c,j;'(.-4'-''" 
+<'.£"'"-")'"''" 

Setzt  man  in  dem  l^'"  dieser  Int 
u  —  a^:  ■--  li,  wodurch  die  Grenzen 
werden ,  so  verwandeln  sich  dieselben , 
Faktor  /e"'"*l""',  welcher  sich  mit  dei 
einiget,  mit  Benützung  der  bekannten  Rt 
in  folgende : 

+  c;e"'|"il^"'c-i"*''(cos 

wo  der  Kflrze  wegen  iV=  ^  (»» +  a;  +  wci 
Vereinigung  je  zweier  mit  derselben  trigi 
teten  Integrale,  wenn  man  noch  C^-\-  C.^ 

-\-  C  CQsX(m  +  X  -{ 
3)  Sind  beide  Zahlen  Ä  und  n  negi 

Gl.  (17):  u  =  —  x  and  ((  =  +  0=  und 

diesem  Falle  unter  einer  unbrauchbaren  . 

dem  Integralzeichen  innerhalb  der  Integ: 
4]    Ist    endlich    ^  =:  0    oder    negi 

w  =  — odV— 1  und  M^^  +  a^V-'-TT    d. 

erhält  hiemit  ein  particuläres  Integral  de 


"IIc-")'"" 


Wie  man  sieht,  bietet  in  dem  hier 
Methode  des  §.  524,  nnmitlelbar  auf  die  gi 
nicht  immer  das  vollständige  Integral  der 
Spitzer  auch  hier  dnrch  folgende  Tiansl 
nSmlich  die  aus  der  identischen  Gleiclmn 
aj=;(ijK,  (i,^Ä,{tM^ — na),  %=i 
in  die  Gl.  (15)  ein,  so  erhalt  sie  die  Fo 
wy"  +  (m  +  X  —  na)y  +  [A- 


f^-y 
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Setzt  man  nun  : 

so  erhält  man: 

n&*  -f-  (***  +  ^  +  ^«)  ^'  +  ^-8'  =  0, 
welche    Gleichung    sich    durch    Einführung    einer    neuen    unabhängigen 
Veränderlichen  §  mittelst  der  Substitution : 

^  =  (w2  -|-  a?  +  naf' 
in  folgende  verwandelt: 

4«$£-+2(«  +  i-)|+^'^  =  0.  (20) 

Diese  Gleichung,  für  welche 

U,  ~  4nu^  +  2u         u    '^        V  1 

^  2n 

wird,  ist  wieder,  wie  man  sieht,  ein  specieller  Fall  der  Gl.  {Ä^),  und 
kann  daher  nach  den  in  §.  525  gegebenen  Methoden  in  allen  Fällen 
integrirt  werden. 

Vierter  Fall.  In  diesem  letzten  Falle  endlich,  wo 

die  Gl.  (1)  also  von  der  Form: 

ay  +  a,y'  +  {a,+x)y  =  0  (21) 

ist,  hat  man 


U= 


und 


y  =  p  e"^"^  ^^)  +  JflittVifli«»'  ^^, 


Die  Gleichung  zur  Bestimmung  der  Integrationsgrenzen  ist: 
jelcher  die  .Wurzeln  der  Gleichung 


ti^  =   00 


Genüge  leisten.     Diese  sind,    wenn  wir  mit  f«,,  \i^y  [i^  die  drei  Cubik- 
wurzeln  aus  —  1  bezeichnen :  /«,  oo ,  \^i^  oo  ,  //.j  oo  ,  und  wir  können  hiernach 


i 


findige   Integral   der   Gl.  (21)   in   folge) 
halber 


[?,  ('■"'"fff")  du  +  Cj  J'  '  f^C^  du  +  t\ 

c,  +  C,  +  C,  =  0. 
sich   von   der   Richtigkeit  dieses   Aasdr 
nnr  der  Substitution  desselben  in  die  C 
testandtheite  desselben  hat  die  Formt 


9=cf^~' 


n  nach  x  genommene  DiiTerenjiial<|uotien 

y  =  Cj      Uf1'<'^  (tu,    y   =  C'J      «' 

'.    man   diese   Werthe    in    die   Gl.   (21), 


,  +  «  +  «,•  + »,«')  ••"' 

'rmd.f{i,)=chl'»'\'' 
Bi^ebniss   der   Substitution   der  Summe 


•  Aosdrock  ist  in  der  That,  wie  es  sei 
lie  oberen  Grenzwerthe  die  eingeklamm 
,  w&lirend  für  die  unteren  Grenznerthe 
'1  +  <^s  +  C^  reducirt,  welche  Summ 
Redingung,  gleichfalls  der  Nulle  gleich  i 

Einige  Beispiele  mögen  zur  Erl&nteran 
Paragraphen  entwickelten  Methoden  die: 
ie  gegebene  Gleichung  sei: 

^y"  +  {5  +  a;)  y  4-  2j  =  C 

C^  _  5w  +_2  __     3  2 
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m^O,   uDd  vermöge  Gl.  (2), 


y  =  I       e''^(«  -)-  l)*Mrf», 


;ral,  da  A  und  S  positive  ganze  Zahlen  sind,  in  geschlossener 
kelt  werden  kann ;  man  findet,  auf  dem  in  II.,  §.  525, 
Vege: 

iges  Inteip^l  der  gegebenen  Gleichung, 
die  Gleichung: 

xy    —  (3  +  j;)  y  —  2a;.»»  =  0 

V^  _       —  3m 1_  2 

V\  "^  M*  —  M  —  2  T        M  +  1  '    M  —  2 ' 
=  0,  J^—  1,  B  =  —  2,  «  =  —  1,  |9=2; 
der  vermöge  der  Gl.  (7),  §.  625: 

J'  =  ^*jl/""f"  +  l)*(«-2)dM, 
lurch  EntWickelung   dieses  Integrals  nach  den  Formeln  (*») 
en  §.  als  allgemeines  Integral: 

y  =  C,e-'(1  +x)  +  C,e"(2  -  4a:  +  Zx''). 
die  Gleichung: 

xff"  +  2{\  +x)i,-  +  {3  +  x)i,  =  0 

_      2m  -f  3       _  2m  +  3  _         i ,        2      . 

-  „^"+ 2«  + 1  ~  («  +  i)'    (»  +  1)"     w  +  r 

IS  also  hier  mit  dem  Falle  gleicher  Wurzeln  der  Gleichung 
thnn  [2^"  Fall,  §.  527].  Mittelst  der  dort  vorgeschriebenen 
Drmationen : 

g  =  e-'e,  t  =  x, 
sich  unsere  Gleichung  zunäclist  in  folgende: 


^d|" 

1  + 

'* 

,  +  *^' 

j  =  0. 

ese 

Gleichung  1 

kat 

man 

nun: 

3« 
—  »■  +  4 

=  , 

«+' 

2V-i 

+  — 

-W- 

somit  ^  =  ^,  B=f,  «=  -2V— 1.  ^  =  2y-  I  ,  un 
nach  diese  Gleicliung  zu  den  in  VI,  und  V.  biitraclite 
lassen  wir  also  1' das  Integral  einer  Differenzialgl 
welcjio  sicli  von  jener  (//)  nur  dadurch  untersclieidet, 
die  Stelle  von  ^  =  |.  und  B,  =  j  an  die  Stelle  voi 
sind,  BO  ist  gemfiss  der  Formel  (9)  in  V : 


und  sodann  das  Integral  der  Gl.  {B),  vermöge  Formt 

oder,  wenn  mau  die  angezeigten  Differenzialijnoticnten 
e  =Y"  +  4  Y. 
Bevor  wir  in  diesen  Ausdruck  den  Werth  von  T  si 
wir  denselben  umformen,     fetzen  wir  n&mlich  tt  =  t 

wird  derselbe: 

oder,  da  f"-''  ^  cosr|  +  *  6inf|: 

'J-,    V<    ••■  "J..    H  — • 

Jedes  dieser  beiden  Integrale  zerfallt  in  zwei  ani 
das  mit  sinr^  behaftete  gleich  Null  ist  [§.  44(1,  £ 
andere,  welches  cosr|  enthält,  von  0  bis  +  2  doppelt 
kann.  Setzen  wir  also  2C,/^  C,  2(7ji  ^  C,  so  wir 

J.V4-."       ^     J.V4   -.-    '-^ 
Dieser  Werth,    sammt  jenem   seines    2*»"  Differenzial 
die  Gleichung  e  ^  Y"  +  iY  substituirt,  gibt : 

£■  =  C  p  cos  r^  V 4  —  r-',lr  + 

+  c£  jcosri;[(4  -  .')/ 1,^(4    -  .^)1  -  g'J-sin 

als  Integral  der  Gl,  (B).   Setzt  man  endlich  ^  =: -^/x. 
Eo  hat  man: 


.        ,      '2r|         dv 

es  Integral  der  vorgelegten  Gleichtiiig. 
ie  Gldchong: 

xy"  -f-  2aj'  —  ft*3;y  ^  0 


iD  (K;  n  <;  1 ,   das  volhtandige  Integral,   nach  §.  525 


a  der  bequemeren  Form  negen  hv  stall  u  schreibt : 

Werthe  von  a  gilt  nur  das  zweite  mit  6',  mnltiplkirte 
egral,  während  das  erste  aucli  in  dem  Falle  besteht, 
Jebrigens  kann  nach  §.  525,  VI.  das  allgemeine  Integral 
I  aufgestellt  werden. 

:h  a]>  1,  also  etwa  o;=a,-f-a',  wo  a'<[  l,  nnd  a,  eine 
hat  man  (Gl.  {11),  VI.]: 

'^J_,  (..-■).- +  '!'-■  J_,pi--,).- 

a  eine  ganze  Zahl  ist,    erhalt  man   dnrch  Entwickelung 
r  des   anderen   der  beiden  particul&ren  Integrale  in  (ji), 
positiv  oder  negativ  ist,  nach  §.  523,  II.,  das  vollständige 
igebenen  Gleichung  in  geschlossener  Form, 
ral  der  Gleichnng 

xy"  +  2oy'  +  hi^xy  =  0 
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ergibt    sich    unmittelbar    aus    den    vorstehenden    Formeln,    wenn    man 

b\  —  1  an  die  Stelle  von  b  treten  lässt;  die  imaginäre  Form,  in 
welcher  die  Integrale  sodann  erscheinen,  wird  in  ähnlicher  Weise,  wie 
im  3***"  Beispiele,  beseitiget. 

628.  Bei  der  Wichtigkeit,  welche  den  linearen  Differenzialgleichnngen 
in  den  Anwendungen  der  Mathematik  zukommt,  wollen  wir  noch  eine 
Methode  kennen  lernen,  welche  zur  Integration  derselben  oft  mit  gatem 
Erfolge  angewendet  werden  kann. 

Sie  besteht  im  Wesentlichen  darin,  dass  man  die  vorgelegte 
Differenzial gleich ung,  in  der  Regel  mit  Zuhilfenahme  schicklicher  Trans- 
formationen durch  Einführung  neuer  Variabel n,  fi  mal  differenzirt,  wobei 
/{  eine  vorläufig  noch  unbestimmte  Zahl  bedeutet,  welche  sodann  derart 
gewählt  wird ,  dass  als  Resultat  der  Differenziation  eine  einfachere, 
leichter  integrirbare  Differenzialgleichung  erscheint.  Man  erhält  dadurch 
das  Integral  in  Form  eines  Differenzialquotienten  mit  allgemeiner 
Ordnungszahl. 

Wir  wollen  dieses  Verfahren  auf  die  in  den  §§.  525  and  526 
behandelte  Differenzialgleichung  2^^^  Ordnung : 

(«2  +  h^)  y  +  («1  +  \^)  y  +  («0  +  K^)  y  =  ^       (^.: 

anwenden   und    biebei    die    dort    unterschiedenen   Fälle    besonders    he- 

« 

trachten. *) 

Im  ersten  Falle,  wo 

ij^—'^'^u  —  a'^n  —  f 
geben  wir  der  Gleichung  (^)  wieder  die  Form: 

(m  +  xj  1^"  +  [^  +  5  -  («  +  ß)  (m  +  x)\  y  + 

+  [_  ^^  _  Ba  +  cxß{m  +  x)]  y  =  0,     {A,) 

welche  Gleichung  sich  durch  die  Substitution  : 

y  =  f"^  z 
in  nachstehende  verwandelt : 
{m  +  :r)  /'  +  [^  +  7?  +  (a  —  ß)  {m  +  a;)]  /  +  ^  (a  —  /?)  j?  =  0. 

Differenziren  wir  nun  diese  Gleichung  /<  mal,  unter  \i  eine  noch  an- 
bestimmte  Zahl  verstanden,  so  erhalten  wir: 

(m  +  X)  ^(i^+2)  j^  ^^^  j^  j^  j^  B  -^  {a  —  ß){m  -\-  x)\  ier(."+i)  ^ 


''')  Spitzer,  Studien  Über  die  Integration  linearer  Differenzialgleichungen. 
I.  Thl.,  S.  15,  28  u.  35. 
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welche  Gleichung  fflr 

fl  =:  —  A 

in  folgende  fibergeht: 

(tn  +  x)  ^(-*+2)  +  [7?  +  («  -^  ß){m  +  x)]  ^(-'«  +  »)  =  0, 

deren  Integration  keiner  Schwierigkeit  unterliegt,    da  sie  die  Trennung 

der  Veränderlichen  zulässt.  Es  ist  nämlich  js^-^-*-^)  =  - —    ;  man 

dx 

kann  daher  die  Gleichung  in  folgender  Form  schreiben: 
dei-*-^^       Ii  +  {a-fi)  {m  +  x)       _ 

das  Integral  derselben  ist: 

/;s(-^  +  i)  =  —  Bl{m  +  x)  +  {ß  —  a)  x, 

oder: 


'  I 


A--Ai\)  __. 


(w  +   ^)^* 


Hieraus  folgt: 


und  somit 


y  =  e 


1   r  e(^  «)"  1 


Vertauscht  man  hier  A  mit  JB,  und  a  mit  ß^  so  erhält  man  das 
zweite  particuläre  Integral;  das  allgemeine  Integral  der  gegebenen 
Diiferenzialgleichung  ist  daher: 

Dieser  Ausdruck  gibt,  wie  leicht  einzusehen,  unmittelbar  das  voll- 
ständige Integral,  wenn  A  und  B  reelle,  ganze  und  positive  Zahlen  sind. 

Ist  J.  =  0,  so  hat  man,  da 

ist,   und  der  Faktor  (a  —  /?)^~^  mit  der  willkürlichen  Constante  ver- 
einiget werden  kann: 


y 


fcC^-«)-«  dx 


'="'  +  ii- :-„<.  +  . 
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Dieser  Fall  tritt  bekanntlich  ein,  venn  U^ 
scliaftliclten  Faktor  u  -  -  n  Imben. 

Ist  Dor  A  rcel),  fiianz  und  positiv,  so  ergi 
G  i  n  particuläres  Integral : 

und  man  findet  das  zweite  in  einfaclister  Form  i 
Sind  aber  A  und  B  negativ,  so  wird  man 

Gleictiang  mittelst  der  Substitution : 

y  =  (M  +  a:)'- ■*■■"« 

in  eine  andere  transformiren ,    auf  welche  sodanr 

angewendet  werden  kann. 

Im    zweiten  Falle,    wo  die  Gl.  ü,  =  0 

hat,  und  somit 

u,  -  "•  "^  («  - 
ist,  hat  die  Gl.  {A)  die  Form  [§.  h-lVy]: 
(»»  +  ar)y'  +  [/(-2a(«.+a;)ly'+[J-B«  +  a 
und  verwandelt  sich  durch  die  Substitution : 

iü  naclistebeude  [§.  52ß] : 

(m  +  x)  e"  +  Be  -^r  Ae — 
Differenzirt  man  diese  Gleichung  ft  mal,  so  erhä! 

(«.  +  a;)^'''^^i  +  (ß  +  ^}^''+"  + 
und  wenn  mau  hier 

setzt,  und  mittelst  der  SubsUtntJon : 

die  neue  ouabhlliigige  Veränderliche  ^  einführt: 


so  geht  diese  Gleichung  Aber  in  die  einfachere : 


lach  §.  522, 

Z=C,f"'l'-^  +  a,,  ■II'- 1 
nan  nun  wieder  £  =  yni  -j-  x,  nnd  beachtet,  dass 
dl-WZ 
'  =  -*.->•■    "  =  "     '• 
as  Inlegial  der  Gl.  (^A^)  io  folgender  Gestalt: 

'"  i'^-'-i  [C.e-l'=«-"'  +  C.«-'l'~«--)| ,  (3) 

:heil   angewendet   wird,    wenu    B    -  ^  Null   oder  eine 

iahl  ist. 

rt  man  aber  die  Gl.  (A,)  zuvörderst  mittelst   der  Sub- 

ij  =  {m  +  x)'-'>e 

c)  /'  +  [a  ~  ß  ~  2«  [m  -\-  x)e   -\- 

-\- [A  +  Ba  —  2a  -{■  a*{m  -Jf-  x)\e  =  0, 
diese  obiges  Integnttionsver fahren  an,   so  gelangt  man 
Drm  des  Integrals  der  Gl.  [A^): 

\'-"e''-^~"^[C,e*^^-^^-"''1    +  G,c-^t'-"""')l,     (4) 

mit  Vortbeil  bedient,  wenn  %  —  B  entweder  Nnll  oder 
ive  Zahl  ist. 
n  Falle,  wo 

^«  =  m  +  «1*  4-  ^  _  ^ , 

Q  integrirenden  Gleichang  {Ä)  wieder  die  Form  [S.  498] : 
m  ^  X  -  na)  !,■  -\.  [Ä  -  a{m -\- x)]  y  =  0 ,  {A^) 
Tst  an*},  es  sei  A  eine  ganze  und  positive  Zahl, 
setze  man: 

nitgetheilte  lategrationsrerfahren  verdanken  wir  etaer  gutigen 
aerru  Prof.  S.  Spitzer. 


TTTry 


"« 


^3 


£1    •     . 


1», 


er 


f. 

r- 
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so  geht  die  Gl.  {Ä.^)  über  in  folgende: 

n/'  r|-  {m  -\-  X  -\-  na)  z  -\-  Az  ^=.  i) ,  (tu) 

welche  Gleichung  zunächst  für  den  speciellen  Fall  ^  =  1  leicht  zu 
integriren  ist.  Setzt  man  nämlich  ^  =  1  und  bezeichnet  den  ent- 
sprechenden Werth  von  z  mit  z^,  so  hat  man  die  Gleichung: 

nz^'  +  (w  4"  a;  4"  w«)  ^/  +  ^1  =  0,  («) 

welche  sofort,  einmal  integrirt: 

nz^  +  (^w  -|-  a:  4-  wo)  ^,  =  C, 

gibt,  wo  C  eine  willkürliche  Constante.  Aus  dieser  Gleichung  folgt 
aber,  nach  §.  509 : 


(m  +  .c+wa)=  p  r  (Hi  +  .r  +  iia)'        -■ 


(i^) 


C 


wo  Og    für  "    gesetzt   ist,    und  (7j   eine   zweite   willkürliche   Constante 

bedeutet. 

Differenzirt  man  nun  die  Gl.  (n)  {A  —  1 )  mal  so  erhält  man : 
.,,^^M  +  i)  _|_  („j  ^  a;  4-  w«)  ^j^^)  4-  ^^,(*-i)  =0,  (?) 

und  es  ist  klar,  dass  auch  dieser  Gleichung  der  in  (/?)  stehende  Werth 
von  z^   Genüge  leistet.  Setzt  man  nun: 

SO  geht  die  Gl.  (^)  über  in  die  obenstehende  (w): 

nz"  4-  ( w  4"  ^  +  ^^^0  ^'  4"  -^^  =  Ö 1 

^^-1  z. 
welcher  somit  der  Werth  z  =;=    ,   .    /  ,  oder : 


d^-1  - 


c^x^-i 


r<e 


äx' 

2n 


Genüge  leistet. 

Folglich    ist    das    Integral    der    Gl.    (^3),     wenn    A    ganz    und 
positiv : 


^=  c 


R.r 


r?'*-^ 
^^^ 


(mj-.r-f-nc)'» 
2Ü 


(^ 


Ist  ^  ganz  und  negativ,  so  setze  man  in  (^3) 

(m  +  x)» 

so  wird : 


2n 


J 


und  es  verwandelt  sich  durch  Substitution   dieser  WertI 
iu  Tolgende: 

„/'  -(,n  +  x  +  na)  ^'  +  (^  -  1)  ^  = 
welche  fflr  j1  =  0  leicht  zu  iiitegrireii  ist.  Setzt  mai!  i 
und  bezeichnet  den  entsprechenden  Werth  von  e  mit  ir 

nz"  —  (m  -|-  ^  4"  **")  ^\    ^  ^\  ^=  ^; 
£ese  Gleichung,  einmal  integrirt,  gibt: 

«^,'  —  (»»  +  ;e  +  ««}  5|  =  C, 
and  hieraus  folgt  nach  §,  509 : 


,j.-'^' 


U\  +  0,    e  ^         da; 


Differenzirt  man  aber  die  Gl.  (u, )   —  ^mal,  so  er 
««,<■-*  _(»  +  ,+,„)  j,a-'l  +  (i  -  I)  «,l- 
und   es    ist   klar,    dass   auch   dieser   Gleichung    der    in 
i        Werth  von  «,   genügt. 
Setzt  man  nun : 

;  *,(-■')=?, 

I        SO  verwandelt  sich  (i;,)  in  die  obige  (m,  )- 

m"  —  {»H  +  a;  +  wa)  /  +  (^  —  1 )  5  =  0 

und  dieser  Gleichung  geuQgt  daher  z  =  j^^-  ''•  '■ 
Folglich  ist  das  Integral  der  Gl.  (Ä^),  wenn  Ä  ganz  nn( 

Im   vierten   Falle   endlich    ergibt   sich   das    Inl 
icbsten  auf  dem  in  §    ö26  betretenen  Wege. 
Beisp.  1)   xj/"  _  (1  —  a:)  y'  —  2ff  =  0. 


(7, 

also  Ä  =  l,  B  =  —  '?.,  a  =  —  1,  (l  =  t 
nach   61.  (i)   das   eine   particDläre   Integral 

findet  man  nach  §.521  dos  zweite  j^^j — gdx;  da;>  voUstfindige  Integral 

tautet  demnach: 


,.  +  o..J5' 


dx. 


2)  2xs"  +  (3  —  8a:)  j'  —  {7  —  8x)  y  =  0. 

Es  18t:  tr^  — 2y«_Hyq:8~(tt~2p  +  t7^2-  ^ 
B=^^,  a^2,  m  =  0;  man  hat  somit  vermöge  der  ( 
st&ndiges  Integral : 


i.  nach  vollzogener  Dilferenziation : 

\'lx  y-ix 

■i)  4y"  4  2(2  +  x)  y   +  (■>  +  x)  y  =  0. 


hiernach  erhSlt  man  als  vollständiges  Integial  der  gegel 
nach  (5): 


LK'1''. +«.!'' ■■-]} 


rde.  Der  Ansdmck  kann  au 


wo  C  fOr     -  ^  0,   gesetzt  warde.  Der  Ansdmck  kann  au 
Form  geschrieben  werden : 


weil,    wie   man   mit  Hilfe   der   Gleichung :   ,fadv  =  «f 
findet : 


•if 


den  vorbei^olieiidcn  §§.  belraclitetc  I 

Oucfiicientoii  lässt  aicli  aucli  die  Oleic 

■  i'iX"')  S  +  («0  +  K^  +  c„a:*"')  y  = 

znrflckfflhrcD.    FQlirt  man   nämlich   mittelst   der  SnbstilutioD 

ne  Dene  anabhängige  Veränderliche  $  eio,  so  wird : 

omit  die  Gl.  (I)  in  folgende  flbergeht; 

i'l'S  +  l».(a,  +  m  -  1)1  +  '','»S'l||  +  (».  +  KS  + ' 

nn  setze  man  ^  =  |^,  wo  ^  eine  nocli  unbestimmte  Constant 
)  erliält  man: 

dj   -  5  rfi:  +  *5       '• 

nd  durch  Substitution  dieser  Werthe  verwandelt  sich  die  letzte 
1  folgende: 

'V^i  +  [»(«,  -    I  +  «'  +  y«A)  +  *.«'il^S  + 
h  \l{l  -!).«■'  +  wA{«,  +  <«  -  I )  +  a„  +  f  (6,  +  ft.mA  + 
leslimmi  man  endlich  l  so,  dass 

X{1    -.  I)  ,„^  +  ,„k{a,   +  «,  -  J)  +  a„  =  0 
'erde,  so  erhält  man  die  Gleichung: 


+  (ft„  +  b,mX  +  c^^)e  =  0, 
che,    wie  man  sieht,    die  form  der  in  §.  525  n.  f.  f.  b 
ichnng  besitiit.  Findet  man,  nach  den  dort  vorgetragenen 
=  y(^)  als  Integral  der  Gl.  (;t),  so  ist  ij  ^:  x'-"" (f  (x-)  d 


;  +  " 


II.  (l).  Von  den  beide»  Werthen,  welche  die 
,  kann  irgend  einer,  beliebig  welcher,  gewählt 
&ls  Beispiel  zur  Anwendung  dieser  Transfo: 
ati'sche  Gleichung: 

du 

dx  " 

I ,  welche ,  obgleich  nur  von  der  ersten  Ordnung ,   doch  nicht  fflr 
Werth  von  /(  unmillelbar  integrirt  weiden  kann.  Setzen  wir: 
^  1    d^ 
ay'dx^ 
■wandelt  sich  dieselbe  in  die  Gleichung  2*"  Ordnung : 

e   sofort   als   specieller  Fall   der  Gl.  (1)  betrachtet  werden  ki 
US  dieser  hervorgeht,  wenn  man 
o,  ^  6,  =^  (1(1  =:  Cj  =;  0 ,     b^  =^  —  ab,     m  =  ;i  -f-  2 
Die  Gl.  (ä)  wird  für  den  vorliegenden  Fall: 

^^-1)0-  +  2)^  +  ^0,  +  2)  {,.  +  i)  =  0, 
ir  der  Werth  i  =  0  genügt,  so  dass  y  =  ^^a  =  «  wird,  und  so 
reite  Transfornialion  ganz  entföllt.  Dnrch  die  Snbstitation: 

m  wir  daher  aus  (5): 

Gleichung  bat  nun  dieselbe  Form,  wie  (14)  in  §.  526,  und  g 
man  ^  ^  t*  setzt,  aber  in : 

df  ^/(  +  2  dt        (i,  +  2Y^'~' 
Gleichung  obereinstimmt  mit  der  in  §.  527,  4)  integrirtcn  C 
'2ay'  —  b^xff^O,  wenn  man  |  -^      an  die  Stelle  von  a,  i 


omit   ist,    vermöge   der  Gl.  [p)  in  dem  bezogenen  i 
;e  Integral  der  Gl.  (7): 


=  C,j_,!'"     (.'-1)    '."•<*• 


'€> 


and  hieraus  folgt,  wenn  man  für  l  wieder  ücinen  'Wertli, 


V«"6   x^'"' 
einföhrt,  und  der  Kflrze  wegen  — —  — --:=ssctzt,  als  vollständiges 

3/'  +  ' 
Integral  der  Gl.  (b): 

dessen  üllgcmeinc  Gilligkeit  jcilocli  an  die  Bedingung: 

•2  ft  +  -2 
gebunden   ist.     biese  Bedingung   ist,    wie    man   leielit   sieht,    für   allo 
positiven   Werthe    von    ;i .    und    Tür    solche    negative    crrDllt,    welche 
üivischcn       4  und  —  oo  liegen.  Für  Werthe  von  ;i  :',wisehcn  0  und  —  2 

wird   ^     '   -    negativ,  und  gilt  daiier  blos  das  zweite  particuläro  Inte- 
gral,  während  lür  Werilic  von  (i  zwischen   -    2  und   —  4  die  Grösse 

:  —^       poiiitiv  und  ^  1   wird,    und  daher  blos  das  erste   particulAre 
2 11  +  2 

itcgral  richtig  ist. 

Die  til.  (7),    und   daher  auch  die  Riceati'sehe  Gleichung  kann 

I  geschlossener  Form  integrirt  werden,  wenn 

,  -    ,--  =  +  »■,   oder  ji  =  —  .T^^T 
'2  II +  '2  '■2r  +  l 

t,   unter   r   eine   positive  ganze  Zahl   verstanden,    da  für  alle  unter 

iese  Form  fallenden  Werthe  von  fi  einer  oder  der  andere   der  Expo- 

euten  von  iv'' —  1)  in  Gl.  (8)  eine  positive  ganze  Zahl  wird. 

Die   oben   angewendete  Translormation    der  Gl.  (ö)  ist  unzulässig, 

■n  fi  =  —  2;  die  Gl.  (5)  lanlet  dann: 

d''y  _ahy  ,   , 

en  wir  y  ^=  3^ ,  wo  h  eine  noch  unbestimmte  Constante ,  so  wird 
(9);  h{k  --  l}  =  «i;  bezeichnen  wir  daher  mit  A,.  A,  die  Wurzeln 
ler  Gleichung,  so  ist  das  Integral  von  (9): 

33" 


Für  ,(  =  II  ist  die  Gl.  (5) : 

also  linear  mit  conslatitcD  CoeffidcntcD,  und  ilir 

Per  Kall  <(  =;     -  4  cndlicli,  li.  i.  die  Gleichung 

d'ij  _(ibif 

gestattet  cbcnffLlls  die  unmittelbare  Integration.  Mittelst  der  Sabstitution 

p  =  xc  verwandelt  sich  namlicli  diese  Gl.  in  k^  =  ab,  hieraus  folgt 
h  =  +   yah,  somit  ist: 


4o. 


das  allgemeine  Integral  der  Gl,  (11). 

630.  Wir  haben  uns  bisher  mit  der  Integration  der  reducirten 
linearen  Difieienzialgleichungen  beschäftiget.  Betrachten  wir  nanmebi 
die  complelen  linearen  Difierenzialgleichnngen ,  deren  allgemeine 
Form: 

ist.  Wie  schon  in  §.  520  bemerkt  wurde,  kann  das  Integral  einer 
solchen  Gleichung  immer  bestimmt  werden,  wenn  das  Integral  der 
entsprechenden  reducirten  Gleichung: 

yi-i  +  P,y-')  +  P,y'"-ä)  + +  P,_,y'  +  P.y  =  0     (2] 

bekannt  ist.  In  der  Tbat,  es  sei: 

,w  =^  C,!,,  +  a^,j,  +  C,^,  +  .  .  .  .  +  C,y.  (3) 

das   allgemeine  Integral   der  Gl.  {'i),    in  welchem  bekanntlich  C, ,  (\. 
.  .  .  .,  C„  willkürliche  Gonstanten,  «  an  der  Zahl,  bedeuten,  so  würde 
es  genüger,  eine  dieser  Grössen,  z.  B.  C„,  nicht  mehr  constant,  sondern 
als    eine    —    angemessen    zu    bestimmende    —    Funktion    von    x   zn 
betrachten,    um    den    Ausdruck    (3)    in    das    Integral    der    complet' 
Gleichung  (1]  zu  verwandeln.     Denn  gesetzt,    es  wäre  ii  =^  (f{x)    d 
Integral  der  Gl.  f  I ),  so  dürfte  man  nur  C„  durch  eine  solche  variah 
Funktion  von  x  ersetzen,  welche  der  Gleichung 

C„=  ^  {tf^^x)  —  Cjff,  —  C^y,    -  C^y^— —  C.-,y,_i| 
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t,  da  für  diesen  Werth  von  C,  das  Integral  {-l)  Jer 
nchang  in  jenes  der  completen  (ibergeht. 
1  Zweck  werden  wir  nun  erreichen,  wenn  wir  samnitliclie 
^alil,  variabel  inachen,  wodurch  wir  den  Vortbeil  erlangen, 
)  Bedingungen  aufstellen  zu  können ,  deren  WabI  so 
len  kann,  dasa  dadurch  die  Bestimmung  dieser  noch  un- 
nktionen  von  x  möglichst  einfach  wird. 
agten  ?.n  Folge,  wird  das  Integral  der  completen  (iteichuug 
;  Form  Laben,  wie  jenes  (:()  der  reducirter,  nur  mit 
iede ,  dass  im  ersten  die  €  Fnnklionen  von  x  bedeuten, 
flhnten  [n  —  I)  Bedingungen  mögen  nun  darin  bestehen, 
Differential (|uolienlen  von  //  vom  1'''"  bis  /um  (i;  —  l)'"' 
I  Form  seien,  sowohl  aus  dem  Integral  der  vc'Jucirten 
jenem  der  completen  Gleichung.  Dann  bekommt  aber  nur 
renzialquotieut  i/'">  einen  gewissen  die  (,'  entbaltenden 
rbeigefQhrt  durch  die  VartahilitAt  der  V,  und  durch  Sub- 
jt  und  seiner  DifFerenüialquotienten  in  die  (il.  (I)  wird 
dieser  (ilcti^hung  sich  auf  i'  reduciren.  Setzt  man  daher 
c),  so  ist  offenbar  der  Gl.  (I)  Genüge  geleistet. 
Iianismus  der  Rechnung  ist  hiernach  folgender. 
ifferen/tation  erhalt  man  aus  (3),  die  C  als  Funktionen 
itend  : 

y  —  ^>  A,  +^2 .1.  +  —  +  '^"'irz  + 


■  vorausgesetzten  Gleichheit  der  Form  der  Differen^ial- 
r  integrale  der  completen  und  reducirten  Gleichung  muss 
in  der  zweiten  Zeile  verschwinden;  man  hat  daher  als 
;sgleichung : 

her  sich  die  vorhergehende  Gleichung  auf 


raus  folgt  durch  abermalige  Differentiation : 


<lr   ilx        lix   (Ix 
somit  dm-  Voraussetzung  gcrnnss: 


/■■  =  '\'''"i+c,'''"; 

und  vermöge  der  Voranssel/ung: 

dx'^  dx         dx'^    die 
u.  s.  w.    Die  (•«  —  1}'"  üjfferciizialion 

und  die  Bedingungsgleichung : 

d'-%  dC,        <f-*,Vä  rf6\ 

endlich  wird  : 

'  dx"    '    '^-  dx" 


wo  nun  der  Ausdruck  in  der  zweiten  ; 
Zuwachs  ist,  welcher  =^  fix)  zu  sets 
Bedingungsgleichung ; 


ergibt.  Die  Gleichungen  («, )  {«.^),  [n^) 
sofort  7ur  Bestimmung  von  ( ^    C^,  C^, 

Differential  {uolienten  dieser  Grössen : 

Grade,  so  diss  also  Iicse  Differen; 
nus  diesen  Gleichungen  bestimmt  w< 
diesem  Wege : 


dx 


=  <rn(x). 


■)dx,  Ct  =  A.,  +  jtp,{x)dx,  .  .  .  Cn=An-\-^(f^{x)dx, 
allgemeiues  Integral  der  completen  Gleichung  (1): 


+  [^+j'jP.(^)<'^]3'«. 


..A„  nillkävliche  Con^tanteii,  n  an  der  Zahl,  bedeuten, 
trgetragene   Methode   pflegt   man   die  Methode   der 
llkQrlicher  Constanten  zn  nennen, 
diene  die  Gl.  2**'  Ordnung  r 

■  3 +«•»=«')■ 

nvördersl  die  reducirte  Gleichung : 

§.  622  als  Integral  derselben: 

j  ^  C[  cos  ax  -|-  Cj  sin  ax. 
rch  Sifferenzialion ,   indem    (7,   und  Og  als  Funktionen 
werden : 


(,„) 


zo&ax  —  0*0^  sinoa;^  nsinac— j-'-  +  a 


—  a  8inaa;-=-^  -j-  «  cos  »w;  -  -  ■  =  f\x).  \n) 

la.  (m)  und  (n)  folgt : 

■ smax.fix),    — --^- =     cozax.fix). 

a  ^  '      dx        a  •  ' 


t  man  diese  Werthe  an  die  Stelle 
drten  Gleichung,  eo  ergibt  sich : 
y  =  A^aa6ax  +  A^ 


ündiges  Integral  der  gegebenen  Gl 

.    Der   Methode   iler   Variation   ai 
[i    auch    mit    Vorlheil    zur    Comp! 

Integrals.  Es  seien : 

+   P.^,!"-')  +  P,?/"-  Si  +   .  .  .  + 

legte  Gleichung,    und  ^, ,  y^,  p^,  . 
Wirten  Gleichung: 


y=C,y,  +  C^y^  +  C^y.,  - 

mein  eres  integral  derselben,  wt; 
c  Integrale  mit  ebenso  vielen  wil 
ndung  derselben  wird  mittelst  dei 
n  von  der  Intei;raLion  einer  (tleich 
gomafht. 

^renziren  wir  zu  diesem  Ende  den 
r  f, ,  tj,  .  .  .  C,a  als  Funktionen 
n  jedem  Differenzialqnutienten  d( 
errnhrenden   Bestandtheil   derselb* 


=  c,y\  +  c^y\  +  c^y\  +  ■ 

=  C,y",  +  C.,y\  +  0^y\  + 


BedingangsgleichuDgen: 


dC,„ 

■y-i 

+  y 

+  . 

■  + 

y^ 

tlx 

■y 

~dx 

+  y 

Tx 

+  ■ 

y- 

dx 

?  + ".'-"'^f +  ■■■  +  '"'"■"' Ä=»'. 

t  in  der  Anzahl  (m  —  1)  dadnrcli  gerecbtfertiget  ist, 
össen  C^,  C^,  .  .  .  .  C,„,  m  an  der  Zahl,  neben  der 
g,  dass  der  Ausdruck  (2)  der  Gl,  (l)  Genüge  leiste, 
I  —  1)  Bedingungen,  aber  auch  nicht  mehr,  unterwerfen 
EntWickelung  der  folgenden  Differenzialquotienten  bis 
wir  ferner: 

-  f,».*""  +  0,y^i'"l  +...  +  6'«.v«<"0 
,.+3,^,.-...^*  +  ...+  , „(-.-..__, 

-&  +  ■  ■  ■  + "-'"'  rf.-  ■ 

sieht,  in  y'"*'  Differenzialquotienten  der  Grössen  C  von 
■1  von  der  a^*",  u.  s.  w.,  in  y<"'  von  der  (w  ~m+  l)'''" 
len. 

wir  nun  diese  sSmmtlirhen  DifTerenziaiquotienten  (3) 
Gl.  (1).  so  verschwindet  in  dem  Substitutionsresultatc 
iimtlicher  Glieder,  welche  die  C, ,  C^,  C^,  .  .  .  C„  als 
en,  und  zwar  in  Folge  der  Voraussetzung,  dass  y, , 
ulSre  Integrale  der  reducirten  Gleichung  sind,  deren 
haft  besitzt,  das  Polynom  linker  Ilaud  in  Gl.  (l)  auf 
es  bleibt  somit  eine  Gleichung; 

i  =  /■(»).  (ä) 

DifTerenziaiquotienten   der  Grössen    C, ,  C^, C„, 

I  (w  —  m  +  l)""  enthält. 

T  {m  —  1)  Bedingung^leicbungen  {A),  welche  in  Bezug 

,      ,.    .     dC,      dC,  dC,„  ..„^    ^      .  ^ 

ilquolienten  ■      ,    -7- .... ,     -  —  **>">  1      Grade  sind, 
ax       dx  ilx 


lassea  sich  aun  (m  —  1)  dieser  Differenzial 


ilx  '^      '  dx  '     dx         '  ^  ^   '  <(a;  '  '  ' 

erliUIt,  aus  welchen  Gleichongen  sich  fer 
DilTerenziatioa  die  höheren  Differenzialquoti 
ansgedriickt  durch  jene  von  C,  ergeben.  Si 
Wcrthe  in  die  Gl.  (5),  so  enthält  diese 
quotienten  von  C,,  von  der  1""  bis  zur  (n 
verwandelt  sich,  wenn  wir 

dC,  _ 

(Ix  '^  * 

setzen,  in  eine  Differenzialgleichung  der  (» 

Kann  man  diese  Gleichnng  integriren, 

in  Funktion  von  a:  mit  (»  —  m)  wilthflrlich 

und  (G),   m  an  der  Zahl,   bieten  sodann  ( 

(7^,  .■■■€,„  dar,  mittelst  m  einfacher  Qnadi 

dings  m  willkflrliche  Constanten  eingefohrt 

vorhandene  Anzahl    auf  n    ergänzen,    und 

den  Ausdruck  (2)  das  Integral  zu  einem  v 

Mau  wird  leicht  bemerken,    dass    die.s 

i  Darstellung  des  schon  im  §.  521  ^ 


III.  Von  den  besonderen  Ai 
Differenzialgleich 

K32,  Wir  haben  schon  im  §.  505  auf 

wiesen,  dass  einer  gegebeoen  Differenzialgle 

f{x,  y.  y')  =  0 

nebst  dem  allgemeinen,    mit   einer   willkfir 

Integral : 

F{x,  y,  C}  =  Ü 
noch  eine  andere  endliche  Gleichung: 

VK  ^)  =  0 
Genflgc  leiste,  welche  weder  eine  willkürlii 
aus  dem  allgemeinen  Integrale  (2)  durcb  Sp 
Constante    abgeleitet    werden    kann ,    und 
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ngen   oder   ningulSre  Integrale  genannt 

Betrachtung  in  §.  500  hat  auch  dGii  Grund 
len  gelehrt,  und  iiach(;ewiescii ,  da^  die  be- 
Falle  eine  sulclic  existirt ,  nichts  anderes  ist, 
einhüllenden  Curve  jenes  Systems  von  Curven, 
meinen  Integrale  (•i)  durch  stetige  Aenderung 
nte  C  hervorgeht. 

ittelbar,  dass,  nenn  das  allgemeine  Integral 
lg  bekannt  ht,  die  besondere  Auflösung  der- 
ben Wege  ergibt,  welcher  zur  Auffindung  der 
t  [§.  380].  Differenzirt  mau  nämlich  die  GJ.  (2) 
isultat  der  Elimination   von  C   aus   den  beiden 

dF 

>.  y.  t',  =  ü,  ^f,=(T.  (4) 

;  der  Gl.  (I). 
tifferenzialgleiehnng : 
—  Miy/  +  y*  —  mx  =  0  (m) 

zu    dem    allgemeinen    Integral    zn    gelangen, 
B,    den  in  §514  angegebenen  Weg  betretend, 

i'aktors  2yj/'  — »n:   y^  y  +  y'*  +  1  =  0.    Es  ist 

,    dt/' 
^  .  -j-  ,    womit  sich  die  Gleichung  in  folgende : 

'+1=0,  oder    4^^-  =  -''^ 

al  I  -f-y'^=—  ist,  wo  C  die  willkOrliche  Con- 
en von  /  aus  dieser  und  der  gegebenen  Diffe- 
man  sofort  das  allgemeine  Integral  derselben: 
oder,  wenn  man  statt  C  eine  neue  willkQrliclie 


(^  -  «)*  +  y"  = 


n       n  nun  d        Gleichnng  nach  a , 

dm        hg         n  Differeii/ialquotiei 


)esoiiderc  Auflösung  der  gegebenen  DitTer* 
Iben  gleicbfalls  Genäge  leistet. 

533.  Man  kann  jedoch  die  besondere  Aufli 
lung  auch  finden ,  ohne  das  allgenteine 
eil.  In  der  Tbat  haiiu  das  Sj-stem  der  Ci 
2)  [im  vor.  §.|  durch  stetige  Aenderung  v( 
illende  Curve  nur  in  dem  Falle  darbieten, 
liden.  Diese  Durcbschnittsiiuukle  sind  m 
e,  welche  eben  die  einbültende  Linie  bilden 
It  je  zweier  aufeinanderfolgenden  Curven 
dlich  wenig  verschiedenen  Werthcn  von  C 
jlchen  sich  !:wei  oder  mehrere  der  Cunen 
lien  von  C  gelioren,  die  um  eine  endlicl 
liieden  sind.  In  jedem  Dniclischiiillspunkti 
e  sich  schneidende  eingehflllte  Curven  und 
gemeinschaftliche  Tangente,  während  in  de 
;woilen  Gattung  die  Neigung  der  sich  sehn 
Ibscissenaxe  verschieden  sein  wird.  Hieraus 
WegschaffuuK  der  Wurzel  grossen,  nach  y  v 
en  Grade  sr-in  und  somit  für  y  verschic 
,  wenn  mau  an  die  Stelle  von  t  und  )/  ganz 
welohe  fiberhaupt  y'  nicht  imaginür  mache 
und  1/  Werthe,  welche  l-'unkten  der  einhtlll 
ler  besonderen  Auflösung  (.'l)  Geiillgc  leisten 
der  aus  (I)  folgenden  Werthe  von  r/'  einai 
Damit  aber  die  Gl.  ( I )  nach  i/  gleiche  W 
00,  I.  Bd.]  ihre  l'°  abgeleitete  Funktion 
ff'  genommene  Differential  quotient  gleich  h 

f,=0, 

flckl  diese  Gleichung  die  Bedingung  aus , 
sitng  Gen&ge   leisten    muss.     Diese   selbst  i 
nation  von  j/'  aus  (l)  und  (fi). 


or.  §.  erhaUen  wir  dnrcli  Differenziation  der 
luiig  (m)  iiacli  y' : 


ses  Werllies  von  y   in  die  Gl,  (m): 
i>r. 

nicht  melir  unmittelbar  angewendet  werden, 
aufgelöüt,  also  in  der  Form  y'  =  tp[x,  y) 
nan  aber  (1)  einmal  nach  x,  dann  nacb  y, 
li  diese  Oleichang  impticit  bestimmte  Funktion 
<  erhält  man ; 

'  =  "■  f +  ?>■?=». 

e  äy        ihj     dy 


äf  .^P    ^__  dl' .  ^ 
dx    dx  dy    dy  ' 

die    besondere    Auflösung    erfordert   wird, 

II  gleichzeitig  die  Gleichungen: 

''  =  ^'>'  = 

'      dy 

Blatt  haben,     umt  es  eine  Relation  zwischen  x  und  y,   welche  diesen 

Gleichungen,  und  zugleich  aach  der  Gl.  (1)  Genfige  leistet,  so  ist  diese 

die  gesuchte  besondere  Auflösung. 

In  unserem  obigen  Beispiele  gibt  Gl.  (m)  nach  y   aufgelöst: 

,  __  m  +    Vm^+  imx  —  iy'' 
^  -  -'     'iy  "        ■■ 

hieraus  findet  man : 

dy  ^  ^  »» 

dx  jVw^  -j-  4tBj;  —  4^^ 

dy' ■+  (m*  +  imx)  —  m\m^  -\-  imx  —  iy'' 

dy  ~  2y^V»H^  +  4m3:— ~4j* 

leide  Ausdrücke  werden  unendlich  für  w*  +  4»w  —  4y'  ^  0,  und  da 
der  hieraus  folgende  Werth  y''  =  m.r  +  {  m*  der  Gl.  (m)  GenOge  leistet, 
so  ist  derselbe  eine  besondere  Auflösung  dieser  Gleichung. 


IV.    Von    den   gleichzeitigen 
Olfferonzialglcichui 

G34.  Vs  seien  x,  i/,  z,  .  . . .  Fuuktionen 
änderlichcn  f ,  r  an  der  2^lil ,  zwischen  wi 
geuommenen  DifTcreiizialqaotienten : 

dx ,  d^x (iy , 

dt  ~'^'  ""  ^  ^      '  '  dt   '~  "' 

n  Gleichungen  gegeben  sind,  so  vfird  ein  solcht 

ein  System  gleichzeitiger  oder  simultaner  Differi 

und  die  Aufgabe   der  Integration   derselben   besteht   darin ,    aus  ihnen 

Gleichungen,  n  an  der  Zahl,  zwischen  x,  g,  z....  und  t  kq  entwickeln, 

welche,  die  gegebenen  Piflferenzialgleichungen  vollständig  ersetzend,  die 

abbftngig  Veränderlichen  x.  i/.  s,  ...  in  Funktion  von  I  bestimmen. 

Die  Integration  solcher  Gleichungen  kann  immer  zurflckgeführl 
werden  auf  die  Integration  einer  Differenzialgleichung  mit  uur  zwei 
veränderlichen  Grössen.  Itetrachten  wir,  um  dies  naubzuweiseti,  zanüchst 
nur  zwei  Gleichntigcn  zwischen  zwei  abhängig  VcrfLndcrtichen  x.  g. 
und  ihren  !)il}erenzialr|uotienten  nach  t: 

fit;  x,x\  x' i;l"'>;  i/,  s\  y" ^i"))  =  0  l 

F{t\  x,x.d' j:*!"';  y,y\y" ^1'-))  =  o.| 

Differenziren  wir  die  erste  dieser  Gleichungen  v  mal,  die  zweite  h  mal, 
so  erhallen  wir  mit  Kinschluss  der  gegebenen  Gleichungen,  «  +  r  +  2 

Gleichungen,   aus  welchen  wir  die  Grössen:    i/,  y,  y" y("*''). 

(»  -|-  f  -f-  1 )  an  der  Zahl  eliminiren  können ;  das  Itesullat  ist  offenbar 
eine  ÜiiTerenzialgleichung  zwischen  x  und  /,  deren  Ordnungszahl  die 
grössere  der  beiden  Zahlen  m-\-v,  /( +  «  nicht  übersteigt.  Auf  ähnliche 
Art  wird  man  eine  Gleichung  zwischen  t  und  y  bilden  können  und 
man  siebt  leicht,  dass  sich  das  Verfahren  auch  auf  den  Fall  ausdehnen 
Iflsst,  wo  die  Anzahl  der  Veränderlichen  und  der  Gleiehnngen  eine 
grössere  ist. 

Sind   übrigens   die   gegebenen  Gleichungen   von  1^"  Ordnung, 
kann  man  dieselben  von  der  Form 

voraussetzen,  wo  /, ,  /^,  /!,,  ..../„  Funktionen  von  f,  j;,  y,  e, 

bedeuten.   Es  ist  dann  einfacher,  statt  alle  diese  n  Gleichungen  gleicl 
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zeitig  zu  differenziren ,  dies  nur  mit  einer  derselben  zu  thun,  indem 
man  zugleich  nach  jeder  Di£ferenziation  für  die  durch  diese  Operation 
im  zweiten  Theile  der  Gleichung  auftretenden  Differenzialquotienten 
ihre  durch  die  gegebenen  Gleichungen  selbst  dargebotenen  Werthe 
substitnirt. 

Durch  Differenziation  der  ersten  Gleichung  x'  =  f^,  erhält  man 
nämlich : 

"^   ~  dt  '^  dx  dt  ^  dy  dt  '^  d^  dt  '^ ' 

d.  i.  mit  Rücksicht  auf  die  vorhergehenden  Gleichungen: 

"^  -  dt  ^  dx^'^  dtj^'^  d^^'^ ^*' 

wo  nun  y,   wieder  eine  Funktion  von  t,  x^  y,  z, to  ist. 

Wendel  man  nun  dieses  Verfahren  wieder  auf  die  Gleichung 
x"  =  (f^ ,  an ,  und  setzt  dasselbe  bis  zum  w*®"  Diflferenzialquotienten 
fort,  so  hat  man  die  Gleichungen: 

X  =f^,     X    =  ^1 ,     x"  —  %,     ,     ic(")  =  (fa-u 

n  an  der  Zahl,  aus  welchen  man  durch  Elimination  der  [n —  1)  Grössen: 
y,  ;?,  .  .  .  .  w;  die  Endgleichung  zwischen  x  und  t  gewinnt,  welche  im 
Allgemeinen  von  der  w*®"  Ordnung  sein  wird.  Nicht  selten  ergibt  sich 
jedoch  schon  früher,  bevor  man  noch  bis  zur  n*®"  Differenziation  vor- 
geschritten ist,  Gelegenheit^  eine  Gleichung  zwischen  x  und  t  zu  bilden, 
deren  Ordnungsexponent  dann  kleiner  als  n  sein  wird. 

Man  kann  übrigens  jederzeit  ein  System  gleichzeitiger  DifferenziaU 
gleichangen  höherer  Ordnung  auf  ein  anderes  l*®*"  Ordnung,  jedoch  mit 
einer  grösseren  Anzahl  von  Veränderlichen,  zurückführen. 

Sind  z.  B.  die  Glgn.  (1)  mit  den  Veränderlichen  x,  y,  t,  gegeben, 
und  ist  m"^  fi^  n  y>  v,  so  setze  man : 

X    =  §2,      X     =  §21      ^      ^^^  §3»    '  •  '  '  '  y    X^  =  ^,n    j  '<, 

y  =  1?, ,    y'  =  %'    ^'"  =  %' »  y^""'^^  =  Vn~l  > 

wo  gj,  ^5j,  ...^m-i\  J^p  %»  "-Vn-i  ^Is  ncuo  vou  t  abhängige  Veränder- 
liche zu  betrachten  sind;  man  hat  es  nun  mit  folgendem  System  von 
Gleichungen  l^""  Ordnung  zu  thun: 

fytyX^  bi»  ^2»  *  •  •  •  bni—l»  bm— 1»  J/?  ^n  %»  •  •  •  •  '//i— 1?  ^/i    l)  ^^^^  ^  i 
X  — ^1  =  0,  ^, —  ^2=^1  ^'a — ?3=^^»  "'^  ?m-2— ?m-l  =0, 

Als  Beispiel  mögen  die  Gleichungen: 


M-- 


/ 


'>h 


iS- 


t"* 


{P) 


(3) 
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^JJ a{y-\'z)      dy  _  ß[x  +  z)      de y{xj\-  y) 

dl~         t        '    dt~         t        '    di~         t 

dienen.  Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen,  in  der  Form : 

tx  =  a  (y  +  £-)  (wi) 

geschrieben,  folgt  durch  Diflfereuziation :    x  -{-  ix"  =:ciL{y  -^  e)y  somit, 
wenn  man  in  dieser  Gleichung  för  x\  y\  z\  die  Werthe  setzt: 

fv  =  ax{ß  +  r)  +  ^y{Y  -  0  +  «^(/^  -  0-         W 

Diese  Gleichung  abermals  differenzirt,  gibt  nach  Substitution  der  Werthe 
für  x\  y\  z: 

t^x"'  =  ax{2ßy  -  -iß  —  3y)  +  ay{aß  +  «y  +  /^y  —  3y  +  2) 

+  a^(a/^  +  <ry  +  /^y-3/?  +  2). 

Aus  der  Verbindung   der  Gleichungen  (m)  und  [n)  zieht  man  ffir 
y  und  B  die  Werthe: 

«(y  -ß)y  =  <V'  -  <x'(/J  -  1)  -  aa;(/J  +  y), 

«(y^yj)^  =  _eV'+  to'(y  -  1)  +  oi^[ß  +  y). 

welche,  in  die  Gl.  {p)  substituirt,  folgende  Gleichung  zwischen  x  und  t 
liefern : 

t^x"  4-  U^x"  —  {aß  +  ay  +  ßy  —  l)t3f  —  2aßyx  =  0. 

Diese  Gleichung  lässt  sich  nach  §.  523  integriren;  ihr  Integral  ist: 

x=  C^V'^  +  C^V^  +  Cj^», 

wo  r,,  r^,  r^  die  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung: 

r^  —  r{aß  +  «y  +  /^y)    -  2a/yy  =  0 
bedeuten.    Die  Werthe   von  y  und  e  ergeben   sich    sofort   mittelst  der 
Glgn.  [q). 

Wären  die  gegebenen  Gleichungen : 

dx       y  •\-  ^      dy       X  -\-  z      dz ■*  +  ^ 

dt~      f'    'dt~      l      '    Jt~~~i      ' 

welche  aus  den  vorigen  für  «  =  /?  =  y  ==  1  hervorgehen,  so  erhielte 
man  durch  Differenziation  der  ersten  Gleichung,  nach  Substitution  der 
Werthe  von  y  und  z  unmittelbar  eine  Gleichung  zwischen  x  und  t, 
nämlich : 

dH  _ 

^    dt^        ^^-0, 

deren  Integral  nach  §.  523 : 

X  =  Ct^  +  et  » 
ist.     Durch    Subtraktion    der    beiden    ersten    Gleichungen    ergibt   sich 
nun :    xt  —  y't  =^  y  -  -  x^    oder,    wenn   man   für   x  und  x'   den  eben 
gefundenen  Werth  substituirt : 
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woraus  durch  Integration  [§.  509] 

folgt.  Addirt  man  endlich  die  beiden  ersten  Gleichungen  und  substituirt 
in  der  Summe  für  x,  x\  y,  y  die  bereits  gewonnenen  Werthe,  so 
erhält  man: 

535.  Unter  linearen  gleichzeitigen  Differenzialgleichangen  \^^ 
Ordnung  versteht  man  solche,  welche  die  abhängig  Veränderlichen, 
und  deren  Diiferenzialquotienten  1**"^  Ordnung  weder  in  höheren  Potenzen 
noch  in  einander  multiplicirt  enthalten.  Betrachten  wir  zunächst  zwei 
5o/che  Gleichungen  zwischen  den  Veränderlichen  Xy  y  und  f,  welche 
man  von  der  Form: 

X  ^Vx\qy=  T.     y  +  P^ä;  +  q,y  =  T,  (1) 

voraussetzen  kann,  wo  P,  ö,  T,  P,,  etc.  Funktionen  von  t  bedeuten; 
die  zweite  derselben,  mit  ^,  einer  noch  unbestimmten  Funktion  von  ^, 
multiplicirt  und  zur  ersten  addirt,  gibt: 

^  +  y"^  +  (i^  +  i^i^)  ^  +  (Ö  +  e,^)  y  =  T^  T.A. 

Man  setze  nun  x  -\-  Xy  =  Uy  wo  m  eine  neue  Veränderliche  bedeutet, 
so  wird  X  -}-  Xy^  =  u  —  A'y»  ""<!  <1'g  letzte  Gleichung  geht  durch 
Substitution  dieses  Werthes  über  in : 

xi  +  (P  +  P,^)  n  -  y\V  +  i(P+  P,^)  -  (ö  +  QM  =T^  T,l. 
Bestimmt  man  nun  die  Funktion  X  so,  dass  sie  der  Gleichung: 

r  +  ^(p  +  P,A)-(ö  +  (2,A)  =  o  (2) 

Genfige  leiste,  so  wird 

w'  +  (P  +  P.l)  u  =  T  +  T,L  (3) 

Kann  man  die  Gl.  (2),  welche  nur  X  und  t  enthält,  integriren,  so  sub- 
stituirt man  den  aus  ihr  folgenden  Werth  von  A,  in  Funktion  von  t, 
in  (3),  welche  sodann  nur  u  und  t  enthält,  und,  weil  linear,  immer 
integi'irt  werden  kann. 

Hat  man  drei  lineare  Differenzialgleichungen  zwischen  x,  y^  e^ 
und  der  unabhängig  Veränderlichen  f,  so  bringe  man  dieselben  auf 
die  Form: 

a?'  +  Pic    ■\-qy    +22^'   =  T, 

y  ^P,x\q,y^Ji,z=T,y  (4) 

Hkrh,  Höh.  Mathematik,  II.  3.  Aufl.  34 
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und  man  erhSlt  durch  Addition  derselben,  nachdem  die  2*®  mit  X,  die 
3*®  mit  1^1  multiplicirt  worden,  unter  X  und  fi  noch  unbestimmte 
Funktionen  von  t  verstanden : 

X  +  ly'  +  u£  +  (P  +  A*  +  i'./O  ^  +  (ö  +  <?,>-  +  «i/0  ?/ 

+  (i?  +  ii,X  +  i2,^0  r  =   T  +  r,^  +  T,ii. 
Setzt  man  nun: 

X  -\-  Xy  '\'  [iz  •=■  «,  folglich  rc'  +  Xy  +  jt</  =  m'  —  Xy  —  iiz , 

so  verwandelt  sich  diese  Gleichung  in  folgende: 

-  y[r  +  ^(P  +  P,A  +  P,,0  _  (ö  +  <),A  +  (>,iO] 

-  £  [,<'  +  ,,  (P  +  P,  ^  +    P,,,)  -  (  //  +  i?,^  4-  iJ^,,)] 

welche,  wenn  man  die  Funktionen  %  and  ,(i  aas  den  Gleichungen: 

r  +  Afp  +  p,^  +  p,,i)  -  (<?  +  q,l  +  c,,/)  =  0 , 

,.'  +  ,.  (P  +  P,A  +  P,,0  -  (J?  +  i?,A  +  i{,;/)  =  0 
bestimmt,  in : 

m'  +  (p  +  p,  X  +  p,,/)  «  =  r  +  r,  A  +  r.."  (6^ 

Übergeht.  Kann  man  die  Glgn.  (5)  integriren,  so  wird  man  die  daraus 
folgenden  Werthe  von  X  und  \{  in  (0)  substituiren,  welche  letzlere 
Gleichung  sodann  nur  u  und  /  enthält,  und  linear  ist. 

636.  Betrachten  wir  nun  den  Fall,  wenn  n  lineare  Differenzial- 
gleichungen  mit  con stauten  Coefficienten  gegeben  sind.  Man  kann 
dieselben  immer  von  der  Form : 

X  +  a^x  +  ft,y  +  Cj^e:  +  .  .  .  -+-  g^w  =  T,, 

y  +  a^x  +  \y  +  c^z  +  .  .  ,  +  g^w  =  T^, 

z  +  a^x  +  b^y  +  c^z  +  .  ,  .  +  g^w  =  T,,  \  (\) 


(5) 


w  +  anx  +  h„y  +  c^z  +  .  .  .  +  g,,w  =  r„ 

voraussetzen,  so  dass  jede  derselben  nur  einen  Differenzialquotieoten 
enthalt.  Multipliciren  wir  die  zweite  mit  X^,  die  dritte  mit  L, . . . .  die 
letzte  mit  X„,  unter  A^,  ^3,  .  .  .  X^  noch  unbestimmte  Zahlen  verstanden; 
addiren  wir  sodann  diese  Gleichungen,  und  setzen: 

«  +  ^2^  +  V  +  •  •  •  +  ^««^  =  ?» 
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a,  4-  Aa«2  +  K^z  +  •  •  •  +  Kan  =  6,  (2) 


</l    +   K92    +   ^3i^3    +    •   •   •    +   ^nOn  =  ^»6, 


(3) 


SO  kommt 


1+6s=r; 


hierans  folgt  darch  Integration  [§.  509]  : 
oder,  für  f  und  T  die  Werthe  gesetzt: 

nnd  es  handelt  sich  jetzt  nur  noch  um  die  Bestimmung  der  Grössen 
6,  ij,  .  .  .  X„.  Mittelst  der  Glgn.  (3),  n  —  1  an  der  Zahl,  kann  man 
nun  die  Grössen  K^,  A,,  .  .  .  l„  in  Funktion  von  6: 

K  =  %  {^)  .    -^3  =  ^3  (ö)  »  .   .   .  K  =  (fn  (ö)  (5) 

ausdrücken,  welche  Werthe,  in  die  Gl.  (2)  suhstituirt,  zur  Bestimmung 
von  6  eine  Gleichung  des  n**"  Grades : 

^6"  H-  56"-«  +  CÖ"-2  +  .  .  .  +  iv  =  0  (6) 

liefern,  welche  somit  für  6  im  Allgemeinen  n  Wertlie  darbieten  wird, 
2u  deren  jedem,  vermöge  der  Glgn.  (5),  ein  bestimmtes  System  von 
Werthen  der  Grössen  X^,  A,p  .  .  .  A„  gehört.  Durch  Substitution  jedes 
dieser  Systeme  in  die  Gl.  (4)  erhält  man  n  solche  Gleichungen,  welche, 
da  in  jeder  derselben  die  Constante  C  eine  andere  ist,  die  vollständigen 
Integrale  der  Gleichungen  (l)  darstellen. 

Im  Falle  die  Gl.  ((>)  zwei  oder  mehrere  gleiche  Wurzeln  besässe, 
würden  eben  so  viele  der  aus  Gl.  (4)  hervorgehenden  Integrale  von 
einander  nicht  verschieden  sein,  und,  bei  /<  gleichen  Wurzeln,  /<  —  1 
Gleichungen  mit  ebenso  vielen  willkürlichen  Constanten  fehlen.  Um  zu 
diesen  zu  gelangen,  denken  wir  uns  die  Werthe  (5)  von  A^,  Zjj,  .  .  . 
in  die  Gl.  (4)  substituirt,  und  diese  nach  C  aufgelöst,  so  können  wir 
sie  in  der  Form:  C  =  F{d,  t,  x,  y,  b,  .  ,  .)  oder  kürzer: 

C  =  F{Jb) 

darstellen.  Es  seien  nun  6'  und  6"  =  6'  +  ^  zwei  Wurzeln  der  Gl.  (6), 
so  sind  die  von  diesen  herrührenden  Integralgleichungen : 

34* 
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er  =  F{d')  und  C"  =  F{r)  =  ^(6'  +  e); 
aus  der  zweiten   folgt   mit  Anwendung  des  Tajio raschen  Lehrsatzes: 


,2 


0"  =  F{d')  +  eF'(ß')  +  ~-^^  F"(e')  +  .  .  .. 
d.  i.  weil  F(d')  =  C: 

Lassen  wir  nun  €  unendlich  klein  werden,  so  werden  die  beiden  Wurzeln 
6'  und  b"  einander  gleich,    und   die   letzte  Gleichung   verwandelt  sich, 

wenn  wir  die  unbestimmt  werdende  Grösse mit  C  bezeicbDen, 

in  C=z  F'  (0').  Hieraus  folgt  also,  dass  die  Anwesenheit  zweier  gleicher 
Wurzeln  6'  die  beiden,  mit  zwei  willkürlichen  Constanten  C,  C  ver- 
sehenen Integralgleichungen : 

nach  sich  zieht. 

Im  Falle  dreier  gleicher  Wurzeln  =  6'  fände  man  auf  demselben 
Wege  fflr  die  entsprechenden  Integralgleichungen: 

c  =  F{ff),   a  =  F'(e'),    c"  =  F"(e') 

u.  s.  w. 

Wir  haben  hiebe!  die  Gl.  (4)  als  nach  C  aufgelöst  vorausgesetzt; 

dies   ist  jedoch   nicht  wesentlich,    man   gelangt   offenbar   zu  demselben 

Resultate,    wenn    man    dieselbe    sofort    nach    6    differenzirt,    dabei  C 

als   Funktion   von    6   betrachtend,    wo   dann   die   Differenzialquotienten 

dC      d^C 

"üT»    ^siv»  ...  als  neue  willkürliche  Constanten  anzusehen  sind. 

aö       db^ 

Beisp.     1)  Die  gegebenen  Gleichungen  seien: 

Ga;'  —y+  40a;  =  6^  —  e' , 

2ic'  -f  by  +  24a;  +  32y  =  2^  +  öe'; 

oder  durch  successive  Elimination  auf  die  Form  der  Gleichungen  (l> 
gebracht : 

X  +  Ix  -{-  y  =  t,    y'  +  2a;  +  Gy  =  c' ; 

multiplicirt  man  die  zweite  Gleichung  mit  X^  und  addirt  sie  zur  ersten, 
so  kommt: 

^'  +  Ky'  +  (7  +  2X,)  rr  +  (1  +  6A,)  y  =  <  +  A,e'; 
man  setze  nun: 

7  +  2^2  =  e,    1  +  6Aj  =  ex^, 
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welchen  Gleichungen  die  Auflösungen:  6  =  8,  1^=1,  und  0  =  5, 
l^  =  —  1  entsprechen,  so  sind,  vermöge  Gl.  (4),  die  Integrale  der 
gegebenen  Gleichungen : 

X  —  y  =  e -^'  fc  +  j{t  —  cO  e^'  dt] , 
d.  i.  wenn  man  die  Integration  ausführt: 

•« -r  2  ^       ^        ^18      ^8  64' 


X  —  u=  C'e~5'  -^-e'+^t—-' ; 
^  6^5  25 ' 


oder 


1  H  19 

^         ^    ^  54      ^20  800' 

y=G,  c-8'  —  2C,e-5*  +  A  ^z  _  JL  ^  _.  1^. 
^  ^  ^         ^  54  20  800  ' 

wo  0,  =  I  C,  (72=^  C  gesetzt  ist. 
2)  Für  die  Gleichungen: 

x'  +  2a?  —  3y  =  /,     y  +  I  0?  +  5«/  =  1  -  ^ 

hat  man : 

2  +  I  Aj  =  e,   —  3  +  5A^  =  e^,, 

woraus  6  =  5    als    zweifache  Wurzel,   X^  =  — - —  =  2    folgt.     Die 
Gleichung  (4)  wird  hiemit : 

oder  nach  Entwickelung  des  Integrals: 

3a;  +  (46  -  8)^  =  3CV-^'  -  2t  (2  -  J)  +  2  (2  -  ^—  1)  .    (m) 

Hieraus  ergibt  sich  für  6  =  ^  als  erste  Integralgleichung : 

x  +  2y  =  Ce  i'  +  ^  . 

Um  die  zweite  zu  finden,  hat  man  (w)  nach  6  zu  difFerenzircn,  wodurch 
ma;^  erhält : 
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4,  =  3.-*  (-  0,  +  «)  -  2, .  ^  +  2  (^  +  ]t) . 

(IC 
und  hieraus,  6  =  J,  und  ^^  =  C  setzend : 

4^  =  3.-JHC'-C0-^<  +  ^^. 


V.   Totale   Dif ferenzialgleichungen   mit  mehreren 

veränderlichen   Grössen. 

537,  Betrachten  wir  die  Diffcrenzialgleichung  1^^^  Ordnung: 

Pdx  +  C%  +  Rdjs  =  0 ,  (1) 

in  welcher  x  und  y  zwei  unahhiingige  Variable^  /s  eine  Funktion  der- 
selben bedeuten,  unter  P,  Q,  E  aber  Funktionen  dieser  drei  Veränder- 
lichen zu  verstehen  sind.  Diese  Gleichung  integriren ,  heisst,  einen 
Werth  von  js  in  Funktion  von  x  und  y,  oder  allgemeiner  gesprochen, 
eine  Relation  zwischen  diesen  drei  Grössen  zu  finden,  welche  der 
Gl.  (1)  Genüge  leistet.  Wir  werden  sogleich  sehen,  dass  die  Existenz 
einer  solchen  Relation  an  die  Erfüllung  einer  gewissen  Bedingung 
gebunden  ist,  und  wollen  vorerst  einen  speciellen  Fall  betrachten. 

Es  kann  nämlich  der  Fall  eintreten,  dass  die  linke  Seite  der 
Gl.  (1)  das  vollstnndige  Differenzial  einer  Funktion  Z7=/'(a?,  y,  s)  ist, 
in  welchem  Falle  man  offenbar  /(«,  p,  j^)  =z  C  als  Integral  derselben 
hat.   Die  Gl.  (1)  muss  dann  identisch  sein  mit  der  Gleichung: 

dx  dy  dz 

.  ^       ^       dU    ^       dU    ^       du         ,  .       ^ 

es  muss  daher  P  =  -— ,  ö  =  -— ,  7i  =  -— ,    und   vermöge    eines  be- 

dx  dy  de 

kannten  Satzes  der  Differenzialrechnung  [§.  330] : 

c/P  _  t/(^      (f[P  _  ciR      ^Ö  _  dÄ  ,g 

dy        dx  ■    dz        dx  ^    dz        dy 

sein.  Diese  Gleichungen  drücken  sofort  die  Bedingungen  aus,  weiche 
erfüllt  sein  müssen,  wenn  die  linke  Seite  von  (1)  das  vollständige 
Differenzial  einer  Funktion   U  =  f{x,  y,  z)  sein  soll. 

Ist  dies  der  Fall,  so  findet  man  die  Funktion  F  selbst  leiclit  anf 
folgendem  Wege.  Da  nämlich  P  der  partielle  Differenzialquotient  nach 
X  der  Funktion   U  ist,  so  hat  man: 

U=  (Pdx  +  F, 
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wo  V  noch  eine  Funktion  von  y  und  z  sein  kann.  Um  sie  zu  bestimmen, 
differenziren  wir  diese  Gleichung  nach  ^,  und  erhalten: 


dy       dy 


Pdx  + 


dV 
d^' 


d.  i.,  da  --—  =  Q: 
dy 

dy  dy 


jpä.,    F=jd.,(«-|[prf.) 


+  Z, 


wo  Z  eine  Fnnktion  von  e.  Man  hat  nun: 


Pdx  + 


^      dy 


Jp<^.) 


+  Z. 


[Im  Z  SU  bestimmen,    differenziren  wir  diese  Gleichung   nach  e^    und 

erhalten,  da      -=72 

djs 


R 


dz 


Pdx  + 


ätj^^(«-|,jH 


+ 


dZ 
dz' 


woraus : 


Z=\dz  \ 


I{  —  --\Fdx 
dz 


^>  («-#■')] 


folgt.  Das  gesuchte  Integral  ist  daher: 


^^1^''"  '^  P"  ^*^ '  ^^i''''^ 


+ 


+ 


>[-^j 


^'^■^  ~  ..- 


p^(«-^jH]- 


Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  die  durch  dieses  Verfahren  vorgeschriebene 
Rechnungsoperation  auch  auf  folgende  Weise  dargestellt  werden  kann. 
Man  setze: 


^Pdx=ü\ 


bei  welcher  Integration  selbstverständlich  y  und  z  als  constant  be- 
trachtet werden,  differenzire  nun  U'  nach  allen  drei  Veränderlichen 
und  ziehe  das  Differenzial  von  der  linken  Seite  der  Gl.  (1)  ab;  der 
Rest  wird  nur  y  und  z  enthalten,  und  die  Form : 

Q'dy  +  B'dz  (m) 
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haben.  Nun  sache  man  : 


JQ^dy  =  ir\ 


dabei  z  als  constant  betrachtend,  differenzire  sodann  IT'  nach  y  und  z 
und  ziehe  das  Resultat  von  (m)  ab;  der  Rest,  von  der  Form  Ü'dz^ 
wird  nur  noch  z  enthalten;  sucht  man  endlich: 

\B"dz=  U"\ 
so  ist: 

u=  ir  +  ü"  +  u'"  =  c 

das  Integral  der  Gl.  (1). 

Es  ist  klar,  dass  dieses  Verfahren  auch  auf  Gleichungen  mit  mehr 
als  drei  Veränderlichen  ausgedehnt  werden  kann. 

Beisp.     Die  gegebene  Gleichung  sei: 

(yz  l\         /      xz  1\  (      y^  ^'\'y\ 

für  welche,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  die  Bedingungsgleichungen 
(2)  erffillt  sind.  Man  hat  nun: 

U'  ^\^p^  =  j  (_^^  _  1 )  ..  =  arc  tgf  -  f- ; 

welcher  Ausdruck  von  der  gegebenen  Gleichung  abgezogen,    den  Rest: 

«'cfy  +  ii'cl.  =  -f  +  ^  (m) 

z         z^ 

gibt.  Hiemit  erhält  man: 


und 


V  =J«-.,  =  -  Jf  = 


.IfT' =  -  ??  +  ?'J 

z         z^ 


y 

z 


Dieser  Ausdruck,  von  (w)  abgezogen,  gibt  Null;  es  ist  daher  CT"  =0 
und  das  gesuchte  Integral: 

arctg^^— ^  +  ^  =  (7. 

z  z 
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538«  Die  Gleichung: 

Pdx  +  Qdy  +  Rdz  =  0  (l ) 

kann  aber  auch  durch  Elimination  einer  Constante  ans  der  primitiven 
Gleichung  T{x^  y,  js;)  =  0  und  deren  unmittelbarem  Differenzial,  oder 
auch  dadurch  entstanden  sein,  dass  man  in  dem  Differenzial  einen 
allen  Gliedern  gemeinschaftlichen  Faktor  unterdrückt  hat,  und  wird 
in  diesen  Fällen  den  Bedinguugsgleichungen  (2)  im  vor.  §.  im  Allge- 
meinen nicht  Genüge  leisten.  Soll  nun  überhaupt  die  Existenz  der 
Gl.  (1)  mit  der  Voraussetzung,  dass  s  eine  Funktion  der  beiden  von 
einander  unabhängigen  Veränderlichen  x  und  y  sei,  verträglich  sein,  so 
mnss  nothwendig  der  aus  ( I )  gezogene  Werth : 

P  Q 

dz^=^ dx dv 

R  R 

der  allgemeinen  Bedingung  für  den  Ausdruck  des  Differenzials  einer 
Funktion  von  zwei  unabhängigen  Veränderlichen  [§.  330]  Genüge  leisten, 
d.  h.  es  muss  sein: 


\R/       dx\Rr 


dy 

Führt  man  die  Differenziation  aus,  und  beachtet  hiebei,  dass  die 
Grössen  JP,  Q,  R  auch  noch  z  enthalten,  so  kommt: 

{dP    ,dF_dB\  _p(äR       dR  d^\  _ 
\dy        de  dy)  \dy        ds  dy) 

\dx         ds  dx)  \dx        dz  dx)  ^ 

:,     dz  P      dz  Q   , 

oder,  da    _  -  =  —  -  ,    v-  =  —  ^  'st: 
•    '         dx  R      dy  R 

und  nur,  wenn  diese  Bedingungsgleichnng  erfüllt  ist,  kann  man  in  (i) 
x  und  y  als  zwei  unabhängig  Veränderliche,  und  z  als  Funktion  der- 
selben ansehen.  In  diesem  Falle  ist,  geometrisch  betrachtet,  das  Integral 
die  Gleichung  einer  Fläche,  von  welcher  die  Gl.  (1)  irgend  eine 
Eigenschaft  ausdrückt.  Man  wird  leicht  bemerken,  dass  obige  Be- 
dingungsgleichnng (2)  die  Bedingungsgleichungen  (2)  des  vorhergehen- 
den §.  als  speciellen  Fall  in  sich  begreift. 

Ist  hingegen  die  Gl.  (2)  nicht  erfüllt,  so  kann  die  Gl.  (1)  nur 
durch  die  Annahme,  dass  zwei  der  Veränderlichen,  etwa  x  und  y  durch 
irgend  eine  Relation  (f  (x,  y)  =  {)  mit   einander   verbunden  sind,    eine 
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analytische  Bedeutung  erhalten,  wodurch  sich  aher  die  Integration  der- 
selben auf  jene  einer  Gleichung  mit  zwei  Veränderlichen  reduciit.  Das 
Integral  wird  in  diesem  Falle  durch  ein  System  zweier  Gleichungen, 
welche  eine  willkfirliche  Funktion  enthalten,  dargestellt,  und  bedeutet 
in  geometrischer  Beziehung  ein  System  von  Curvcn  im  Räume,  durch 
welche  sich  jedoch  keine  stetige  Fläche  legen  lässt,  weil  ja  sonst  ein 
Integral  f{x^  V^  e)  =  G  der  Gl.  (1)  existiren  müsste,  was  der  Voraus- 
setzung widerspricht. 

Gesetzt  nun,  die  Bedingungsgleichung  (2)  sei  erffillt,  so  lässt  sich 
das  Integral  der  GL  (1)  in  folgender  Weise  entwickeln.  Betrachten 
wir  zuvörderst  eine  der  drei  Veränderlichen,  etwa  z  als  constant,  so 
reducirt  sich  die  Gl.  (1)  auf: 

Fdx  +  Qdy  =  0 , 

welche  dem  im  Abstände  =  z  parallel  zur  Ebene  der  zy  geführten 
Schnitte  der  Fläche  angehört.  Das  Integral  dieser  Gleichung  mit  zwei 
Veränderlichen  sei: 

wo  7j  die  Intcgrationsconstante  bezeichnet,  welche,  da  bei  der  Integration 
*  als  constant  betrachtet  wurde,  noch  z  enthalten  kann.  Durch  Diffe- 
renziation  dieser  Gleichung  nach  allen  drei  Veränderlichen  erhält  man: 

(Ijc  dy  dz 

und  da  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  nur  z  enthält,  so  muss  dies 
auch  auf  der  linken  Seite  der  Fall  sein.  Wenn  man  daher  aus  dieser 
und  der  vorhergehenden  Gleichung  eine  der  beiden  Veränderlichen  x 
oder  y  eliminirt,  so  muss  die  andere  von  selbst  hinausfallen,  wodurch 
eine  Gleichung  zwischen  z  und  Z  zum  Vorschein  kommt,  deren  Inte- 
gration den  Werth  von  Z  in  Funktion  von  z  darbietet.  Durch  Sub- 
stitution dieses  Werthes  in  die  Gleichung  (f  {x,  y,  z)  =  Z  ergibt  sich 
endlich  das  Integral  der  Gl.  (1). 

Beisp.  1)  Die  gegebene  Gleichung  sei: 

ydx  —  xdy  +  y{ayz^  —  ax  —  *2yz)  dz  =  0, 

welche  der  Bedingungsgleichung  (2)  Genüge  leistet.  Nehmen  wir  r 
constant,  also  dz  =  0,  so  bleibt  die  Gleichung :  ydx  —  xdy  =  0  zu 
intcgriren,  deren  Integral 

y 
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ist,    wo    nun    die  Integrationsconstante  Z   noch  als  Funktion  von  z  zu 
betrachten  ist.  Durch  DiiFerenziation  dieser  Gleichung  erhält  man: 

ydx  —  xdy  _ 
oder,  mit  Rücksicht  auf  die  gegebene  Gleichung: 


X 

somit,  da    -  =  i/: 

y 


i~  —  aZ  +  az""  —  2^  =  0; 
dz 


als  Integral    dieser   linearen  Differenzialgleichung   findet  man  [§.  509] 
Z=  Ce^'  +  *^  somit  ist  das  Integral  der  vorgelegten  Gleichung: 

^  =  Oe«*  +  z^. 

y 

2)  Die  gegebene  Gleichung  sei: 
z{y^  +  ^')  dx  +  z{x^  +  z'')  dy  —  2xy{x  +  y)  dz  =  0; 

die  Bedingungsgleichung  (2)   ist   erfüllt.    Nehmen   wir   z    als    constant, 
so  haben  wir  die  Gleichung: 

z{p^  +  ^')  dx  +  z{x'  +  ,'')  dy  =  0,  oder  -J^^ ^^  +  -^^^.,  =  0, 

deren  Integral: 

X  y 

arc  ig  '  '\-  d^vGig  -  =  Z 

z  z 

ist.    Durch  Addition   der   beiden  Bögen    bringen  wir    diese  Gl.  auf  die 
Form: 

arc  tg  -^ =  z.   oder = , 

z^  —  xy  z^  —  xy         z 

und   können   nun,    wegen   der    Unbestimmtheit   der   Funktion   Z,    statt 

tgZ 

wieder  Z  schreiben,  wodurch  dieses  Integral  die  Form: 

X  +  y 


z^  —  xy 


=  Z 


annimmt.  Durch  Differenziation  dieser  Gleichung  ergibt  sich : 

{z^  —  xy)  {dx  +  dy)  —  {x  +  y)  {2zdz  —  ydx  —  xdy) 


{z'-xyf  -^^' 


oder: 
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(y^+ ^«)  dx  +  jx^  +  ji^i  dp-2s{x  +  u)  de  _ 

{z^~xyY  -'*''■ 

d.  i.  mit  Rficksicht  auf  die  gegebene  Gleichung: 

'Ixy  {x^-j)  ^j^  _  jj^  ^^  _|_  ^^  ^_^  ^  ^^,  _  ^^y  ^2, 

z 

oder : 

—  2 [x  +  y)  ef^  =  z{z^   --  xy)  dZ. 

Aber  [x  -{-  y)  =  Z{z^  —  xy),  somit     -  2Zdz  =  zdZ,  woraus 


folgt.   Das  gesuchte  Integral  ist  daher: 

X  +  y 


VI.  Von  den  partiellen  Differenzialgleichung-en. 

539.    Ist   z   eine  Funktion   mehrerer  von   einander   unabhängigen 

veränderlichen  Grössen,  x,  y,  t,  .,   ,  so  kann  die  Funktion  e  in  Bezug 

auf  jede  dieser  Grössen  diflferenzirt  werden,   wodurch  man  zu  den  par- 

dz      dz 
tiellen  Differenzialquotienten    —  ,    ^- ,  .  .  .  .  gelangt.    Das  Gesetz  der 

dx      ay 

Abhängigkeit  der  Funktion  z  von  den  Grössen  x,  y^  f,  ,  .  .  kann  nun 

durch  eine  Gleichung  zwischen  z,  x^  y,  t^  .. .  und  den  partiellen  Diffe- 

dz       dz 

renzialquotienten  — - ,    -,....  gegeben  sein ;    eine  solche  Gleichung 

dx      dy 

wird  eine  partielle  Dififerenzialgleichung  genannt.  Dieselbe  integriren 
heisst,  eine  endliche  Gleichung  zwischen  den  Veränderlichen  z^  x,  y^  ^, ... 
linden,  welche  das  Gesetz  der  Abhängigkeit  eb^n  so  allgemein  aus- 
drückt, wie  die  gegebene  Differenzialgleichung.  Da  diese  eine  gewisse 
Anzahl  der  Differenzialquotienten  völlig  unbestimmt  lässt,  so  muss  auch 
ihr  Integral  das  Gepräge  der  Unbestimmtheit  an  sich  tragen. 

Soll  von  partiellen  Differenzialien  einer  Grösse  z  überhaupt  die 
Rede  sein,  so  muss  diese  eine  Funktion  von  mindestens  zwei  unab- 
hängig Veränderlichen  sein;  eine  partielle  Differenzialgleichung  wird 
daher  wenigstens  drei  Veränderliche  enthalten  müssen.  Sie  ist  von 
der  ersten  Ordnung,  wenn  sie  nur  partielle  Differenzialquotienten  1*^ 
Ordnung  enthält. 
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Es  s€i 

.(  dz      de\        ^  ,   . 

eine  partielle  Diffcrenzialgleichung  der  ersten  Ordnung  zwischen  den 
drei  Veränderlichen  x^  y^  e.  Sieht  man  letztere  als  rechtwinkelige 
CoordiDaten  eines  Punktes  im  Räume  an,  so  drückt  die  Gleichung  (1) 
eine  Eigenschaft  irgend  einer  krummen  Fläche  aus,  deren  endliche 
Gleichung  ehen  das  Integral  der  Gl.  (1)  ist,  und  welche  auch  mittelst 
der  Differenzialgleichung  (1)  construirt  werden  kann.     Diese  Gleichung 

dz  dz 

liefert  nämlich  den  Werth  irgend  einer  der  fönf  Grössen  x,  y,  z.  --,    -  , 

dx    dy 

sobald  die  Werthe  der   vier   anderen    bekannt   sind.     Denkt   man    sicli 

nun    in    der  Ebene   der   xz   irgend    eine    willkfnliche  Curve  z  =  fp{x) 

verzeichnet,     welche    als    die    Durchschnittslinie    der    durch    Gl.    (l) 

ausgedrückten  Fläche  mit  der  Ebene  der  xz  genommen  wird,    so  sind 

dz 
für  jeden  Punkt  dieser  Curve  die  Werthe  von  x,  y,  z,  -      bekannt,  und 

ttX 

dz 
der  zugehörige  Werth  von  -j—  ergibt  sich  sofort  aus  der  Gl.  (1);  hiedurch 

dy 

ist  nun  die  Lage  der  Beruh rungsebene  der  FlAche,  deren  Gleichung 
bekanntlich : 

ist,  für  jeden  Punkt  der  besagten  Curve  bestimmt,  folglich  auch  die 
Lage  der  Geraden,  in  welchen  diese  tangirenden  Ebenen  eine  in  dem 
Abstände  jdy  parallel  zur  o;^- Ebene  gelegte  Ebene  schneiden,  und 
somit  auch  die  einhüllende  Curve,  welche  von  der  stetigen  Folge 
dieser  Geraden  gebildet  wird.  Lässt  man  nun  Jy  unendlich  klein 
werden,  so  kommt  diese  einhüllende  Curve  auf  die  krumme  Fläche  zu 
liegen,  und  ist  als  ein  zweiter,  dem  Schnitte  z  =  q){x)  unendlich  nahe 
liegender  Parallelschnitt  zu  betrachten ,  dessen  man  sich  nun  wieder 
bedienen  kann,  um  einen  dritten  Parallelschnitt  zu  erhalten,  u.  s.  w. 
Die  Flache  ist  auf  diese  Art  durch  die  stetige  Folge  dieser  Schnitte 
vollkommen  bestimmt,  sobald  ein  erster  Schnitt,  z  =  (p{x)  angenommen 
ist,  welcher  jedoch  gänzlich  willkürlich  bleibt.  Die  Gl.  (1)  gehört 
daher  einer  unendlichen  Menge  von  verschiedenen  Flächen  an,  welche 
sämmtlich  eine  gemeinsame  durch  diese  Gleichung  ausgesprochene 
Eigenschaft  besitzen,  die  sich,  wie  aus  Obigem  erhellt,  auf  die  Lage 
der  Berührungsebenen  oder  Normalen  bezieht;  die  specielle  Gestalt 
jeder  einzelnen   Fläche   hangt   von  jener   der   willkürlichen   Curve   ab, 
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durch  welche  man  die  FlAche  gehen  Iftsst.  Hieraus  folgt,  dass  das 
Integral  der  Gl.  (1),  wenn  es  dieselbe  Allgemeinheit  besitzen  soll,  wie 
die  Gl.  (1),  eine  willkürliche  Funktion  enthalten  inuss.  Von  der  Richtig- 
keit dieses  Schlusses  flberzeugt  man  sich  leicht  durch  die  Bemerkaug, 
dass  aas  einer  endlichen  Gleichung,  welche  eine  willkürliche  FunktioD 
der  Veränderlichen  x,  p,  z  enthftlt,  jederzeit  eine  partielle  Differenzial- 
gleichung  abgeleitet  werden  kann,  aus  welcher  diese  Funktion  ver- 
schwunden ist.  Beispiele  hiezu  findet  man  in  §.  335. 

Eine  partielle  Differenzialgleichung  kann  jedoch  auch  durch 
Elimination  von  Constanten  aus  der  primitiven  Gleichung  und  ihren 
partiellen  Differenzialquotienten  hervorgehen.  In  der  That,  ist 

Fix,  y,  z,  a,  &)  =  0  (2) 

eine  endliche  Gleichung,  in  welcher  a,  h  zwei  constante  Grössen  be- 
deuten, so  erhält  man  durch  partielle  Differenziation  derselben  nach  x 
und  y : 

dx        dz  dx  '  dy        dz  dy  ' 

und  man  gelangt  durch  Elimination  von  a  und  h  ans  den  drei  Glei- 
chungen (2)  und  (3)  zur  partiellen  Differenzialgleichung: 

^  /  dz      dz\         ^  .. 

aus  welcher  die  willkürlichen  Constanten  verschwunden  sind.  Hieraus 
schliesst  man  zunächst,  dass  umgekehrt,  wenn  die  Gl.  (4)  gegeben  ist, 
das  Integral  derselben  zwei  willkürliche  Constanten  enthalten  müsse. 
Ein  solches  Integral  ist  jedoch,  weil  einer  willkürlichen  Funktion  er- 
mangelnd, nicht  die  allgemeinste  Auflösung  der  vorgelegten  Differenzial- 
gleichung, kann  aber  leicht  in  letztere  umgewandelt  werden. 

DiflFerenziren  wir  jnämlich  die  Gl.  (2),  indem  wir  a  als  veränderlicli 
und  h  als  Funktion  von  a  betrachten,  so  erhalten  wir: 

dF  .    dFdz 
dx 

dF       dF  dz 

dy        dz  dy        \da        db  da/    \dy       dz  dy, 

Diese    Gleichungen    werden    offenbar    mit    den    obigen    (3)    identisch, 
wenn  wir 


.dFdz       /dF      dF  db  \   /da   .d(fd^\_^ 
'^didx^  \da  "^  db  da)  \dx  ^  dz  dx)  ~     ' 

dF  dz        /dF  ,dFdb\   /da       da  dz\_ 
"*"  ""  dy  "^  [da  "*"  db'  da)  [du  "^  dz  dy)  ~  ^' 


dF       dFdb_ 

da  '^  db  da~  '    ' 

setzen,  unter  welcher  Voraussetzung  dann  die  beiden  letzten  Gleichungen, 
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darch    Elimination    von    a    und    b    mit   (2)    verbunden,    zu    derselben 
partiellen  Diiferenzialgleichung  fuhren  müssen. 

Hat  man  daher  eine  endliche  Gleichung  F{x,  y,  z,  a,  6)  =  0  mit 
zwei  willkfiriichen  Constanten  a.  h  gefunden,  welche  einer  vorgelegten 
partiellen  Differenzialgleichung  (4)  Genfige  leistet,  so  wird  man  hz=(p{a) 
setzen,  unter  q)  eine  willkürliche  Funktion  verstanden ;  das  System  der 
beiden  Gleichungen: 

F{x,  y,  z,  a,  r/^(a))  =  0,     ^-  +  ^^  T  ^«)  =  0, 

oder  einfacher: 

äF 

F{x,  y,  z,  a,  cp  (a))  =  0,     -~  =  0 

stellt  sodann  das  allgemeine  mit  einer  willkürlichen  Fuuktion  versehene 
Integral  der  gegebenen  Differenzialgleichung  dar. 

640.  Die  Integration  partieller  Differenzialgleichungen  1*®'  Ordnung 
lässt  sich  immer  auf  die  Integration  gewöhnlicher  Differenzialgleichungen 
zurückführen. 

Die  allgemeinste  Form  einer  partiellen  Differenzialgleichung  1***" 
Ordnung  zwischen  drei  Veränderlichen  ist : 

wo  P,  Q,  R  beliebige  Funktionen  von  .r,  y,  z   bedeuten.     Schaffen  wir 
aus  derselben  mittelst  der  Gleichung : 

dz  =   ~    dx  4-  -     dy 
dx  dy    ^ 

dz 
einen   der   beiden  Differenzialquotienten,    etwa  -  - ,    weg,    so  erhält  sie 

dy 

die  Gestalt : 

dz 
{Pdy  -  Qdx)  —  +  {Qdz  —  Bdy)  =  0.  (2) 

dz 
In  Folge  der  Unbestimmtheit  der  Grösse     -  kann   diese  Gleichung  nur 

dx 

bestehen,    wenn   gleichzeitig   Pdy  —  Qdx  =  0,    Qdz  —  Bdy  =  0   ist, 

aus   welchen    Gleichungen   noch    überdies    durch   Elimination    von   dy : 

Pdz  —  Bdx  =  0  folgt.  Diese  Gleichungen  : 

Pdy  —  Qdx  =  0, 

Pdz  —  Bdxz==0,\  (3) 

Qdz  —  Bdy  =  0, 
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von  welchen  jede  eine  Folge  der  beiden  anderen  ist,  bestehen  daher 
immer  gleichzeitig  mit  61.  (1):  sie  enthalten  keine  partiellen  Differenzial- 
qaotienten,  unterliegen  also  den  bisher  gelehrten  Integrationsmethodeu. 
Gesetzt  nnn ,  man  hfttte  auf  irgend  einem  Wege  die  Integrale 
zweier  dieser  Gleichungen  oder  irgend  zweier  Combinationen  derselben 
gefunden,  und  seien  diese 

M=C,     N  =  C\  (4) 

wo  M  und  N  Funktionen  von  x^  y,  z^  C  und  C  aber  willkftrliche 
Constanten  bedeuten,  so  könnte  man  aus  denselben  y  und  s  als 
Funktionen  der  VerAnderlichen  x  und  der  beiden  willkfirlichen  Con- 
stanten C ,  C  bestimmen ,  etwa  y  =  f[r,  C,  C),  ^  =  /i  {^^  C,  C\ 
welche  Funktionen  der  Gl.  (2)  und  daher  auch  der  vorgelegten  Gl.  (1) 
Genflge  leisten.  Hiemit  haben  wir  nun  allerdings  eine  Auflösung  der 
Gl.  (2)  oder  (1)  kennen  gelernt,  allein  es  ist  dies  nur  eine  einzelne 
der  unendlich  vielen  Auflösungen  dieser  Gleichungen,    weil  es  in  Folge 

der  Unbestimmtheit  der  Grösse   ~  ,  für  welche  jede  beliebige  Funktion 

von  X,  y,  z  gewShlt  werden  kann,  möglich  ist,  die  Gl.  (2)  zu  erfüllen, 
auch  ohne  die  Glgn.  {%)    anzunehmen.     Man    kann    sich   jedoch    dieser 
Auflösung  bedienen,  *um  auf  folgende  Art  zum  allgemeinen  Integral  zu 
gelangen. 
Es  sei 

F[x,  y,  b)  =  0  (5) 

die  allgemeine  Integralgleichung  von  (1),  so  mnss  dieselbe,  eben  so 
wie  die  aus  ihr  hervorgehende  Differenzialgleichung : 

(IF  ,      ^    dF  ^  dF  ^ 

noth wendig  durch  alle  Relationen  zwischen  n?,  y,  z  erfüllt  werden,  welche 
der  Gl.  (2)  Genüge  leisten,  also  auch  durch  die  aus  den  Gleichungen 
(4)  oder  (.'J)  entspringenden  Relationen:  y=zf{x,  C,  C\  z  =  f^{x,  C,  C). 
Durch  die  Substitution  dieser  Werthe  erhalt  nun  ((>)  oifenbar  die  Form 
Vdx  =  Oj  welche  Gleichung  für  jeden  Werth  der  unabhängig  Verfinder- 
lichen  x  bestehen  muss.  Allein  zu  demselben  Ergebnisse  muss  auch  die 
Differenziation  der  Gl.  (5)  führen,  wenn  man  in  derselben  vor  dem 
Differenziren  y  und  z  durch  x  ausdrückt.  Woraus  folgt,  dass  durch  die 
erwähnten  Substitutionen  auch  die  Verftnderliche  x  aus  der  Funktion 
F{x,  y,  z)  verschwunden  sein  muss,  und  diese  letztere  somit  nur  mehr 
als  eine  Funktion  der  Constanten  C  und  C'  erscheint,  welche  wir  durch 
i/'(C,  C)  bezeichnen  wollen.  Es  kann  aber  durch  Substitution  der  aas 


(Jen  Glßn.  {-i)  folßenden  Werthe  vo»  y  und  z  die  Funktion  . 
nicht  in  i/'(C,  C)  (ibergehen,  olinc  dass  JP(a;,  y,  e)  ^  (/i(J 
Das  Integral  der  Gl.  (1)  hat  daher  die  Form:  t}i{M,  N)^ 
Boschaffenhcit   der   Funktion    ip   völlig   unbestimmt   bleibt. 
daher  if'  eine  willkürliche  Funktion  bedenten,  so  ist 

il'{M,N)  =  () 
das  allgemeine  Integral  der  partiellen  DilTercnzlalgleichung  ( I 
man  auch  die  Form: 

geben  kann,  wo  ip  wieder  das  Zeichen  einer  willkürlichen  Fi 
Folgende  Beispiele  mögen  zur  Krianterung  dienen. 
Beisp.  1)  Die  gegebene  partielle  Diiferenzialgleicliung 

dx  (Jy 

wo  X ,  Y ,  Z  Funktionen  beziehungsweise  von    x^p ,  e  beden 
Hiemit  werden  die  zwei  letzten  der  Glgn.  (3}  im  vor.  g. : 

aXds  —  Zdx  =  0,     bYde  —  Zdy  =  0, 
durch  deren  Integration  man : 


gemeine  Integral  von  (w)  ist  daher: 
{dv  frf."  I  Cd>,        ,  i'<U  1 


erliMt.     Das  allgemeine  Integral  von  (w)  ist  daher: 


I,5sst  man  z.  B.  X  =  1'  —  Z  =  ]  sein,  so  wird  (wii  die  I 
gleirhung  der  cylindrisilien  Flilclien,  und  das  Integral: 

Setzt  man  aber  n  =  ft  =  I,  X  =  x  —  tt.  Y  =  }i  —  ß,  Z 
so  ist  (ib)  die  DiffereimialBleichuiig  der  coniscben  Flächen 
Integral  wird: 

'  -;■     '  1  '  -  i'l 

oder: 

z  —  Y  \e     -  ;'/ 

die  endliche  Gleichung  der  conisciien  Flüchen  [vergl.  §.  41( 
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2)  Ffir  (lio  partielle  DifTüien/iiilglciHiiiii;; : 

(7r     ,       de 

>.,..+'„„='• 

sind  iliß  niirsgleinliiiiigcn  (:{): 

t/ilp  —  Tilr  =:  0,  J/'/r     -  ri/.T  =  U,  r. 
ans   der   ei-strn    folsl    Korort   y^  -  -t^  =  C\ 
iiddirt: 

^(r?j-  +  %)      -(T  +  .v).?.^^ 

für  ilereii  IiitPfical  man  auf  dem  in  §.  r>3f*  bel.rel 
ünikt;  (las  allgemeine  lutcgral  der  vorgelegten 

f  =r(a-  +  !/).<r{r  -  '• 

3)  Ffir  die  Piffevennialglcicliung: 

('  +  ■•'),&+(■•'"">*, 

werden  die  Ililfsgleiclinngen  (3)  : 

(x  +  y)  (fy  --  (.V    -  n-)  tlx  ^ 
[x  -\-  y){lz  —  £<lx  =  0 , 

die    erste    dieser  Gleiciiungon    ist    eine    Jiomogi 
zwisclieii  den  beiden  Veränderlichen  x,  y,   und  gil 

/  y  x'^  +  y'  +  are  tg      ^= 

multiplicirt  man  ferner  die  zweite  Gleictinng  rai 
so  eriiillt.  man  durch  Siibtralvlion  derselben  : 

[y-  +  ^')  <^^  +  x^'ly  —  ,'/^''j 
welrhc  Gleiciinng  Integrahel  ist ,  nnd  nach  de 
Verfahren  das  Integral 

,;■'"'■  =  e 

darbietet.    Das  allgemeine  Integral  der  gegeben 


\  X 


541.  Befinden  sich  unter  den  Glgn.  (3)  ni 
nur  je  ?,ivei  Veründerliehe  und  deren  Differei 
ist  CS  auch  nicht  möglich,  aus  diesen  drei  GIei< 


<. '  . 


•fl^ 


Vf3 


'  >r'a 
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Verbindung  derselben  zwei  so  beschaffene  GleichuBgen ,  oder  auch 
integrable  totale  Differenzialgleichungen  mit  drei  Veränderlichen  abzu- 
leiten ,  so  muss  man  eine  dieser  Gleichungen  differenziren ,  wodurch 
man  immer  zu  einer  Differenzialgleichung  von  nur  zwei  Verfinderlicheu, 
jedoch  von  2^**'  Ordnung  gelangen  kann.  Betrachtet  man  nämlicli  irgend 
zwei  der  Glgn.  (3),  z.  B. : 

P<h  —  Jtäx  =  0 ,     Qdz  —  Itdy  =  0 , 

so  kann  in  denselben,  da  sie  nothwendig  zusammen  bestehen,  nur  eine 

der  drei  VerAnderlichcn  als  unabhängig  angesehen  werden.  Sei  diese  ^,  '; 

so  enthalten  diese  Gleichungen,  die  man  auch  in  der  Form  '         i; 

P--7?,     =0,     0--i2-^=0 

dz  '      ^  dz 

schreiben  kann,    nebst  den  Veränderlichen  x,  ?/,  z  noch   die  Differen- 

zialquotientcn    ,     und  --- ;    durch  Differcnziation  der  ersteren  gewinnt 

dz  dz 

man    eine   neue   Gleichung,    welche   ausser   den    eben    genannten    noch 

d'^x 
den  Differenzialquotienten    ,  „   enthält,  und  die  Elimination  von  y  und 

dz- 

dy 

--  -  aus  diesen  drei  Gleichungen  bietet  sofort  eine  Gleichung  2'*"'  Ordnung 

dz 

in  X  und  z  dar.     Diese  Gleichung  hat  nothwendig  zwei  erste  Integrale 

von  der  Form: 

dx        P 
in  welchen  man  nur  noch  den  Werth  des  Differenzialquotienten  — -  =  — 

einzusetzen  hat,  um  wieder  die  Glgn.  (4)  des  vor.  §.  zu  haben. 
Es  sei  z.  B.  die  partielle  Differenzialgleichung : 

^dz        ,  ,,  dz 

yz-  .    +  [a-x  —  y)  ,    —  z 

dx  dy 

gegeben,  welcher  die  Hilfsgleichungen  : 

yz^dy  —  {a*x  —  y)  dx  =  0, 

yzdz  —  dx  =  0,     {a^x  —  y)  dz  —  zdy  =  0 

entsprechen;    benützen  wir  die  zwei   letzten»    als   die   einfacheren,    so 

haben  wir: 

dx  _     ^  ,      dy 

-  =  yz  und  a^x  =  y  '\'  z  ---  ^ 
dz  dz 

und  durch  Differcnziation  der  ersteren  dieser  Gleichungen: 

35* 


^ß 


'>i 


Das   allgemeine  Inteftral   dieser  Differen/ial; 

X  =  Ac"  +  Bf-» 

wo  A  und  B  willliürlidie  Conftanten   "iinrt 

Tategralgleichung  und  ilirem  eilten  Differen, 

,     =  Anr"^  —  /iff'' 

siicressive  A  und  7>,  so  erlialt  man  : 

03;+         ■=■  ZAflf" ,      OT  —    - 


(»+:)...=.  („ 


als   1*'  Integrale   der  Gl.  (w).    Setzt  man 
so  bat  man : 

{ax -\- yz)  <■-"■-  =  C,     {nr-^- 
somit: 

[ox  +  ys:)  r:-"-'  =  f  {(a.,- 
als  altüemeines  InteRral  der  vorgeloRtan  fllf 

B42.  Das  /.m  Integration  einer  par 
1*""  Grades  mit  drL'i  Vcrflndorlielieu  vor) 
aufih  in  jenen  Füllen  anwendbar,  wenn  die 
gröfiser  ist.   Rs  sei  7..   B.  die  Gleicliiing: 

r(«  rf«  rf« 

,lx  ^  ^rfy  ^^,ls: 

gegeben,  wo  h  als  Funktion  von  x,  jf,  c  betr 

im  Allgemeinen  Funktionen  von  x,  y,  c,  h  \ 

derselben   mittelst  der  Gleicbung: 


einen    der    Differenüialqiioticnfen 
zur  Gleichung : 
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du  flu 

{Fde  —  lidx)     -  +  {Qde  —  Itdy)-^  +  {Bdu  —  Tdz)  =  0 

(IX  ity 

du  du 

gelangt,  welche  in  Folge  der  Unbestimmtheit  von  3-  und      -  in  folgende 

dx  dy 

drei  Gleichungen  zerfällt: 

Pds  —  Bdx  —  0,     Qdz  —  Bdy  =  ü,     Edu  —  Tdz  =  0,     (2) 
aus  welchen  noch  überdies  die  drei  Gleichungen: 

l\ly  —  Qdx  =  0,     Qdu  —  Tdy  =  0,     Fdu  —  Tdx  z=  0       (3) 

folgen.  Man  kann  diese  sechs  Gleichungen  auch  in  der  abgekürzten 
Form : 

dx dy  _^dz du  ,   . 

'F~  Q~  B~  T  ^^ 

schreiben.     Es  seien  nun: 

die  Integrale  dreier  dieser  Gleichungen  oder  irgend  welcher  Verbindungen 
derselben,  so  gelangt  man  durch  dieselben  Schlösse  wie  im  vor.  §.  zu 
dem  Resultate,  dass 

i/'(7v,  M,  N)  =  0,  oder  L  =  (p{M,  N) 

das  allgemeine  Integral  der  vorgelegten  partiellen  DifiFerenzialgleichung 
ist,  wo  ?/'  oder  ip  willkürliche  Funktionen  bedeuten. 

548.  Enthält  eine  Gleichung  nur  drei  veränderliche  Grössen,  aber 
höhere  Potenzen  der  parlicllen  Differenzialquotienteu  der  ersten  Ordnung, 
so  kann  sie  auf  eine  Gleichung  mit  vier  Veränderlichen  reducirt  werden, 
in  welcher  die  partiellen  Differenzialquotienteu  nur  in  der  ersten  Potenz 
erscheinen.  Es  sei 

/■('<■'   !/^   -,  2h   q)  =  0  (1) 

die  gegebene  partielle  Ditfercnzialgleichung.  Differenzirt  man  dieselbe 
partiell  in  Bezug  auf  x,  y  und  ^,  indem  man  die  Differenzialquotienteu 

17=  '^  ,  7  =    "    als  Funktionen  dieser  Variablen  betrachtet,  so  erhält 
dx  dy 

man  die  drei  Gleichungen : 

(jr         df  dp         df  dq  ^^^ 
dx        dp  dx       dq  dx 

dy        dp  dy       dq  dy 

df        df  dp        df  dq  ^  ^ 
dz        dp  dz        dq  dz 


(2) 


vv»-' 


r^  >- 


h' 


f.-  ^ 


•:!i"     , 


•v  -'    - 


550 

zu  welchen  sich  noch  die  Gleichung : 


(Iq        dp        dq  dp 

dx       dy        dz  dz 


(3) 


gesellt,  welche  die  Bedingung  ausdruckt,  dass  z  eine  Funktion  der 
beiden    unabhängig    Veränderlichen    x   und   y   sein   soll,    und   aus   der 

Entwickelung  der  bekannten  Bcdingungsglcichung    ,    .qz=~-.p    her- 

dx  dy 

vorgeht,  wenn  man  nur  im  Auge  behält,    dass  p  und  q  als  Funktionen 

aller  drei  Veränderlichen  x^  y,  z  betrachtet  werden. 

Man  kann  nun  mit  Hilfe  zweier  der  Glgn.  (2)  und  der  Gl.  (1)  nach 

^  ,.  ,  .       ,  dp       dp         ,  dq       dq  ,    ^  ,      , 

Belieben  entweder  p,  -^ ,    ^-i  o«er  q,  —  ,     ,-  wegschaffen,   wodurch 

dy       dz  dx       dz 

man  zu  einer  partiellen  Diffcrenzialgleichung  der  1^®"  Ordnung  zwischen 
den  vier  Veränderlichen  x^  y^  z,  q  oder  beziehungsweise  x^  y.  Zy  p  ge- 
langt, welche  die  Differenzialquotienten  nur  mehr  in  erster  Potenz 
enthält.  Integrirt  man  diese  Gleichung  nach  dem  im  vorigen  §.  gelehrten 
Verfahren,  so  erhält  man  eine  endliche  Gleichung  zwischen  x,  y,  z 
und  i>,  mittelst  welcher  man  p^  und  mit  Zuhilfenahme  der  Gl.  (1)  auch 
q  durch  x^  y^  z  ausdräckcn  kann,  und  es  ist  nach  Substitution  der  so 
erhaltenen  Werthe  dieser  Grössen  in  die  Gleichung 

dz  =  pdx  +  ü^y 

die  Auflösung  der  Aufgabe  nur  noch  von  der  Integration  dieser  letzteren 
totalen  Diffcrenzialgleichung  abhängig  gemacht. 

Setzen  wir,    um  diesen  Gedanken  weiter  auszufuhren,   die  aus  der 
1^«»  und  3»«»  der  Glgn.  (2)  folgenden  Werthe  von  y^  und  ;_-    in    die 

Cl-X  (JrZ 

Gl.  (3),  so  erhalten  wir: 
df  dp       df  dp 

-4-  —  -I-  tu 

dp  dq 

aus  welcher  Gleichung  noch  mittelst  der  Gl.  (1)  die  Grösse  q  wegzu- 
schaffen ist.  Da  diese  Operation  immer  ausführbar  ist,  so  können  wir 
q  als  Funktion  von  x,  y,  z,  p  betrachten. 

Die  Integration    der  Gl.  (4)  hängt   nun,    dem  in  §.  542  Gesagten 
zufolge,  von  der  Integration  dreier  der  sechs  Glgn.  (2)  und  (3\  [§.  542 
ab ;  wählen  wir  hiefür  die  folgenden : 

Pdy  —  Qdx  =  0,     Pdz  ~  JRdx  =  0,     Pdu  ^  Tdx  —  0, 

und  setzen,  wie  es  der  vorliegende  Fall  erfordert : 


dp  dx        dq  dy        V  dp        ^  da  /  dz  dx  dz' 


(4) 
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r?  'V    ,       df        ,„  (df     ,       df\ 

SO  ergeben  sicli  nachstehende  Differenzialgleichungen : 

dfß    -         dx  =  0, 
ili)  dq 


''^"-K  +  ^in^^=^'         ^^) 


df 

dp  ""         If  dp     '    ^  c/f^ 


dp 

welche,  wenn  die  Integration  ausführbar  ist,  im  Allgemeinen  drei 
Integralgleichungen : 

L  =  a/  M=b,     N=.c  (6) 

darbieten,  in  welchen  L,  il/,  N  Funktionen  von  x,  y,  z  und  p\  a,  &,  c 
aber  willkürliche  Constanten  bedeuten.  Man  hat  dann,  wenn  (p  eine 
willkürliche  Funktion  bezeichnet: 

L  =  ip{M,N)  (7) 

als  allgemeines  Integral  der  Gl.  (4).  Die  Gleichungen  (7)  und  (1) 
geben  nun,  sobald  über  die  Form  der  willkürlichen  Funktion  rp  ver- 
fugt ist,  die  Werthe  von  p  und  q  in  Funktion  von  x,  y,  s,  nach  deren 
Substitution  in  die  Gleichung:  dz  =^ pdx -\- qdy ^  diese  weiter  behandelt 
werden  kann. 

Kürzer  gelangt  man  noch  auf  folgendem  Wege  zum  Ziele,  wodurch 
zugleich  die  Unzukömmlichkeit  vermieden  wird,  eine  willkürliche  Funktion 
zweier  Grössen  in  die  Rechnung  einzuführen,  wie  dies  durch  Gl.  (7) 
geschieht,  wahrend  doch  das  Integral  einer  Differenzialgleichung  der 
ersten  Ordnung  mit  drei  Veränderlichen  eine  willkürliche  Funktion  von 
nur  einer  Grösse  erfordert  [§.  540]. 

Hat  man  nämlich  aus  den  Glgn.  (5)  irgend  eines  der  particulären 
Integrale  (6),  etwa  L  =  a  gefunden,  so  substituire  man  den  daraus 
folgenden  Werth  von  p,  welchen  man  in  der  Form :  p  =  i/»  [x,  y^  z^  a) 
erhalt,  sammt  dem  damit  in  Verbindung  stehenden,  aus  der  Gl.  (1) 
folgenden  Werth  von  q  in  die  Gleichung  dz  =  pdx  +  qdy;  ist  dann 
F{x,  y,  z,  a,  &)  =  0  das  allgemeine  Integral  dieser  totalen  Differenzial- 
gleichung, wo  h  die  durch  die  Integration  derselben  eingeführte  will- 
kürliche Constante  bedeutet ,    und  setzt  man  b  =  (p  (a) ,    unter  cp  eine 


F{x.y,j:,a,ffia))  =  0. 
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willkürlicIiG  Fuuktioii  vi^rslaD^Gii ,    so  liat  mau ,    dem  ai 

539  Gesagten  zufolge,  die  beiden  Gleiclinngen : 

dF  d<p  _ 
dip  'da 

welche,  mit  einander  verbnuden,  das  allgemeine  Integral 
Diffcrenzialgicichang  darstellen. 

Betracliton  wir,  um  diese  Theorie  durcli  ein  Beispi' 
die  partielle  DiffercnzialgleicbuiKr : 

wcklie  bckanntlicli  [§.  412,  I]  der  ei  iiliQll enden  Flfic 
von  Kugeln  von  gleichem  Ualbmcsscr  r  angehört,  den 
auf  irgend  einer  in  der  Ebene  der  x,  ij  verzeichneten  < 
diesem  Falle  ist : 

^^  =  0,    ^  =  .0+.-  +  ,=,,|  = 

mit  weli'hen  Wcitlicn  die  Glgn.  (5)  folgende  Gestalt  ai 
IKhj  —  qilx  =  0 , 

yds  —  (it*  +  (/'')  (ic  :=  O , 
zdii  +  (1  +  ^«  +  3«)  dx  —  1) . 
Die  beiden  letzten  verwandeln  sieb,    mit  Rücksicht  auf 
Pifferenzialgleichuug  in  folgende  : 

pzHz  —  (;-^  —  s^)  •}£  =  0 ,     eWy  +  r'^dx  ■■ 
aus  welelicn  man  durdi  Klimiualion  von  dx  die  Glcicbi 

zieht,  deren  Integral: 


=    'iz'^P  , 


ist. 


villknrlichc  ('onslante  bedeutet.    Hiemil 

_Vi  -«M/H" -7^ 


und    man    erhalt    durch    Substitution    dieser  Wcrthc 
d^  =pdx  +  qdy: 

adx-^^\~~a'dy  -     ■  f  '  ~,  =  C 

woraus  durch  Integration : 
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ax  +  Vi  -   «^  .  y  +  -\/'r^~^~^'  =  b 

folgt,  wenn  mit  h  die  willkürliche  Constante  bezeichnet  wird.  Setzt 
man  nun  b  =sc  (p  (a) ,  so  hat  man  in  dem  Systeme  der  Gleichungen : 

ax  +  y  yr-'a'  +  Vr^^P  =  (f  («) ,     x-  -7-^  =  f'  («) 

das  allgemeine  Integral  der  vorgelegten  Diflferenzialgleichung.  Sobald 
man  über  die  Form  der  willkürlichen  Funktion  f  verfügt  hat,  kann 
die  Grösse  a  aus  beiden  Gleichungen  eliminirt  werden,  wodurch  man 
zur    Gleichung    der    eingehüllten    Fläche    gelangt.     Setzt    man    z.    B. : 

(p(^u)  =  cta-\- ßyl  — a^  wo  a  und  (i  zwei  neue  willkürliche  Constanten 
bedeuten,  so  findet  man  auf  diesem  Wege  nach  leichter  Rechnung : 

{x-ay  +  {y-(i)-  +  ^'  =  r\ 

die  Gleichung  einer  Kugel,  deren  Mittelpunkt  in  der  Ebene  der  xf/ 
liegt.  Eine  andere  Annahme  über  die  Form  der  Funktion  (f  fuhrt 
natürlich  auch  zu  einer  anderen  eingehüllten  Flache,  wie  es  in  der 
Natur  der  Sache  liegt,  da  eine  und  dieselbe  einhüllende  Fläche  durch 
unendlich  viele  Arten  eingehüllter  Flächen  erzeugt  werden  kann. 


Integration    der   linearen    partiellen    Diff erenzial- 
gleichungen    mit   Constanten    Coefficienten. 

544.  Partielle  Dilferenzialgleichungen  heissen  lineare  oder  vom 
ersten  Grade,  wenn  sie  die  Dificrenzialquolienten  der  verschiedenen 
Ordnungen  weder  untereinander,  noch  in  die  Funktionsgrösse  multiplicirt 
enthalten.  Sie  besitzen ,  vorausgesetzt ,  dass  in  denselben  kein  von  der 
Funktionsgrösse  oder  den  Differenzialquotientön  freies  Glied  erscheint, 
die  Eigenschaft,  dass  die  Summe  einer  beliebigen  Anzahl  particulärer 
Integrale  ihnen  Genüge  leistet,  wovon  man  sich  leicht  in  ähnlicher 
Weise,  wie  bei  den  gewöhnlichen  linearen  Differenzialgleichungen  [§.  520] 
überzeugt.  Wir  beschränken  uns  im  Folgenden  auf  die  Integration  von 
Gleichungen  mit  constanten  Coefticienten ,  welche  besondere  Aufmerk- 
samkeit verdienen ,  weil  viele  der  wichtigsten  Probleme  der  Mechanik 
und  mathematischen  Physik  auf  solche  Gleichungen  führen. 

Einer  jeden  linearen  partiellen  Üifferenzialgleichung  mit  constanten 
Coefficienten,  von  der  «*-'"  Ordnung,  und  zwischen  einer  beliebigen  Anzahl 
von  veränderlichen  Grössen :  j:,  x,  y,  t,  . . . ,  kann,  wenn  js:  die  abhängig 

Veränderliche  bedeutet,  durch  den  Werth  ^  =  Cc'''"^ ß'J -^ r^  +  •••  Genüge 
geleistet  werden,    wo  C  eine  willkürliche  Constante,    a,  ß,  y,  .  .  .  aber 


1: 


norli  unbcstiiiiiiite  (iiü^i.suii  be/.eiclincii ;  subslituirt  muii 
Wtrtli  in  diu  WH'ureuzialgleidjuiig,  so  verscliwitidel.  sowu 
tidic  iils  uucli  die  Coiistaiite  0,  utiil  es  bleibt  ui 
Gleicbiiiig  vom  m**"  Grailu  xwisuhcn  «,  /i,  ;',...,  /'u'i 
übrig,  welche  uns  n  Wortbe  oiiier  dieser  (jrösseii,  i 
übrigen,  wclclic  unbestimmt  bleiben,  darbietet.  Itcti'Ltclit 
iiülicr  iii  erörtern,  eine  (.ilcicliung  zwisdicu  drei  Veräu 
uml  bezeichnen  wir  mit ,.;/,  ^=(jr,((()  einen  von  den  aus  dei 
folgenden  Wertlicn  von  ,■/,  so  geiiögt  der  Werlli  ^  =  Cr"' 
gelegten  OlcicJinni; ;  aber  in  Folge  ilirer  linearen  Form 
die  Summe: 

1er  untndlitb  vielen  Wcitlio  wclilic  aus  obif,Ln  \ 
b(.licbif,e  \  tiauderungen  \uii  a  und  (  liLivoi^chen  buk 
Inlet,iale  cibllt  mtn  dbLr  n  an  dei  Zalil    entspi ebbend 

7  =  f,   ft)    ^1  =  if  («  ?»  =  '/'n("1     weltlie  au 

/  a  jl)^:0  siüi  ei  „eben  die  Summe  dicici  pailiu 
stellt  sodann  das  allgcnicnie  Integial  der  vorg  legten 
In  jedem  dieset  paiticuhren  Ii  tegiale  können  die  \Vc 
(  und  a  auf  ga  iz  beliebige  Weise  von  einem  Gliede 
vei  Indern  und  die  Vnzalil  dei  Glieder  bleibt  ganz  wi 
man  diese  unendlich  groas  sein  und  erlbcilt  dem  C  e 
so  bat  man  das  particutSre  Integral  in  Foiin  einer  une 
lässt  man  aber  C  unendlich  kleine  Wertbe  durclilaufen 
tir)  bi  wo  J'  eine  willkOrhcbe  Funktion  bedeutet 
dasselbe  in  der  Form  eines  Integrals  i 


r  =  ^  F{<()  €•'■'* '1 '•"  da 


dar,  u'elcbes  eine  willkOrliclic  Funktion  F[a)  einscblie» 
Madien  wir,    -/.ar  Erläuterung  des  Gesagten,    eine 
die  DifTeren/ialglcicbung  'i'"""  Ordnung: 

'\iP  +  ^d>,^  +  'd.<l,+  '''d.  +  \j,+'' 

so  verwandelt  sich  dieselbe  mittelst  der  Substitution  s  ■ 

""'  +  l>r  +  ^■«i'?  +  ",ß  +  b,ß  +  r,  = 

aus  welcher  ffir  ß  zwei  Wertbe :  ß^  =  '/',  («).  i^t  =  'fs 

vorgelegten  Gleichung  genflgen  somit  die  Wertlie: 
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in  Folge  der  linearen  Form  aber  auch  die  Ausdrucke : 

und  man  bat  somit  als  allgemeines  Integral: 

Die  im  zweiten  Theile  vorkommenden  Summenausdrücke  lassen 
sich  leicht  durch  willkürliche  Funktionen  ausdrücken,  wenn  die  Werthc 
von  ß  in  Bezug  auf  ce  linear,    d.  i.  von   der  Form  ß  =  aa  -{-  h  sind. 

Es  sei  z.  B.  die  Gleichung: 

gegeben,  so  liefert  die  Substitution  ^  =  c"^"^'^-'  die  Hilfsgleichung 
a^  =  aV^  aus  welcher  a  =  +  aß  folgt.  Uiemit  wird  s  =  (»r*^''±"''^^ 
und  man  hat  somit  als  allgemeines  Integral: 

Wir  können  nun  die  Grössen  C  und  ß  eine  Reihe  ganz  beliebiger 
Wcrthe    durchlaufen    lassen;     unter    dieser    Voraussetzung    stellt    aber 

die  Summe  -Cw'^  jede  beliebige  Funktion  von  u  vor;  dasselbe  gilt  also 
auch  von  obigen  Summen,  welche  demnach  ganz  willkürliche  Funktionen 
von  eO/+a«")  und  c^v— «o  oder  einfacher  von  (j/  +  ^^)  ^^^  [v  —  ^^) 
darstellen;  das  allgemeine  Integral  bekommt  hiemit  die  Gestalt: 

^  ==  y  (2^  +  «^)  +  v  {y  —  ^^) » 

und  enthält  zwei  willkürliche  Funktionen,  wie  es  die  Ordnungszahl  der 

vorgelegten  Gleichung  erfordert. 

Die  Form    der  willkürlichen    Funktionen    bestimmt   sich    mit  Hilfe 

der  Bedingungen,    welche   in  jedem  einzelnen  Falle    aus  der  Natur  der 

Aufgabe  hervorgehen.    Gesetzt  z.  B.,    die  Funktion  s:  und  ihr  Differen- 

dz 
zialquotient         sollen    für   ir  =  0    zwei    gegebenen   Funktionen    von    y 

(vjC 

gleich  werden,  etwa: 

dz 

so  liat  man  die  Bedingungsgleicliungcn : 

(v 

Integrirt  man  die  zweite  Gleichung,  und  setzt  {f^iy)  dy  =  F{y)^  so 
geht  dieselbe  über  in  : 


wo  0   eine    willkürlidic   Constantc.     Diese   Glcidii 

Ticdinguiigsglcicliung  verbunden,  gibt : 

■2>!'(i,)  =  r(v)-lF{y)    -C, 

uiiJ  man  )ial  dufier  ah  allgcmeiaes,  den  gegebenen 

Icistfiidü»  Ititfigrul: 


I 


Diu  in  den  folgenden  g§.  beliundelten  ßeispicli 
um  einige  der  vorzflgtielistcu  Hilfsmittd  kennen  -im  Ii 
niiin  ilje  Integrale  linearer  partieller  ])ifferen/.ialgl 
Ijiinn,  so  das»  sie  vorgcscliriebencn  ücdingungen  Qi 


545.  Itetrauliteu  wir  die  Gleichung: 

dz ..(Ve 

wclelic  das  (iesetü    der  Bewegung    der  Wärme    in 
titabe  ausdrüekl,  und  intcgrircu  wir  dieselbe,  uutei 

dass  z:^l'\!))  wurde  für  ^'^ü,  wo  /'eine  gegeben 
Seinen  wir  ^  =  c""*^'' ,  so  wird  a  =  a'-ß^  und  es 


ein  der  Gl.  (l)  Genfige  leistender  Werlli.  Niulils  li 
willkrirlieiie  Grösse  //  imaginäre  Wertlie  von  de 
wühlen,  wudurdi  obiger  Ausdruek  die  Gestalt: 

j  =;  (■    "'^'■'  (cos  Ä^  +  y   - 1  sin  / 
annimmt,  und  sofort  zwei  particulAre  Integrale: 

r,  =:  c~  ■"  i:Of,Xy,  z^  =  <;"'  's 
darbietet,  da  jeder  dieser  Ausdrücke  für  sich  d 
Letzteres  wird  aueli  noch  Statt  finden,  wenn  wir  1 
conslanteii  Fakloreti,  bcKiehangsweisc  mit  -4cosJ.r( 
plii'ircn,  endlich  wird  auch  noch  die  Summe  beidei 
z  =  A'""  '''^'■*'  cos  t\^^  a) 


«^rr: 


•-J.- 


557 

der  Gl.  (l)  genügen.     Lassen    wir    nun    die    beiden    willkörlicben  Con- 
sUnten   l   und   a   successive  um  die  unendlich  kleinen  Inkremente  dl, 
da  wachsen    und    setzen  A  =  fp{a)dXda,    unter  q>   eine   willkürliche^ 
Funktion  verstanden ,    so  gehen  aus  dem  letzten  Ausdrucke    eine  Reihe 
von  unendlich  vielen  particulären  Integralen  von  der  Form : 


(2) 


fp{(()r~'^     '  cos  l  {y  —  a)  dl  da 
hervor,  deren  Summe  bekanntlich  durcb  das  Doppelintegral: 

r  =  1 1  (/)(«)  r" "'^''^  cos  l  {y  —  et)  dl  da 

gegeben  ist,  und  welche  Summe  nothwendig  wieder  der  Gl.  (1)  Genfige 
leistet,  wobei  die  Grenzen  beider  Integrale  noch  willkürlich  sind.  Wir 
haben  nun  nur  noch  die  Bedingung  zu  erfüllen ,  dass  für  x  =  0  der 
in  (2)  dargestellte  Werth  von  z  in  F{y)  übergehe.  Zu  diesem  Ende 
nehmen  wir  beide  Integrale  zwischen  den  Grenzen  —  oo  und  -\-  od  ; 
für  X  •=  0  verwandelt  sich  dann  das  Doppelintegral  in : 


I       rjp  (a)  cos  l  [y  —  o)  dl  da. 


welches,  vermöge  der  Fouri  er 'sehen  Formel  [§.  480,  Gl.  (7)1,  für 
alle  Wertlie  von  y  gleich  ist  27r(p(y).  Der  Werth  dieses  Ausdruckes 
muss    aber,    der    Bedingung    zufolge,  =  F(y)    sein;    man    hat    daher 


^jTC^/) 


Fiv)  F(a) 

-  '    ,  also  auch  y(«)  =  ,    womit   wir  für  das  gesuchte 

^7T  ^Tl 


Integral  den  Ausdruck : 

j^=^V"V  ''  F[a)  e-  «'-^'^  cos  l(y  —  a)  dl  da 

erhalten. 

Schreibt  man  das  vorstehende  Doppelintegral  in  der  Form: 

s=    -  r*  Fia)  rf«  j  '  ^  ^-u'Av  cosAf/y   -  a)  dl, 

SO  lasst  sich  die  auf  l  bezügliche  Integration   mittelst    der  Formel  (3) 
in  §.  454  leicht  ausführen,  wodurch 

e     *""'■    da 


2a 


1        p* 


sich  ergibt.  Eine  noch  einfachere  Form  erhält  dieser  Ausdruck  mittelst 
der  Substitution: 


2a\fx 


?--■/" 


/  - 


=  —  I ,     «  =  y  +  2rt£"V  a- ,     da  =  ia  \  x  .  di , 


V* 


"^i 


-rj 


/j 


---«■ 


ilersclbc  in  fulgciiden  : 

llioacr  Ausdriinl:  erfüllt  alle  Anforderungen;    er    Icislel    der 
Genflge  und  nimmt  ffir  t  ^=  0  den  Wertli  F{ti)  an. 

1,  IMe  voi-gelpgle  DitfereiiiiialRleicIiunE  sei  wieder: 

gral  aber  don  Bedingungen  untcrworrcn,  dass 
1)  f  =  V(y)  ffir  3-  =  0, 
und  2)  f  =  0  fflr  ff  =  0  und  jt  =  l. 
nen  in  diesem  Falle  unmittelbar  von    dem    im    vorigen    §.    ge- 

particuinren  Integral: 

I,    indem   es  l)ereits  der  Forderung  entsprielit,  -für  y^O  nu 
nden.  Damit  es  aueli  fdr  y^/ auf  Null  sieh  rcdueire,  gen  (igt  es, 

KU  setzen,  unter  n  eine  beliebige  gan^e  Zahl  verstanden,  wodurch: 


(T)' 


nn  wir  der  Kürze  halber  I  -    1  --=  k  setzen.  Dieser  Ausdrnek 

ureh  Aenderung  von  n  eine  unendücbe  Anzahl  partieniflrer 
,  deren  Summe  jedoch  hier  nielit,  wie  im  vorliergehcnden  §. 
n  he^itinimtes  Integral  dargestellt  werden  kann ,  da  die  Grösse 
stetig  sich  Ändert,  sondern  nur  der  ganzen  Werlho  1,  2,  3,  ... 
Wir  stellen  daher  das  allgemeine  Integral  in  der  Form 
endlichen  Reihe  dar: 

.-■".f»'7  +  D,,---'S-Jf  +  J).,,-.'....i.?^  +  . . .      (2) 

D^,  ....  willkQrliche  Constanten  bedeuten,  welche  nun  noch 
cstimmen  sind,  dass  dieser  Ausdruck  auch  der  Bedingung  (i] 
leiste,  fOr  x=^0  in  F{y)  Überzugehen.  Für  x  =  0  verwandelt 
r  die  Gl.  (2)  in: 


^■t2,1=7>,sin7  +iJ,> 


"^^  +  1),-^^^- 


J 
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welcher  Gleichung  wir  Genüge  leisten,  wenn  wir : 

2),  =  ^  f  ^'(«)  sin  "';"  rta  (3) 

setzen,  wie  ein  Blick  auf  die  Formel  (11),  §.  478,  auf  der  Stelle  zeigt. 
Die  Glgn.  (2)  und  (3)  enthalten  die  vollstfindigc  Auflösung  der  Gl.  (1) 
mit  Rücksicht  auf  die  hier  vorgeschriebenen  Bedingungen. 


^^'Z  (n 


547.  Nehmen  wir  wieder  die  schon  in  §.  544  betrachtete  Gleichung 

(U^  dx 

auf,  welche  das  Gesetz  der  schwingenden  Bewegung  der  Saiten,  oder 
der  Luft  in  cylindrischen  Röhren,  ausdruckt,  und  bestimmen  die  Funktion 
y  derart,  dass 

för  ^  =  0:    1)  2^  =  (f{x)  und  2)  -^  =  \p{x) 

sei,  wo  f/'  und  \h  zwei  gegebene  Funktionen  von  x  bedeuten. 

Auf   dem    in    §.   545    betretenen  Wege   findet   man ,    mittelst   der 
Substitution  :  y  =  ß"'  ^  ^  '^  sehr  leicht,  dass  die  Werthe : 

y^  =  cos  Arr  cos  Aa^ ,     y^  =  sin  Aa;  cos  A«/, 
y.^  =  sin  Ix  sin  Xat ,     y^  =  cos  Ix  sin  laf , 

der  Gl.  (1)  Genüge  leisten;  es  genügt  daher  auch  der  Werth 
y  :=  y^  .  A  cos  ?M  -{-  y.^  .  A  sin  la ,  d.  i. : 

y  =  A  cos  lat  cos  l  (.r  —  a) , 

wo  A ,  l  und  cc  willkürliche  Constanten  sind.  Setzt  man  nun  A  = 
F{(c)(llda,  unter  1^  eine  willkürliche  Funktion  verstanden,  und  integrirt 
nach  k  und  a  von    —  oo  bis  -f-  ^  i  so  hat  man: 


p+»    p  +  oo 

=  I       I       F{a)  cos Xat  cosA(.'r    -  a)  dl  da. 


Setzen  wir  in  dieser  Gleichung  /  =  0,  so  geht  die  linke  Seite  y,  ver- 
möge der  oben  vorgeschriebenen  Bedingung  1)  über  in  (p{x)^  während 
das  Integral  rechter  Hand,  kraft  des  Fou  rier'schen  Theorems  |G1.  (7), 
§.  480]  in  2'jrF{x)  sich  verwandelt;    hiedurch  bestimmt  sich  die  will- 

(pix) 
kürliche  Funktion  F(x)=  ^    -;  und  es  wird: 

2jt 

^=1       I      y(«)  cosXaf  cosl{x  —  a)  dl  da.  (2) 

Dieser  Ausdruck  genügt  nun  wohl  der  Gl.  (1)  und  der  Bedingung    1), 


^ 


untcriii'Rt  aber  keiner  Scliwierigkeit,  ftlr  y  einen  zweiten 

lU 

■  Ausdrack,  zn  jenem  (2)  .iihlirt,    liefert  dnnn  offenbar  das 
beiden  ncdin^anffcn   gendftende   Integral    der  Gl.  (I).    Zu 
cke   bilden   wir   aus   obipen  Wertben    von  ,Vj    und   p^    das 
[ntcgral : 

A  sin  in    ,         Ä  cos  Xa 
9  =  .»,--, +  !/,■-,-. 


p  :=  A  --J  -  -  eos(j;  —  o), 
t  auf  gleiche  Weise  wie  oben,  das  allgemeinere : 
j,=  f*"f"F{n)''"j'''-  co»i(:.  -  o)  ,tt  ,to 
Hieraus  folf^t: 

'1  =  a  f  ^j"°-f  {")  «-osAn?  cosXU  -  «)  -(A  ''«, 

:liung  für  1  =  0  mit  Rücksicht  auf  die  Bedingung  2)  und 
e  i'scbe  Theorem  in  folgende : 

,K^-)  =  <,.27,  F(x} 

■  '2aii. 

I  ist  daher: 

1    r+*i'"'  sinX«(        ,  ,  ,   „    , 

=  - — j      j       ii'{<i)  co?.X{x  —  a)  dk  il«, 

it  jLls  vollstRudiges  Integral  der  Ol.  (I),  welches  gleichzeitig 
■Igen   I)  und  'J)  crriillt,  den  Ausdruck: 

y^-—  I       I      (/'(«)  cos  Au/  cosA(.r    -  a)  Jk  du 

+  r,lJ"j''  il'(")"°j*°' cml,r- B) ,H  ,1«. 

iben  das  Integral  der  Gl,  ( I ),  unter  Voraussetr.ang  derselben 
I,  bereits  in  g.  544  nntcr  einer  anderen  Form  crbaltcn, 
jedoch  aus  dem  Ausdrucke  (3)  ohne  Mnhe  entwickeln  l.^sst. 
riieil    dieses  Ausdruckes   lllsst   sich    nfiralich  mit  Benützung 


5«  l 

der    bekannten    Formel :    cos j?  cos  ^  =  |  cos  {p  —  ö)  +  i  cos  {p  +  q) 
auch  in  folgender  Form  schreiben: 

- —  I      I       [cos  X{x  -\-  at  —  a)  +  cos  (a?  —  af  —  «)]  (p  (a)  dk  da  , 

und  ist,  vermöge  des  F o u r i e r'scben  Satzes: 

Der  zweite  Tbeil  erbfilt  mit  Hilfe  der  Formel :  sinp  cosg  =  ^  sin {p  -\-  q) 
+  j  sin  {p  —  q)  die  Form : 

und  kann,   wie  man  leicht  sieht,    auch  in  folgender  Gestalt  geschrieben 
werden : 


r=  ' 


4ayr 


—  X  ^  — OO  J  —00 


Nun  folgt  aus  der  in  §,  4,01   entwickelten  Formel  (5) 

sinftA 


dX  =  +.  ^» 


wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  h  positiv  oder 
negativ  ist.  Hieraus  erhellt,  dass  die  beiden  in  der  Klammer  stehenden 
Integrale,  welche  mit  dem  vorstehenden  der  Form  nach  vollkommen 
übereinstimmen,  sich  aufheben,  somit  F=0  machen,  wenn  die  Grössen 
X  -^  ai  —  a  und  x  —  at  ^  a  gleiche  Zeichen  haben.  Es  genügt  daher 
die  Integration  nach  a  zwischen  solchen  Grenzen  auszuführen,  inner- 
halb welcher  diese  beiden  Grössen  entgegengesetzte  Vorzeichen  erhalten. 
Diese  Grenzen  ergeben  sich  nun  aus  folgenden  Relationen : 

wenn  t  positiv : 
x-{-  at  —a'^O;  x  —  at  —  a<CO,  d.  i. :  x — a^<Ca<^a;  +  ^^; 

wenn  t  negativ : 
X'\-a1  —  «<;0,  X  —  at  —  a>0:  d.  i.:  x-\-at<^a<Cx  —  at. 

Man  hat  daher,  wenn  /  positiv  : 

F=-  ijf  i  a)  da  [71  +7r]=\        i/^(a)^«, 

4a7rJx-ar       /       »^       •       ^       2o«'^-«' 

und  wenn  t  negativ : 

2       M—at  j     M  +  al 

V  =  -—  i!,[c()[-7T  —  7f]  =  ^  -  !/'(«)  da, 
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welcher  Wcrth  mit  dem  vorhergehenden  zusammenfAtlt.  'Setzt  man  daher 

r !/'(«)  da  =  f{a)^  so  wird  der  zweite  Theil  von  (3): 


2a 


folglich  : 


(fix  +  ai)  +  (fix  —  at)       f{x  -\-  af)  —  f{x  —  af) 

y=--      2  +  2«  "  ■    ' 

und  dieser  Ausdruck  des  Integrals  stimmt,  wie  man  sieht,  mit  dem  in 
s}.  544  auf  einfacherem  Wege  erhaltenen  vollkommen  fiherein. 

648.  Integriren  wir  die  im  vorhergehenden  §.  betrachtete  Gleichung : 

noch  unter  der  Voraussetzung,  dass  zu  den  früheren  Dedingungen 

ij=z  (f.{x)  und    -^  =  if'(x)  für  i  =  0 , 

noch  die  folgenden  hinzutreten :  es  sollen,  für  jeden  Werth  von  ^  y  und 

dy 
"   sowohl  für  ic  =  0  als  auch  für  x  =  1  in  Null  übergehen ,  wobei  x 

dt 

das  Intervall  von  0  bis  I  nicht  zu  überschreiten  hat. 

Wir  können    hier    wieder   die   schon  oben  gefundenen  der  Gl.  (1) 
Genüge  leistenden  Werthe: 

^2  =  sin  kx  cos  Xaf ,     2/3  =  sin  kx  sin  lat , 

benutzen,    welche,    wenn  wir  noch    k=    --  setzen,  und  n  eine  ganze 

Zahl  sein  lassen,  offenbar  die  Eigenschaft  besitzen,  für  rr  =  Ound  x  =  l 
zu  verschwinden.  Durch  Addition  der  aus  diesen  Ausdrücken  für 
ti  =  1 ,  2 ,  3 ,  .  .  .  .  hervorgehenden  particulären  Integrale  erhalten  wir 
sofort  als  allgemeines  Integral : 

.     .    770;        Tiat    .     ^     .    27IX        2nat    , 
y  =  A.  sin    ,    cos h  -^^  sin  --  -  cos h  . . . 

(2) 
7i\r     .    Trat               .    'Inx    ,     ^irat   , 
+  B.sm  -      sm    ,     4-  B.s\r\  -       sin  — ; 1- . . . 

und  man  übersieht  auf  der  Stelle,  dass  nicht  nur  dieser  Ausdruck, 
sondern  auch  sein  nach  t  genommener  Diiferenzialquotient  für  x  =  0 
und  X  =  I  Null  werden,  da  die  Difl'erenziation  nach  t  die  Sinusse  der 
von  X  abhängigen  Bögen  unberührt  lässt.  Es  erübrigt  daher  nur  noch, 


563 


die  Coiistanten  A  nnd  B  so  za  bestimmen,  dass  für  /  =  0,  p  =  cp{x)  und 

dy 

=  ift(x)  werde.  Für  ^=0  folgt  nun  aus  (2)  die' Bedingungsgleichung : 

(vi- 

fp{jr)  =  A^sm         +^2  sin      -    + 


•    •     • 


welche,  wie  aus  Gl.  (11)  §.  478  erhellt,  sofort  erfüllt  wird,  wenn  wir 

An=  ,       fpi-ct)  sm  da  (3) 

f   «'0  c 

setzen.  Differenziren  wir  ferner  die  Gl.  (2)  nach  t  und  setzen  im  Diffe- 
renzialquotienten  /  =  0,  so  verschwindet  die  mit  dem  Coefficienten  A 
versehene  Reihe,  und  es  bleibt : 

}li(x]  =  B,  ,     sm    - — \-  B^     ,      sin     , r  •  •  • 

woraus,  wieder  vermöge  der  oben  citirten  Gleichung: 

^     njia        2  f^      ,   .    .   n7fa   ^ 
Bn.-        =  V       if'(cn  sm      —  da, 
l  l  Ja  l 

d.  i.: 

2     r'  fiTia 

Bn  = ^''  (a)  sin  -  —  da  (4) 

nan  Jo  l 

folgt.  Die  Glgn.  (2),  (3)  und  (4)  enlhalteh  die  vollständige  Lösung  der 
Aufgabe,  'welche  allen  gestellten  Bedingungen  entspricht. 


>*fir< 
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